REVISION MPSI .......... .......... POUR LE COURS DE MP

Ce polycopié est constitué d’un grand nombre de notions vu en Terminale et en MPSI et absolument indispensable aux
concours : les examinateurs prennent mal de ne pas connaitre le théoréme de Cayley-Hamilton (programme de MP); par
contre

ils prennent trés trés trés mal de ne pas connaitre le DL de In(1 + z) en zéro et
encore plus mal de ne pas connaitre la formule d’addition cos(a + b).

Ce polycopié ne saurait en aucun cas remplacer le cours de votre professeur de MPSI. Notamment, il n’y a aucune
démonstration (qui sont pourtant a savoir dans les grandes lignes notamment pour Centrale ou Mines) ni toutes les définitions,
propriétés dessins et autres.

C’est & vous pour chaque chapitre de ce polycopié, selon le degré de mémorisation (ou d’oubli), d’aller revoir avec plus
ou moins de temps, votre cours de MPSI sur le sujet.
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LogiquE

1. Assertion : c’est une phrase (généralement mathématique) vraie ou fausse.
Axiome : c’est une phrase qui est décrété vraie; il fait partie d’'un groupe d’axiomes appelé théorie axiomatique. La
plus connue, et celle avec laquelle on travaille tous les jours s’appelle la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel
(ZF).
Théoréme : c’est une assertion vraie que I’on démontre par déduction logique grace aux axiomes.
Proposition : c’est un petit théoreme.
Lemme : c’est un tout petit théoreme!

Conjecture : c’est une assertion qu'une personne dit étre vraie mais non encore démontrée. Tout théoreme a d’abord
été une conjecture.
Exemples : Dire si ces phrases sont des assertions (et leur valeur), des axiomes, des théorémes, des propositions, des
lemmes, des conjectures.
(1=2)
(x> 2)
(la 1(10000000000000000000000000000000000000_j3e décimale de 7 est un 7).
(la 2-itme décimale de 7 est un 4).
(la 3-itme décimale de 7 est un 9).
(le carré de 'hypoténuse d’un triangle rectangle est égale & la somme des carrés des autres cotés)
(Vo , Jy tel que Vz : [z € y <= 2z C 1)
2. Enoncer clairement la négation des assertions suivantes :
(a) Tout triangle posseéde un angle droit.
(b) Dans toutes les prisons, tous les détenus détestent tous les gardiens.
(c) Pour tout entier n il existe un entier p tel que pour tout entier ¢ la relation ¢ < p implique la relation ¢ < n + 1
3. Est-ce vrai est-ce faux??
(1=2)= (2=3)
1=2)=(2=2)
(1=1) = (2=3)



4. Montrer que ( p => ¢q ) est identique & ( non(p) ou q )

5. Soit le Théoreme : Si f est croissante et majorée sur ]a, b[ alors elle admet une limite finie en b.
Questions :
(a) f est croissante et majorée sur |a, b[ est une condition .....pour qu’ elle admette une limite finie en b.
(b) Pour que f admette une limite finie en b il .... que f soit croissante et majorée sur ]a, bl.

6. Donner une condition nécessaire (et non suffisante) pour qu’un réel = soit entre 0 et 1.
Donner une condition suffisante (et non nécessaire) pour qu'un réel = soit entre 0 et 1.

7. Compléter les phrases suivantes par le mot nécessaire ou suffisant

Pour gagner au loto il est .... de jouer.

Pour ne pas perdre au loto il est .... de ne pas jouer.

Pour qu’il n’y ait pas de nuages il est .... qu’il ne pleuve pas.

Pour qu’un réel soit positif il est .... qu’il soit le carré d’un autre réel.

Pour qu’une suite soit majorée il est .... qu’elle soit convergente.

Pour qu’une suite soit convergente il est .... qu’elle soit croissante et majorée.

8. Les cannibales d’une tribu se préparent a manger un missionnaire. Désirant lui prouver une derniere fois leur respect
de la dignité et de la liberté humaine, les cannibales proposent au missionnaire de décider lui-méme de son sort en
faisant une courte déclaration : si celle-ci est vraie, le missionnaire sera roti, et il sera bouilli dans le cas contraire.
Que doit dire le missionnaire pour sauver sa vie ?

TRIGONOMETRIE I

1. Formule fondamentale :

cos?x + sin’z =
2.
0 w™ 7T |7 |7 |27
— = | = | = | — |7
6 |4 |3 |2 3
sin
COS
tan
/\y
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3. Parité - Périodicité - Symétries

(a) cos(—z) =

(b) cos(z + 27) =

sin(—z) =

sin(z + 27) =

tan(—z) =

tan(z + 7) =

(c) cos(z+m) = sin(z +7) =
(d) cos(z + g) = sin(z + g) =
(e) cos(g —1)= sin(g —1)=
4. Formules d’Euler
0 oy ,—i0
cosf = e te” et sinf =
2
Formules d’Euler généralisées
b a+b
. . _ 7 . .
el 4 ¢t = QCos(a e 2 et el _ ¢ —

5. Formules d’addition (Elles sont basées sur la formule e*(??) = ¢iveit)

On en déduit :
cos(a —b) =

6. Formules du double-angle

cos(a+b) =

sin(a 4+ b) =

tan(a + b) =

tana + tanb

et sin(a — b) =

cos(2a) = cos?

sin(2a) = 2sinacosa

a—sin’a = 2cos?a—1=1-2sin’a

On en déduit la linéarisation de cos? a et de sin®a :

On en déduit aussi :

1+ cos(2a)

2
cos“a =
2

t
14 cost = (v/2cos 5)2

et

9 1 — cos(2a)

et de sin“a =

t
1 —cost = (v/2sin 5)2

7. Formules de transformation (On les retrouvent a I’aide des formules d’addition)

1
cosacosb = §(cos(a +b) + cos(a — b))

sinacosb =
cosp +cosq =

sinp + sing =

sinasinb =

cosp —cosq =

sinp —sing =

8. Formules de parameétrisation : Si|{ = tan 3 alors on a :

2t
tanf =

1—-1

, cost =

, sinf =

2dt



RELATIONS BINAIRES , RELATION D’EQUIVALENCE , RELATION D’ORDRE

1. Relation binaire :
Définition : Soit F un ensemble non vide. On appelle relation binaire notée R sur F, la donnée d’un sous-ensemble
Gde E x E.
Notation : Si (z,y) € G, on note alors zRy.

2. ”Qualité” d’une relation binaire :
Soit R une relation binaire sur £ (non vide).

(a) R est dit réflexive si : Vo € E, zRx.

b) R est dit symétrique si : V(z,y) € E?, 2Ry =

( y y Y

(c) R est dit antisymétrique si : V(x,y) € E?, 2Ry et yRx =
(d) R est dit transitive si : V(z,y, 2) € E3, 2Ry et yRz =

3. Relation d’équivalence :

(a) Définition : R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.
(b) Classe d’équivalence : Soit a un élément de E. On appelle classe d’équivalence de a pour R : I'ensemble des
éléments de E qui sont en relation avec a, on la note cl(a). On a donc : cl(a) = {z € E / 2Ra}.
Proposition : cl(a) = cl(b) <= aRbD.
Définition : On appelle ensemble quotient de la relation R dans E, ’ensemble noté
E/R = {classes d’équivalence de R }.
(c¢) Partition (version ensembliste) : On appelle partition d’un ensemble E, non vide, tout ensemble F C P(F)
(F est donc un ensemble de sous-ensemble de E) tel que :
LVXeF, X#0,
i VX, Y)eFEL X£Y =XnY =0,
ii. () X=E.
XeF
(d) Partition (version familiale) : On appelle partition d’un ensemble E, non vide, toute famille (A;);c; de sous-
ensemble de E tels que :
iLViel A #0,
iV, j) €T i) = ANAj=0,
iii. | JAi=E.
i€l
Théoréeme : Les classes d’équivalence d’une relation d’équivalence sur F forment une partition de E.
4. Relation d’ordre :

(a) Définition : Soit < une relation binaire sur un ensemble F, non vide. On dit que =< est une relation d’ordre si
elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
On dit que cette relation d’ordre est totale si tous les éléments de E sont comparables (c’est-a-dire V(z,y) € E,
x X youy =< x). Silarelation n’est pas totale on dit qu’elle est partielle (c’est-a-dire I(z,y) € E, z Ayet y A x).

(b) Exemples : Pour chacun des exemples suivant dire si 'ordre est total ou partiel.
i. IN ,7Z .Q ,IR avec l'ordre usuel : <
ii. P(X) (ensemble des sous-ensembles de X) avec I'inclusion C
iii. Soit I un intervalle de IR. On définit la relation d’ordre < sur F(I,IR) par :
V(f,9) € F(ILIR)? f < gsivVeel, f(x) < g(x).

iv. IN* avec la relation de divisibilité n|p.

Majorant-Minorant : Soit ' un ensemble munit d’un ordre <. Soit A un sous-ensemble, non vide, de F.

On dit que M est un majorant de A si : Vr € A, x < M. On dit que A est majoré s’il possede un majorant :
dIMeE /Vee A <M.

On dit que m est un minorant de A si : Vo € A, x = m. On dit que A est minoré s’il possede un minorant : Im € F
/Vx e A x=m.

(d) Plus grand/ plus petit élément : Soit E un ensemble munit d’un ordre <. Soit A un sous-ensemble, non vide,
de F.

On dit que A posseéde un plus grand élément si: IM € A / Ve € A,z < M.

On dit que A possede un plus petit élément si: Im € A / Ve € A, z = m.

Remarque : A posséde un plus grand élément s’il existe un majorant de A qui appartienne a A.

—
o
~

(e) Borne supérieure/ inférieure :




i. Définition : Soit E' un ensemble munit d’un ordre <. Soit A un sous-ensemble, non vide, de E.
On dit que A possede une borne supérieure si : A est majorée et si 'ensemble des majorants de A posséde un
plus petit élément a. On note v = sup5 A ou a = sup A. On dit alors que « est le plus petit des majorants de A.

On dit que A possede une borne inférieure si : A est minorée et si ’ensemble des minorants de A possede un
plus grand élément S. On note 8 = inf< A ou 8 = infA. On dit alors que 3 est le plus grand des minorants
de A.

Exercice : Soient A et B deux ensemble non vides et bornés de IR. On suppose que
VryeAetVye B:x<y.
Montrer que sup A < inf B.

I N -7Z —Q

1. ”Définition” de IN et ZZ
N ={0,1,2,3,4,---}et Z ={---,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,--- }.
Propriété caractéristique de IN :

(a) Toute partie non vide de IN posséde un plus petit élément (c’est-a dire :
VACIN, A#0,

Remarque : Sia=minA >1alorsa—1¢ A.

Conséquence :

(b) Toute partie non vide et majorée de IN posseéde un plus grand élément (c’est-a dire :

VACIN, A#0,
Remarque : Sia = MazA alors a + 1 ¢ A.
2. Division euclidienne

Théoréme : V¥(a,b) € IN x IN*, 3!(q,7) € N> / a = bg + 7 et .
Remarques : ¢ est le plus grand entier n tel que nb < a. Ona aussig=1| |.

3. Récurrence
Lemme : Soit A C IN tel que :
(a) 0€ A
(b Y/neIN:ne A=n+1€ A
Alors A = .

démonstration : (Par I’absurde). Supposons que A # IN. Posons B = CjyA = IN\A. On a B # () et donc possede
un plus petit élément : ng. Comme 0 € A, 0 ¢ B et donc ng # 0. On en déduit que ng > 1. Considérons p = ng — 1.
On a p ¢ B (car strictement plus petit que ng), donc p € A. La deuxiéme hypotheése sur A donne : p+1=mng € A :
Absurde car ng € Bet ANB = (.

Raisonnement par récurrence : Soit H, une assertion dépendant de n (exemple : H, :"la n-ieme fleur est plus
grande que 2™”). Pour montrer que H,, est vraie pour tout entier n de IN, on peut raisonner par récurrence : On
montre que Hy est vraie (c’est ’amorce) et pour tout entier n de IN on montre que si H,, est vraie alors H, 11 est
également vraie (c’est I’hérédité).

Remarque : Si pour montrer H, 11 on a besoin de H,,, H,_1..., on fait alors une récurrence ”avec prédécesseurs”.
On rédige : Supposons que H), soit vraie jusqu’au rang n.

Exemple : Soit (u,) définie par ug = 0, u; = 1 et Vn € IN | up492 = upt1 + uy,. Montrer que Vn € IN : w,, € IN.
(Attention a I’amorce!)

4. ”Définition” de @
p
Q ={§/p€ﬂ,q€1N—{0}}
Ecriture d’un rationnel : Vr €@, 3(p,q) € Z x (IN—{0}) / r = b
q

Propriété de@Q : @ ,+, x, <) est un corps totalement ordonné.
Remarque :

(a) Un nombre est rationnel si et seulement si son écriture décimale est périodique (ex : 12,2373737 - - ).



(b) @ est un corps totalement ordonné qui contient des ”trous” (par exemple une suite peut étre croissante et majorée
sans étre convergente ou un ensemble peut étre non vide et majoré sans avoir de borne supérieure; ces lacunes
conduiront & IR).

II. IR

1. ”Définition” de IR
On admet qu’il existe un unique ensemble noté : IR tel que :

(a) (IR ,+, %X, <) est un corps totalement ordonné.

(b) @ CIR.

(¢) Toute partie non vide majorée de IR posseéde une borne supérieure.
(d) Toute partie non vide minorée de IR posséde une borne inférieure.
Détail

”

1
(a) Des que 'on a dans un probleme : Soit "z # 0,---” alors on est siir qu’il faudra considérer — (qui existe car IR
x

est un corps).
Les seules régles qui manipulent ’ordre et les opérations sont :

i V(z,y,0) eR?, e <y=—=24+a<y+a.
ii. V(z,y) € R?, 2 <y = —y < —=.

iii. V(z,y,a) € R = <yet = za < ya.
1 1

iv. Y(z,y) e R*, 02 <y = ~ < ~.
y T

Attention aux soustractions et aux divisions qui provoquent des "CATA” avec <

(b) L’inclusion réciproque est fausse (ex : /2, , e).

(c) Caractérisation : Soit A un sous-ensemble non vide de TR.

Ve e A : x < a(amajore A)

a=spd {Ve>0, JdJac Atel que a>a—¢

— | >

a—e a «

Ve e A : x> [ (8 minore A)

f=infd {Va>0, JdJac Atel que a< fB+¢

| >,
B+e

o —

Propriété :

Si sup A appartient a A, sup A est donc le plus grand élément de A. Idem pour inf A.

Notation : Si sup A appartient & A, sup A est alors noté MaxA. Idem si inf A appartient a A, inf A est alors
noté minA.

Caractérisation séquentielle (avec les suites)

Vr € Az < o (o majore A)
a=supAd I(ay) suite d’éléments de A tel que lim a, =«
n—+00
) Ve e Az > f ( minore A)
f=infd J(a,,) suite d’éléments de A tel que lir_P ap, = f3
—+o0

n

Démonstration : Le faire en exercice en s’aidant d’un petit dessin.

Méthode pour montrer que « est la borne supérieure de A. On montre en premier que « majore A. Si o € A
alors sup A =MaxA = a.
Si a ¢ A alors il faut soit utiliser les "epsilons” : Ve >0, 3a € A / a > a —¢, soit les suites : J(a,) suite
d’éléments de A tel que lim a, = a.

n—-+o0o

1
Exemples : A=[0,1[et A={= /n > 1} (déterminer inf, sup, Max, min).
_— n
2. Valeur absolue, encadrement
Définition : |z |= Max{z, —z}.
Propriétés : (a) |z |> 0. (b) | —z |= () ]z|=0=

(d) |2y |=




n

(e) |lz+yl< Conséquence : | sz |<

i=1
) [z—yl>
Encadrement :
(@) |zl<ae <<
b) |lz—a|<a<=
(© lz—al<a=|z|<
(d) I, i 1 < S, < I41. Donner un encadrement a l'aide de S, et S,,—1 de I,

. Partie entiére
Définition : VxeIR3I!neZ /n<ex<n+l
Notation : n = |z| = E(x). Exemples : |7] = |7 =
Caractérisation :

— o] e n e
n=1r n<r<n+1

Exercice : Montrer que Vz € R, |z + 1] = |z] + 1.

. Densité
Définition : A C IR est dit dense dans IR si : V(z,y) € IR? / z <y, Ja € Atel que z < a < y.

Exemples : Q , R\Q , D.
Remarque : La densité de A exprime que I'on peut toujours ”glisser” un élément de A entre deux réels quelconques.

. Sommation : écrire les sommes en ”éclaté”

6 I ==
1<i<j<n

n

n p
(i) szw =

i=1j=1

P n
G) DD @iy =

j=1i=1
(k) Compléter : Zme Z z Tij

j=11i=1 i=



NOMBRES COMPLEXES-GEOMETRIE I

I Définitions - EcritureS

1. Définition-Structure

C = {a+ b tels que }.Siz=a+ib, (a,b) €R*, onaa= et b=
Remarque : Soient z = a +ib et 2’ = a’ + b’ , avec a,b,a’, b’ : réels, on a

z2=2 —
Théoréme : (C ,+, X) est un . (€ ,+, x,-) est une IR-algebre.

Soient z =a+ibet 2/ =a’ + b , avec a,b,a’, b : réels.
1
z+2 = , 27 = , —2 = etsiz#0, - =
z

2. Module-Argument

Soit z = a + ib avec a,b : réels. Z = et |z| = =
Définition : On note U = {z € C tel que |2| = 1}. On a (IU, x) qui est un
Théoréme-définition : Vz € € * , lp > 0 et 30 (unique a 27-pres) tels que

’ 2z = pe?’ = p(cos + isinf) ‘ (écriture d’un nombre complexe)

Ona:p= et 0 est appelé et noté
Théoréme :Soient z = pe' et 2/ = p/e® | avec p,p > 0 et 0,6 : réels.

Onaz—z’<:>{

Formules :
peiQ.pleiO/ — ]
Soit n € Z , (€)™ = (cos@ + isinf)" = (formule de
Passage cartésien-trigonométrique :
Soit z = pe’. On a alors z = +1
cosf =
Soit z = a + ib # 0 avec a, b : réels. On a alors z = pe'? avec p = = et 6 défini par
sinf =

Conséquence : Posons ap = arccos( ), ona:

Exemple : Donner I’écriture trigonométrique de z = —4 — 33

3. Interprétation géométrique

IT Pratiques des nombres complexes
1. Formules ’EULER

cosf = et sinf =
10 + 10 — oi0 _ =it _
1+etf = 1—etf =



el 4 if = el _ (i — : Formules d’Euler généralisées

Application : Calculer Z sin kzx.
k=0

2. Linéarisation-Dé-linéarisation

(a) Linéarisation : C’est écrire un polynoéme en cos et sin comme combinaison linéaire des "coskz” et ”sin kz”. On
utilise les formules d’Euler , on développe et on regroupe les termes deux par deux.

exemple : cos” =

cos? xsin®z =

(b) Dé-linéarisation : c’est le contraire de la linéarisation. On utilise la formule de Moivre :

cos kz =Re(cosx + isinz)* et sin kx =Im(cos z + isin x)*.

Exemple : cos8x =
3. Racines n-ieme de 1’unité

Définition : Soit n € IN*. On appelle racine n-ietme de I'unité tout complexe racine de : 2" =

Soit k € 7, on note wy, = on a wy = , Wy = et wy = wy .
Proposition : w, = wy < Conséquence : wy, = w, ou r = k % n (notation Python).
Définition : On appelle U,, I'ensemble des racines n-ieme de 'unité,

Unz{l,wl,wz,... , w} = {1,w1,w1,... , wl}

Proposition : La somme des racines n-ieme de 1'unité vaut

Interprétation géométrique : L’ensemble des points d’affixes les racines n-ieme de 'unité forme un polygone
régulier inscrit dans le cercle trigonométrique.

Exemple : Donner les racines n-ieme de 'unité et tracer le polygone correspondant pour n = 2,3,4,6 et 5
2

(pour n =5 on calculera a« = e 5 & l'aide de la formule 1+ w + w? + w? + w? = 0).

Utilisation des racines n-iéme de ’unité

* Résolution de I’équation avec a € C*. Posons a= d’ot les solutions sont :
* Factorisations : | X" — 1 = H et X" 14 X" 24 4+ X2+ X +1= H
k= k=

4. Racine carré-Equation de second degré
Soit Zy = a +ib € €. On cherche z € C tels que 2% = Zj.

On a 2?2 = Z; —



D’otu les solutions sont : z = et z =
Exemple : Déterminer les racines carrées de —33 — 56:.

Conséquence : Soit az? + bz + ¢ = 0 avec (a,b,c¢) € € 3 et a # 0. Les solutions de cette

équation sont : z = et z = avec 62 =

Exemple : Factoriser le polynome : i2% + (=1 + i)z + 7 + 4i =
. Géométrie des nombres complexes
Soit A d’affixe a € C, B d’affixe b et C' d’affixe c.

Alors laffixe de E est , AB = , (,ﬁ7 ,@) =

(A, B, C) alignés si et seulement si z = — € =z =
Similitudes directes :

On appelle similitude directe de centre €2 de rapport A > 0 et d’angle 6, 'application s du plan dans le plan qui a
) QM' = QM
tout point M associe le point M’ tel que : T
(QM,QM") =6

Dessin :

Proposition : s est une similitude directe de centre €2 de rapport A > 0 et d’angle 6 si et seulement si il existe
(a,b) € €2 (a # 1) tels que s associe & tout point M d’affixe z le point M’ d’affixe az + b.
De plus :

le centre 2 a pour affixe :

le rapport A =

I’angle 6 =

Remarque : Soit s: z — az + b avec (a,b) € C?. On a
* § est une translation ssi

* s est une homothétie ssi

* s est une symétrie ssi

* s est une rotation ssi

. Exponentielle complexe

Définition : Si z=a +ib € C , on note e* =
Proposition : |e?| = arg(e®) = Re(e*) = Im(e*) =
Définitions : Soit z € C.

COSz =

sinz =

tanz =

cotan z =

chz =

shz =

10



thz =
cos? z +sin? 2z =

ch?z — sh?z =

TRIGONOMETRIE RECIPROQUE I

Compléter : y = arcsinz <= {

. Compléter : y = arccos z <= {

Compléter : y = arctanz <= {

Tracer des 3 fonctions arcsin, arccos, arctan

5. Parité de ces fonctions :

10.

11.
12.

Vo € [-1,1] , arcsinx + arccos x =

1
Vx > 0, arctanx + arctan — =
x

1
Va <0, arctanx + arctan — =
x

Vx € , sin(arcsin x) =
Vo € , arcsin(sinx) =
Tracer la fonction f(z) = arcsin(sin )

Vo € , cos(arccos x) =

Vo € , arccos(cos ) =
Tracer la fonction f(z) = arccos(cos x)

11



13.
14.

15. Déterminer :
2 1
arcsin(0) = ,arcsin(1) = ,arcsin(—1) = ,arcsin(—i) = ,arcsin(g) =
16. Déterminer :
1
arccos(0) = ,arccos(1) = ,arccos(—1) = ,arccos(T) = 7arccos(—§) =
17. Déterminer :
V3
arctan(0) = ,arctan(1l) = ,arctan(—1) = ,arctan(f?) = ,arctan(v/3) =
18. Calculer les dérivées :
19. Vz € , arcsin =
20. Vz € , arccos T =
21. Vx € , arctan x =
22. Exercices :

Vo € , tan(arctan x) =

Vx € , arctan(tan z) =
Tracer la fonction f(z) = arctan(tan x)

(a) Montrer que Va € [—1,1] , cos(arcsinz) = v1 — 2
(b) Montrer que pour tout x > 0 et pour tout y > 0 tel que zy # 1, on a équivalence

arctan( 196 +

Y ) = arctanx 4 arctany <= zy < 1
Y

1 1
En déduire que % = 4arctan 5 arctan 239

TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE I

1. Définitions :
sh(t) =
ch(t) =
th(t) =

2. Formules fondamentales : cht + sht = ch?t — sh?t =

3. Lien avec la trigonométrie :
sh(t) = sin( )

ch(t) = cos( )
th(t) = tan( )
4. Développer ch(a + b) = sh(a+0) = th (a +0) =

5. Tracer des 3 fonctions sh , ch , th :

1
6. Exercice : Calculer / v a2+ 1da.
0
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ENSEMBLES - APPLICATIONS - DENOMBREMENT

. Soit £ un ensemble non vide.

Compléter :
P(E) =
E\A=A=Cp, =
A\B =

. Pour montrer que 2 ensembles sont égaux, on utilise : A=B<= ACBet BCA

Remarque : si A et B sont des ensembles finis, on peut aussi utiliser le cardinal :

A:B:»{ACB <:>{BCA

Vocabulaire :

Soit f:E—— Fet ACFEet BCF.
Le graphe de f c’est

La restriction de f & A notée f/A c'est
La fonction 14 c’est

. Pour montrer que 2 applications sont égales : Soient 2 applications f et g ayant méme ensemble de départ F

et méme ensemble d’arrivée F'.
Par définition, f = g <
On commence la démonstration par : ”Soit « € E alors f(z) = ... Lo=g(x)”.

. Soient F et I' 2 ensembles et soit une application f: F — F.

Définition 1 :f est injective si tout élément de F' a au plus un antécédent.

Caractérisation 1 : ‘f est injective <= [V(z,2’) € E?, f(z) = f(2/) = ] ‘

Définition 2 : f est surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent.

Caractérisation 2 : ‘f est surjective <= [Vy € F, ] ‘

Dessin n°1 Dessin n°2
f est injective (non surjective) f est surjective (non injective)
Définition 3 : image directe et image indirecte
Soit A C E, alors ’ flA) ={y } ‘: {f(x)/x € A} (image directe)
Soit B C F, alors ‘ f4(B)={z } ‘ (image réciproque).
. Définition en probabilités :
au moins : >  (supérieur ou égal) au plus : < (inférieur ou égal)
moins de : < plus de: >

Exercice : L’éleve le plus grand de la classe mesure : t =
Combien y a-t-il d’éleves dans la classe qui mesure plus de ¢ 7
Combien y a-t-il d’éléeves dans la classe qui mesure au moins ¢ ?

. Cardinal d’un ensemble fini

Définition : Soit E un ensemble non vide. On dit que E est fini s’il existe un entier n et une
de E dans [1,n](={1,2,...,n}) : n est appelé le cardinal de E.
On note alors CardE = n. Autre notation : |E| ou #F.
Convention : Card() =
Propriétés :
a) Soit F un ensemble fini, et A une partie de E (A C E), alors A est un ensemble fini et CardA < CardFE.
b) Soient 2 ensembles finis FE et F' de méme cardinal, et une application f de E dans F, alors
[f est bijective] [f est injective] [f est surjective].
Opération sur les ensembles finis : Soient E et F' deux ensembles finis.
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(a) Si ENF =0 (on dit que E et F sont disjoints) alors : Card(E U F) =CardE  CardF.
Généralisation : si Ay, Aa, ..., A, sont des parties de E, 2 a 2 disjointes, alors
Card(A; UA2U---UA,) =CardA; CardA; --- CardA,.

(b) | Card(EUF) = |
(c) Définition : F x F =

| |Ex F| = |

Généralisation : si By, Ey, ..., I, sont des ensembles finis, alors

Card(E; X Eg x --- x Ep) =CardEy; CardEy --- CardE,.
8. p-listes :

Soit F un ensemble fini, et p € IN*.

Définition : Une p-liste de E (ou un p-uplet) est un élément de EP
Théoréme 1 :

Si CardF = n, le nombre de p-listes de E est

conséquence : Si on note F(FE, F) 'ensemble des applications de F dans F', alors
Card(F(E, F)) = (Card )“ard

Autre notation : F(E, F) est aussi notée FZ.
Corollaire : Si E est un ensemble fini, alors |P(E)| =

Démonstration : On utilise les fonctions.

Théoréme 2 :

Si CardE = n, et p < n le nombre de p-listes d’éléments distincts de E est

(On note parfois ce nombre AP et on parle d’arrangements de E).

conséquence :

Le nombre d’applications injectives de X, a p éléments dans Y,, a n éléments est

A savoir : pourn 2 1, AP =n(n—1)---(
Permutations : On appelle permutation de n éléments toute bijection de ’ensemble de ces n éléments sur lui-méme.
Le nombre de permutations de n éléments est

9. Combinaisons :

(a) Théoréme 3 :

n
Si CardE = n, le nombre de parties & p éléments (distincts) de E est noté < )
p

(On appelle ce nombre coefficient binomial)

. n . n
Slp<n7<>: et 81p>n,<):
p p

(b) Calcul :
- 0= 0 G-
(¢c) Formules :

(b20)- () =G

Formule de Pascal : (n) =
p

‘Formule du binoéme de Newton‘ :

V(a,b)e([32,Vn€]N*,ona:(a+b)":Z :Z
k=0 k=0

W(a,bn) e N® (azb) = M(Z)(nf,ﬁ)

(a) Si X, =[1,p] et Y;, = [1,n], alors le nombre des applications strictement croissantes de X, dans Y, est

‘ Formule de Vandermonde ‘ :

10. Applications

(b) Si X, =[1,p] et Y,, = [1,n], alors le nombre des applications croissantes de X,, dans Y, est
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(c) Soit S = {(z1,...,2p) € IN? tel que z1 +--- + z, =n}. Alors |S| =
En déduire le nombre de fagons de ranger k boules indiscernables dans b boites discernables :

11. Ordre et répétition

Dans les 3 cas, précisez s’il y a un ordre et s’il y a (ou non) répétition des éléments :

Le nombre de p-listes (x1, z2, ..., xp) d’un ensemble & n éléments est nP :

Le nombre de p-listes (x1, z2, ..., xp) d’éléments distincts d’un ensemble & n éléments est

n—p!

. N 717 N 71 72 n
Le nombre de parties {1, x2, ..., zp} & p éléments d’un ensemble & n éléments est ( ) :
p

MATRICES '

Notations : On notera IK pour IR ou C.

1. [ Définitions |

Soit n € IN* et p € IN™.
(a) On appelle matrice de type (n,p) & coefficients dans K :

14::

On la notera également : A = (a; ;)1<i<n-
1<j<p

N

Si n = p on dit que la matrice est

On note M,, ,(IK) 'ensemble des matrice de type n,p. et M,,(IK) Pensemble des matrice carrées de type n, n.

)

(c)

(d) Sin =1 on dit que A est une matrice...
) Sip=1on dit que A est une matrice...
)

I, =

(g) Soit A = (a;;)i1<i,j<n- On dit que :

i. A est triangulaire supérieure si : A= ( )

ii. A est triangulaire inférieure si : A= ( )

iii. A est diagonale si : A= ( )
iv. A est symétrique si :
v. A est antisymétrique si :

(h) Soit 1 <k<netl<I<p.
On appelle matrice élémentaire By =

2. ‘Opérations sur les matrices‘

(a) + et -
Soit A = (ai7j)1§ign et B = (bi,j)lgign et A € K.
1<jisp 1<jisp
On définit A+ B = et NA =
(b) x
Soit A = (ai;)i1<icn et B = (bij)1<i<p -
1<ji<p 1<ji<q

On définit la matrice A x B = (Ci7j)1<1<n par ¢; ; = Z

1<ji<q a—=1

1 4 T
Exemples:A:(2 5)’X:<y) etB:(Q 7).
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AX = XB = BX = AB =

Résultat important :
Soit (k,1,k',1") € [1,n]*. On a , dans M,,(K),
Sil 75 k/ : Ek,lEk’,l’ = etsil= k/ : Ek,lEk’,l’ =

(c) Transposée

Soit A = (a; ;j)1<i<n. On définit la matrice transposée ‘A =
1<j<p

Propriétés :
Ae (A+B) = (AA) = (AB) = ((A)) =
3.

(a) Théoreme 1

(M p(K),+, ) est un de dimension

De plus est une base de M, ,(KK) (appelée base canonique).

Conséquence : Soit A = (a; j)1<ign On a l'écriture vectorielle : A = g
1<ji<p

(b) Théoréme 2

(M (K), +, -, x) est une de dimension
De plus est une base de M,,(IK) (appelée base canonique).
I, est

Remarque 1 : On a Newton c’est-a-dire si AB = BA alors (A + B)Y =

Remarque 1 : Soit A = (1 0) et B= (0 O). On a AB =

0 0 1 0
Conséquence :
Définition :
Soit A € M,,(IK) on dit que A est si
Dans ce cas est unique et on note A7l =

Définition : L'ensemble des éléments inversibles de M., (IK) est noté GL,,(IK) et est appelé le groupe linéaire.
On a ‘ (GL,(K), ) estun ‘

(c) Soit T, (resp. T, ) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures), soit D,, I’ensemble des
matrices diagonales, soit S,, (resp. A,,) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) le tout dans

M, (K).

i. T,F est un(e) de dimension...
ii. T, est un de dimension...
ili. D, est un de dimension...
iv. S, est un de dimension...

v. A, est un de dimension...

vi. S, et A, sont...

4. ‘Matrice d’une application linéaire, d’un endomorphisme

(a) Matrice d’une application linéaire
Soit E un IK-ev et B = (e—f7 R e_p>) une base de E.

— -
Soit F un K-ev et C = (f1,..., fn) une base de F.
Soit f une application linéaire de E dans F.

On appelle matrice de f dans les bases B et C : Mpc(f) =

On a donc les relations pour tout indice ..
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(d)

fe)=x

Réciproquement : Soit A € M,, ,(K). Soit E un K-ev et B = (e_1>, .. .,e_>p) une base de E, soit F' un K-ev et

%
C=(f1,--.,fn) une base de F.
Alors il existe une unique application linéaire f telle que Mpc(f) = A.

Si E =IK? et FF =IK" rapportés & leurs bases canoniques on dit que f est Papplication linéaire
canoniquement associé a A.

Conséquence :

w: L(E,F) = M, ,(K), f— Mpgc(f) est un
Matrice d’'un endomorphisme

Soit E un K-ev et B = (€], ...,é,) une base de E.

Soit f un endomorphisme de E dans E.

On appelle matrice de f dans la base B : Mg(f) = =

Ecriture matricielle de y = f(z)

Proposition : Soit E un [K-ev et B = (e_f, cee e—;) une base de E.

Soit F' un K-ev et C = (71), cee ﬁ)) une base de F.
Soit f une application linéaire de E dans F et soit A = Mpc(f).
Soit « € E de matrice colonne X dans la base B.

Alors le vecteur f(z) a pour matrice :I:|

1 4 7

Exemple : Soit A= (2 5 8] et f canoniquement associée.
3 6 9

Définir f analytiquement : ¥(z,y, z) € R® : f(z,y,2) =

Produit

Proposition : Soit F un K-ev de base B, soit F' un K-ev de base C et soit G un K-ev de base D. Soit f une
application linéaire de F dans F' et g une application linéaire de F' dans G.

Alors M p(go f) =

Car le produit matriciel a été défini pour cela!

Corollaire : ¥ : L(E) — M, (K), f+— Mp(f) est un

Matrices de passage

Définition : Soit B = (ef,...,e,) et B' = (&1’,...,&,") deux bases d’un K-ev E.

La matrice de passage de la base B a la base B’, notée Pass(B,B’) =

Proposition : Pass(B,B') € et Pass(B',B) =

Formules de changement de bases pour un vecteur

Théoréme : Soit B une base de E et soit By une "nouvelle” base de E. Soit x € E de matrice colonne X; dans
la base B; et de matrice colonne X5 dans la base By. Soit P = Pass(B1, B2).

On a la relation ‘ et donc ’

Formules de changement de bases pour un endomorphisme

Théoréme : Soit By une base de E et soit By une "nouvelle” base de E. Soit f un endomorphisme de E. Soit
P = Pass(By,Bz). Posons A = Mg, (f) et D = Mpg,(f)

On a la relation entre A et D : ‘ ‘ et donc

Eléments inversibles- calcul de I’inverse dans M,, (IK)

Problemes : Soit A € M,,(IK). Comment ”voir” si A est inversible et si oui comment calculer 'inverse de A7

Théoréme :
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Soit A € M,,(K) , E un ev rapporté a une base B et f : E — F telle que Mp(f) = A
A est inversible <= f est — rg(f) =

De plus A7! =

Exemple : Soit £ = IR3[X] rapporté & B= (1,X, X%, X3) et f: E— E,P(X) ~ P(X +1). On pose A = Mz(f).
Ona A~ =

Définition : On appelle rang d’une matrice A quelconque noté rg(A) le rang des

Conséquence : A est inversible <=

Remarque trés importante : En général AB # BA mais par contre si AB = [, alors on a automatiquement
BA =1, et donc A~ =

Calcul pratique de l’inverse :

On résout le systeme d’inconnue X et de parametre Y :

1121+ -+ A1 0Ty = U1 r1=Dbiayi + -+ biayn )
AX =Y =0 ciiiiiiiiiiaan, ES don A7 =
Qp,1T1 +--+ ApnTn = Yn Tp = bn,lyl + -+ bn,nyn
Cas particuliers importants :
~1
a c . . . a c
(a) <b d> est inversible ssi et (b d) =
A 0 A 0\ "
(b) est inversible ssi et =
0 An 0 An
)\1 * )\1 * -1
(c) est inversible ssi et =
0 An 0 An
(d) (A~ =

SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES I

@111 + 1272 + -+ a1,pTp = b1

s . A21T1 + A22T2 + + - + 2,7y = by
Soit & résoudre le systéme : S ’ ’ P

Qp,1T1 + Qp 29 + -+ Qpplyp = bn

Remarque : Les a; ; et les b; sont fixés dans le corps IK (IR ou C). Les z; sont les inconnues du systémes S.
Définition : Deux systémes S et S’ sont dits équivalents s’ils ont mémes ensembles de solutions.
Notation : § ++ S'.

1. Interprétation matricielle

T

Résoudre S revient a chercher la matrice colonne : X = | : | dans M, ;(IK) telle que avec A = (a; ;) €
Lp

M, »(K) et B = (b;) € My 1(K).

Définition : On appelle rang du systeme S le rang de la matrice A.

Notation : rg(S).
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2. Interprétation vectorielle

Soit F un IK-EV de dimension n rapporté & une base B = (e1,...,en).
a1 a2 aip by
Soit uj , s e 171, et . | écrits dans la base B.
Gn1 Qn.2 O p b,
Résoudre le systéme S revient a chercher un p-uplet d’éléments de K : (21, ..., z;,) € K” tel que : T+ A+ :Epu_>p =7

Remarque : rg(S) =rg(ui, . .., u;).
Discussion : Le systeme possede une solution SSI o Gvect(ﬁl, ey 7p).
w yeen ,u_>p). Quitte a permuter les vecteurs wu e LT;, (cela revient a permuter les inconnues

— —
UL, .., Up).

Résolution : Posons r =rg(
Z1,...,Tp) ON peut supposer que (uf, ... ,1772) est une base de vect(
Premier cas : 0 ¢vect(ui, ..., u,).

Le systéeme S n’admet aucune solution.

Deuxiéme cas : 0 evect(U1,..., U,).

Donc IV(ay,...,q,) € K" tel que Y =oaqul + - ,aﬂTT}. Comme (71, .. .,ﬁr) est une base de vect(
existe des scalaires \; ; tels que :

1Z+1; = Ar-i-l,l@ + o Aty

Uptd = Ap2,1U1 + -+ + Apg2 rUr

ut,...,up) il

— — —
Up = Apaui + -+ Ap iy

Le systéme S est donc équivalent a 1’équation : g+ + xpu? = 7 donc équivalent au systeme :
T1+ Ap1,1Trg1 + o+ Ap1Tp = g
To+ Arg1,2%Tr41 + 0+ ApaTp = Qo

Ty + >\r+1,r$r+1 + -+ )\p,rxp = Qp
(on égalise les coordonnées dans la base (W1, ..., @,) de vect(W 1, ..., dp))

Conséquence : Une solution du systeme S est obtenue en donnant & z,i1,...,%, des valeurs quelconques, les
z1,...,Z, prenant alors les valeurs uniques :

Ty = =M 1,iTrg1 — = — ApiTp + Q.

Conclusion :

* Pour qu’il y ait une solution unique il faut que r = p.

% Si r = n alors le systéme posséde au moins une solution (car vect(1,. .., d,) = E)
* Si r = p = n alors le systéme posseéde une unique solution.

3. Interprétation linéaire

Soit F un IKK-EV de dimension p rapporté a une base B = (e1,...,ep).
Soit F' un IKK-EV de dimension n rapporté a une base C = (f1,..., fn).
Soit f € L(E, F) 'unique application linéaire associée a la matrice A du systeme S (A = Mpc(f))
by
Soit ¥ le vecteur de F défini par o - | écrit dans la base C.
br,
Résoudre S revient & chercher un vecteur 7 tel que | f(7) = 7 |

Discussion : Le systeme possede une solution SSI 7 elm f.

Résolution :

Premier cas : ¢ ¢Imf.

Le systéeme S n’admet aucune solution.

Deuxiéme cas : U €lmf.

Soit v} € E tel que ¥ = f(73). On a alors :

(@)= = f(@)=f(W) = f(T -0)=0<= T -} cker f = 7 € 0 + ker f
Conséquence : L’ensemble des vecteurs 2 solutions a une structure de sous-espace affine (S.E.A)).

Conclusion :

Posons r =rgf.

x Sir =p, le systéme posséde au plus une solution (car ker f = {0})

* Sir =mn, le systéme posséde au moins une solution (car Imf = F)

% Sir=p=n, le systtme posséde une unique solution (car f est bijective). De plus la solution est f~(7).

4. Résolution d’un systéme S

Définition : On appelle systeme de Cramer tout systéme de n équations a n inconnues de rang n.
Conséquence : La matrice A du systéme S est inversible, le systéme admet donc une unique solution. Sous forme

matricielle : |S <= AX =B < X = A"'B/|
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5. Méthode pratique "PIVOT DE GAUSS” de résolution d’un systéme S

Théoréme : On ne change pas I'ensemble des solutions d’un systéme S en effectuant les opérations (dites élémentaires)
suivantes :

* Echange de 2 lignes.

Notation : L; <+ L;

* Remplacement d’une ligne L; par cette ligne L; additionnée de A fois une autre ligne L;.
Notation : L; < L; + AL;

x Remplacement d’une ligne L; par cette ligne L; multipliée par .

Notation : L; < \L;.

Remarque : On peut également échanger l'ordre des inconnues (par exemple :

3x1 + 29 + Txg = 5 devient x5 + 321 + Tz = 5)

Algorithme de Gauss : Par permutation des lignes et éventuellement des inconnues on amene un coefficient non
nul : o; devant 'inconnue ”en haut et a gauche” : ce coefficient non nul est appelé ”pivot”. A l'aide de ce pivot par
des opérations du type L; < L; — AL on fait apparaitre des 0 sous ce pivot :

1T + a1 2% 4 - -+ 41T, = by 171 + a1 0T + - -+ a1pTp = by
J— / / N
S A2,1T1 + G22T2 + -+ + a2 pTp = b2 Ox1 + ag9%2 + -+ + a5 ,Tp = by
Ap1T1 + QpoTo + -+ appty, =b 0ry +a oxo+---+a x,=0b
n,1L1 n,242 n,pLp n 1 n,242 n,p*'pP n
Puis on réitere ce procédé jusqu’en "bas”. D’ot1 on obtient :
Q1T+ a1 X+ + a1 pT, = by
a2x2 + ............ + a2 pxp — b2
S «— QT e +ay. ,xp = b, AvecV e [1,7] : a; # 0.
/
0= br+1
0="0
Discussion :

(a) Sil'un des b, avec i > r 4+ 1 est non nul, alors le systéme S n’admet aucune solution.

(b) Siby, 4 =byo="---=0b, =0etr=p,alors le systtme S admet une unique solution que I'on détermine par le
"bas” : On calcul z, puis z,_1 ... jusqu’a ;.

(€) Sibp g =0b. 9="---=0, =0etr <p,alors on pose A\rj1 = Trp1, Ary2 = Trg2..., Ay = T, qui "deviennent”
des parametres (pouvant prendre des valeurs quelconques dans K) et on exprime , & l'aide du systéme obtenu,
x1,2,...,%, en fonctions de ces parametres A1, Arya, ..., Ap.

r+y+z=3

Exemple: S< z+2y—22=7
20+ 3y —2=10

z+y+z2=3 r+y+z=3
OnaS <— y—3z2=4 Lo+ Lo — Ly < y—3z2=4 Lo+ Lo— 1Ly
y—3Z:4 Ly <+ L3 —2I,4 0=0 L3 <+ L3 — Lo
r+y+z=3 r=—-41-1
On pose A = z. On a alors § <= y—3z=4 <= y=32+4
z=A z=A

Conclusion : L’ensemble des solutions de S est S = {(—4X — 1,3\ + 4, A)tel que A € K}.

Remarque : L’ensemble des solutions a bien une structure de S.E.A. : S est la droite affine de IK® passant par le
point ©(—1,4,0) et de vecteur directeur o (—4,3,1).
Disposition des calculs ”néo-classique” :

11 1 | 3 11 1 | 3 11 1 | 3
S |12 -2 | 7] (01 -3 | 4]« [0 1 =3 | 4] etc...
2 3 -1 | 10 01 -3 | 4 00 0 | 0

6. Résolution d’un systéme S avec les déterminants (Formules de Cramer)

a1,1%1 + a1,2%2 + -+ a1 Ty = by
s N . 2,171 + G2,2T2 + - -+ + A2 n Ty, = b2
Soit a résoudre le systéme de Cramer (voir le 4.) : § ’ ’ e

Un, 121 + Un 222 +-- Anndn = bn
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On pose

a1 G2 - Qg a1 0 A1g-1 lb71 ari+1 0 Q1n
az;1 0 G241 2 Q2441 - Q2p
a2,1 Q22 as . ; ; ; ,
A=|" ' ™ et pour i € [1,n] : Ay, = .
a a ... a
n,1 ,2 T Qn,1  °° Gng—1 by, Uni+1  *°°  Gnn
On alors 'unique solution (z1,...,x,) du systéme S donné par les formules dites de Cramer :
Ay AYS Ay,
Xr1 = A s, Lo = A,...,In— A

Exercice : Probleme des beeufs de Newton.

75 beeufs ont broutés en 12 jours 'herbe d’un pré de 60 ares; 81 beeufs ont broutés en 15 jours celle d’'un pré de
72 ares. Combien de beeufs un pré de 96 ares pourra t-il nourrir pendant 18 jours? On suppose constantes la ration
quotidienne de chaque animal, la quantité d’herbe existant initialement par are et la quantité d’herbe qui pousse par
are quotidiennement.
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SOMMES SUPER IMPORTANTES '

FORMULE 1

A4 IN*:1 — = =
ne +243+4+-4n—1+n=> k 5
k=1
Démonstration :
1(1+1 1
Récurrence : sion pose S,, =1+243+4+---4+n,ona S =1= ( ;— )etSiSn—n(n+ )

m+1)(n+1+1)
1=
+n+ 3

Autre démonstration :
S=1+ 2 4+ 3
S=n+n—-1+n—-2+

nn+1)

DouS+S=(14+n)+24+n—-1)+B+n—-2)+---+(n—2+3)+(n—1+2)+(n+1) =n(n+1) et donc S =

Remarque : cette formule est aussi
On a de méme

+n—24n—1+n

3 + 2 + 1

valable pour n = 0.

YnelN* 112422 +... 4+ n?

FORMULE 2

alors S, 11 =S, +n+1=

n(n+1)
2

Démonstration : Récurrence.

FORMULE 3

Vn € IN* | ¥(a,b) € € ?:

6
k=1
VneIN*: 13428 4. 40P =Dk = )?
k=1
n
VnelN,Vge Cet q#1:14+qg+@+@F+-+q¢" = ¢ =
l—q
k=0
Conséquence : Vi cIN ,Vn>i ,Vge Cet g #1:
i it1 i42 n _ k _ i k—i _ i K _ i
¢+q¢ T +gTT++g —Zq —qu =q ZCI =q 1—g¢
k=i k=i k'=0
Remarque:Pourqzl:1+1+12+13+~-.+1”:21:
k=0
n—1
a” —b" = (a — b)( + R + )(ab)<z )
k=0
Démonstration : Si a = 0 alors le résultat est évident sinon a” — b" = a™(1 — ¢") avec ¢ = —.
a

Orl—¢"=(1-q(l+qg+¢+-+¢""),domca" —b" =a"(1-q)(1+q+¢*+---+¢"

Gyt Oy = (a-bam

— (a _ b)(anfl + an72b1 + an7362 +

PO (O

a
cee b albn72 + bnfl)'
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DEFINITIONS SUR LES SUITES REELLES et COMPLEXES I

Soit (uy), N » notée aussi (u,) , une suite de réels.

1.
2.
3.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Suite majorée : (u,) est majorée si

Suite minorée : (u,) est minorée si

Suite bornée : (u,) est bornée si elle est ou si
M € IR tel que Vn € IN,| |u,| < M.
Suite croissante : (u,) est croissante si Vn € IN,

. Suite décroissante : (u,) est décroissante si Vn € IN,

. Suite monotone : (u,) est monotone si (u,) est croissante ou si (u,,) est décroissante.

C’est-a~dire : Vn € IN |

Suite strictement croissante : (u,) est strictement croissante si Vn € IN,

. Suite strictement décroissante : (u,,) est strictement décroissante si Vn € IN,

. Suite strictement monotone : (u,) est monotone si (u,) est strictement croissante ou si (u,,) est

strictement décroissante.
C’est-a-dire :

Suite stationnaire : (u,) est stationnaire si

Suite convergente : (u,) est convergente si

dL € IR tel que Ve > 0 ,

Suite divergente : (u,) est divergente si elle n’est pas convergente. C’est-a-dire si
VL € IR, 4 > 0 tel que

Suite divergente vers +oo : (u,) est divergente vers 400 si
VA >0,

Suite divergente vers —oo : (u,) est divergente vers —oo si
VA >0,

Suites adjacentes : (a,) et (b,) sont dites adjacentes si :

Suite extraite : (v,) est extrait de (u,) s'il existe une application ¢ de IN dans IN, strictement

croissante, telle que : Vn € IN,

Comparaison de suites, quand v, # 0 pour tout n :
. Uy
un, = O(vy,) si (—) est
v

n
_ St (2 —
Up = o(v,) si JLIEO(%)_

Up ~ U, 81 lim (%) =
n—oo /UTL

Remarque ”Complexe” : Les définitions 10.-11.-12. et 16.-17.-18. sont encore valables et restent

totalement identiques avec les suites de C.
La 3. est valable avec la définition IM € IR tel que Vn € IN, |u,| < M.
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RESUME : suites récurrentes

Up41 = f(un)

I est un intervalle de IR, f: I — R et (uy), vérifie u,r1 = f(uy,).
Remarque : Avant de faire une étude de f, essayez d’avoir un maximum de renseignements :
par exemple, si up4+1 = uy + u,%, alors * (up)n est ...
* si ug = 0, alors...
S’il n’y a rien d’évident, alors :

Faire le tableau de variation de f.

Tracer la courbe, ainsi que la lére bissectrice : y = x. (et faire quelques essais pour ug...)

Résoudre f(x) = x (points fixes) pour avoir les limites éventuelles de (uy, ), (voir théoréme fondamental plus bas).
Autres intéréts :

x cela permet de mieux définir les points d’intersection de la courbe et de la lére bissectrice.

x cela permet de compléter le tableau de variation pour le point n°4...

Déterminer des intervalles stables sur lesquels f est monotone.

Utiliser son cours :

Théoréme d’existence : Si ug € I et si I est stable par f alors la suite (u,,), existe bien et Vn € IN, u,, € I.
Monotonie : Si Vn € IN, , alors

ler cas (le plus utilisé) : Si f est sur [ alors ‘ (tn)n est monotone ‘, donc

% sl up — ug = 0 alors (uy,), est croissante.
% si u; — ug < 0 alors (uy), est décroissante.

Or u; —ug = f(ug) — up : on recherche donc le signe de f(z) — x

2&me cas : Si f est décroissante sur I alors (usy), et (uap+1)n sont monotones (et de monotonie contraire).

A savoir : si on pose v, = ua,, alors v,11 = ... :or fo f est croissante sur I, on est donc ramené au
ler cas avec la fonction f o f et la suite (vp)n.-

On peut donc étudier le signe de ug — ug = f o f(ug) — ug (signe de fo f(x) — z).

On peut parfois simplement remarquer que (usap, ), €t (ugn+1)n sont bornées (et monotones donc convergentes).

De plus, les limites possibles de (uay, ), sont les racines de f o f(x) = z...( Voir(x))

Rappel du ‘ Théoreme fondamental ‘ :
On suppose que la suite (u, ), définie par la relation u, 1 = f(u,), existe bien (uy étant donné).
Si (un)n converge vers L et si f est continue en L, alors L vérifie : L = f(L).

Remarque : si f est continue sur I =1, 3|( : stable par f et ug €]1,3]) , et si (u,), converge, alors peut-on dire que sa
limite L vérifie L = f(L)?

(*) Supplément de cours : si f(z) — = est polyndmiale, alors toute racine de f(z) — « est racine de f o f(x) — = (car ...
), donc f o f(x) — x est divisible par f(z) — z (démonstration valable pour des racines simples).

exercice : soit P un polynéme de IR[X], mq P(X) — X divise P(P(X)) — X.

Rappel du critére séquentiel : I est un intervalle de IR, (a,b) € IR, a € I ou a est une extrémité de I.

lim f(z) = b <= pour toute suite (uy), qui converge vers a, on a lim f(u,)=1>
T—a n—+o0o

En particulier, si f est continue en L, alors, limL flz) =
xr—r

‘Autre exemple classique : suites définies par f,(u,) = O‘ :

L’existence de u,, se prouve grace au théoreme de la bijection :

réalise

si f est ‘continue ‘ et ‘ strictement ‘ monotone sur I, alors f { induit e bijection de I sur f(I).

Principale technique : contraposée de la définition d’une fonction croissante.
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[z <y= flz) < fy)] <] ]
(voir aussi le tableau de variation de f,, qui permet de deviner)

Remarque : u,4; est définie par
et on compare u, et u,41 en calculant par exemple f, (u,+1) que 'on compare & f,,(u,) =0

‘ Suites arithmético-géométrique : uy, 1 = au, +b, a # 1 ‘ :

Technique : écrire I'un en dessous de I'autre la définition et ce qu’on obtient pour une suite constante :

Upt1 = AUy + 0

¢ — al+b | On fait la différence , puis on remplace ¢ par sa valeur.

Remarque : on peut poser v, = u, — /...

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 ‘ :

un+2:aun+1+bun‘u0€(D,ule(D. ((a,b)e([]z,a;éOetb;éO)

Pensez :”suites géométriques”

On résout I'équation caractéristique (E) : |22 =a x + b
* si (E) a 2 racines : 7 et r9 alors 3(\, u) € C? tel que : Vn € IN, u, = Arq "™ + uro ™.
* si (E) a une racine double : r alors I(\, u) € @? tel que : Vn € N, u,, ==

Remarque : Si (a,b,ug,u1) € R? et si (E) admet 2 racines complexes non réelles (conjuguées) : pe’? et pe=% | alors

3\, p) € IR? tel que : Vn € N, u, =
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1.

2.

DEFINITIONS SUR LES FONCTIONS DE LA VARIABLE REELLE I

Point adhérent : Soit A C IR.
On dit que « € IR est un point adhérent de A si ’Vr >0, ANfa—r,a+r] #0. ‘

Point intérieur : Soit A C IR.
On dit que a € A est un point intérieur & A si ‘ Ir >0 tel que [a —r,a+7] C A ‘

Vocabulaire des fonctions réelles

On appelle fonction réelle toute fonction de I dans IR ot I est un sous-ensemble de IR et généralement une réunion d’intervalles.
Soit, donc, f une fonction réelle de I dans IR.

1.
2.

o

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Fonction majorée : f est dite majorée si IM € IR tel que Vz € I, f(x) M.

Fonction minorée : f est dite minorée si Im € IR tel que Va € I, f(x) m.

Fonction bornée : f est dite bornée si f est majorée et minorée ou si IM € IR tel que Va € I, |f(z)| M.
Démontrer 1’équivalence.

Fonction croissante : f est dite croissante sur I si V(z,y) € I?, x y = f(z) f(y).

Fonction décroissante : f est dite décroissante sur I si V(x,y) € I?, y = f(z) f(y).

Fonction monotone : f est dite monotone sur I si f est croissante sur I ou si f est décroissante sur I.

Fonction strictement croissante : f est dite strictement croissante sur I si

V(z,y) €I’ 2 <y = f(z) f ).

Fonction strictement décroissante : f est dite strictement décroissante sur I si

V(z,y) eI’z <y = f(z) f).

Fonction strictement monotone : f est dite strictement monotone sur [ si f est strictement croissante sur I ou si

f est strictement décroissante sur I.
Fonction continue en q : f est dite continue en a € I si lim f(x) =
r—a
Clest-a-dire : Ve >0, Ja >0 tel que Vz € I, |z —a| < o = |f(z) — f(a)| <.

Fonction continue sur [ : f est dite continue sur I si f est continue en chaque point de I .

Fonction continue a droite en a : f est dite continue & droite en a € I si lim f(z) =
Tr—ra
Fonction continue & gauche en a : f est dite continue & gauche en a € I si lim f(z) =
wia
Subdivision : On appelle subdivision du segment [a, b], toute suite finie strictement croissante dont le premier terme
est a et le dernier est b. C’est-a-dire la donnée de :

rp=a<x < -<THp=>

Fonction en escalier : f est dite en escalier sur [a, b] s’il existe une subdivision

c=(xg=a<z < - <xy =0) de [a,b] telle que f soit sur chacun des intervalles ]z;, x;11] avec
i€q{0,1,...,n—1}

Fonction continue par morceaux : f est dite continue par morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision o = (xg =
a<z<--- <z =">0)de [a,b] telle que f soit continue sur chacun des intervalles |z;, z;41[ avec i € {0,1,...,n — 1}
et que f admette une limite & gauche et & droite pour les points z; avec i € {0,1,...,n}.

Fonction lipschitzienne : f est dite lipschitzienne sur I si :
Fk > 0 tel que Y(z,y) € I%, | f(z) — f(y)]

Fonction contractante : f est dite contractante sur I si :
f est k-lipschitzienne avec 0 < k < 1.

Fonction convexe : f est dite convexe (graphe —) sur I (intervalle) si :
V(z,y) € I2, ¥t € [0,1] : f(tx + (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Fonction concave : f est dite concave (graphe —~) sur I (intervalle) si :
V(z,y) € I2, ¥t € [0,1] : ftx + (1 —t)y) > tf(x)+ (1 —1t)f(y).

Fonction périodique : f est dite périodique sur IR si :

3T > 0 tel que Vz € IR :

o, ff:1 — R f7:I — IR

x — f(z)si f(z) >0 x — 0 sif(x)>0

x — 0 sif(x)<0 x — —f(z) s f(z) <0
Remarque : f~ est tive
Liens : [+t + f~ = et fT—f"=
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Une propriété (P) portant sur f définie sur I est dite vraie au voisinage de a € IR §'il existe un réel r > 0 tel que
cette propriété (P) soit vraie sur I N[a —7r,a+ r].

Une propriété (P) portant sur f définie sur I est dite vraie au voisinage de +oo §’il existe un réel B > 0 tel que cette
propriété (P) soit vraie sur I N [B,+o0].

Comparaison des fonctions :

Soit a un réel ou £oo,

f(z) = O(g(x)) si g est au voisinage de a.

Extremums :

Soit a un point de I.

On dit que a est un maximum global de fsi:Vx €I, f(x) f(a).

On dit que a est un minimum global de fsi:Vx € I, f(x) f(a).

On dit que @ est un maximum local de f si: Ir > 0tel que Ve €e IN[a—r,a+7], f(z) f(a).
On dit que a est un minimum local de f si: 3r >0tel que Ve € IN[a —r,a+7r], f(x) f(a).
On dit que @ est un maximum global strict de fsi: Ve eI, x#a = f(zx) f(a).

On dit que a est un minimum global strict de fsi:Vx €T,z #a = f(z) f(a).

On dit que a est un maximum local strict de f si :

Ir>0telqueVeeINja—r,a+r],x#a = f(x) f(a).

On dit que a est un minimum local strict de f si :

Ir>0telqueVeeINfa—ra+r,x#a = f(z) f(a).

Limite finie en a € IR : Soit a un point adhérent a I et L € IR. On dit que f converge vers L en a ou que f(x) tend
vers L quand z tend vers a et I'on note lim f(x) = Lsi:
r—a

Ve > 0, da > 0 tel que

Limite infinie en a € IR : Soit a un point adhérent & I. On dit que f diverge vers 400 en a ou que f(z) tend vers
+00 quand z tend vers a et l'on note lim f(z) = 4oosi:
r—a

VA >0, JdJa > 0 tel que
On a une définition analogue si f(x) tend vers —oco quand z tend vers a.
Limite finie en +0co : Soit L € IR. On dit que f converge vers L en +0o ou que f(z) tend vers L quand x tend vers
+oo et Pon note lim f(x) = Lsi:
r—r+00
Ve >0, 3A > 0 tel que
On a une définition analogue si f(x) tend vers L quand z tend vers —oo.

Limite infinie en 400 : On dit que f diverge vers +0o en +0o ou que f(z) tend vers +oo quand = tend vers +oo
et 'on note lim f(z) = 4oosi:

Tr—+0o0
VA >0, 3B >0 tel que

On a une définition analogue si f(x) tend vers oo quand z tend vers +oo.
Exemple : lim f(z) = +o0o:
- I—>—

Limite a gauche, a droite : Soit a un point adhérent a I et L € IR. On dit que f converge vers L en a a gauche

ou que f(z) tend vers L quand z tend vers a & gauche et I'on note lim f(z) = Lsi: Ve >0, Ja > 0 tel que
msa

Ecrire les notions de limite en £oc et de limite infinie & gauche et a droite.

Fonction de classe C' , C" , C* , C! par morceaux :

On dit qu'une fonction f est de classe C! sur I si f est dérivable sur I et que la dérivée f’ est continue sur I.

On dit qu’une fonction f est de classe C™ sur I si f est n fois dérivable sur I et que la dérivée n-ieme £ est continue
sur I (donc f est de classe C° ssi f est continue).

On dit qu'une fonction f est de classe C*° sur I si pour tout n , f est n fois dérivable sur I (ou que pour tout n, f
est de classe C™ sur I).

On dit qu’une fonction f est de classe C! par morceaux sur [a, b] §'il existe une subdivision o = (zg =a <1y < -+ <
z, = b) de [a,b] telle que f soit de classe C! sur chacun des intervalles ]z;, z;41] avec i € {0,1,...,n — 1} et que
f et f’ admettent des limites & gauche et & droite pour les points x; avec i € {0,1,...,n}.
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DEVELOPPEMENTS LIMITES I

I Formules de Taylor

1. T.R.I (TRI=
Soit f de classe C™*! sur un intervalle I (f fonction réelle ou vectorielle de la variable réelle)
Soit (a,b) € I%. On a alors :

(b—a)?
2!
-t

n!

f(b) = f(a) + (b —a)f'(a) +

—a)” b
O T ) @+ |

n!

FOD (@) dt =

Démonstration : I.P.P., /
Remarque : Pour n =0, on a f(b) =

2. LT.L. (LT.L.=
Soit f de classe C"T! sur un intervalle I (f fonction réelle ou vectorielle de la variable réelle) Soit (a,b) € I?. On a

alors :
—a)?

1) = 1@+ 6= ) @) + E5 ) o+ C 0 @) €
ott M = sup{|f"*tV(t)| , t € [a,b]} ou bien M majorant de |V (¢)| sur [a, b].

3. T.Y. (T.Y.= Soit f de classe C™ sur un intervalle I (f fonction réelle ou vectorielle de la variable réelle) Soit
(a,x) € I?. On a alors :
(x—a)®

f@) = fla) + (@~ a)f (@) +

4. Résumé : T.Y. est une formule ale qui donne une indication tres précise de f lorsque x tend vers a : on l'utilise
pour avoir des renseignements locaux en a. A l'inverse les formules de TRI et I.T.L. sont des formules ales qui
donnent une égalité (TRI) ou une inégalité (I.T.L.) sur tout un intervalle : elles sont plus puissantes et plus précises
que TY ( et plus utilisées dans les concours a l'écrit...)

II. DL usuelles

Donner les DL des fonctions suivantes en 0 a ’ordre n. Pour chaque DL on écrira les 3 premiers termes
du développement puis le n-iéme terme :

(b—a)"

@) + -+ @J;Li!a)nf(n)(a)_F

1

1
14+x

1
1422

—
]

arctanx =

arccos r =
(ordre 3) tanx =
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III Développements limités

1. Définition 1 en 0 : f admet un DL en 0 & Pordre n s'il existe (ag, a1, ...,an) € €1 tels que
fl@)=ao+ a1z + -+ apa™ + o(z")
Définition 2 en a (réel) : f admet un DL en a & 'ordre n s'il existe (ag, a1,...,a,) € €' tels que
fx)=ao+ar(z—a)+---+apn(z—a)" +o((z —a)")
Définition 3 en 400 : f admet un DL en oo & Pordre n s'il existe (ag, a1, ...,a,) € € tels que

a Qn, 1
fl@)=ag+— 4+ 2 4 o(=)
xX X X

2. Retour a zéro : On peut toujours se ramener a un DL en O :

. a
Sig(t) =ap+ art+ -+ apt™ + o(t™) alors f(:c):a0+;1+~~~+x—+o($—n)

3. Parités : Le DL est unique, si f est paire les coefficients impairs sont  , idem si f est impaire.
4. Troncature d’un DL : Si f admet un DL & l'ordre n en a € IR, elle admet un DL & tout ordre inférieur & n.
5. DL et équivalent : g(t) = ag + ait + - - + a,t™ + o(t") en 0, alors g(¢) ~ apt? avec p le premier indice tel que
6. Interprétation du DL a 1’ordre n :
n=0:f est en a (réel)(ou se prolonge par continuité).
n=1:fest en a (réel).
n>=2:
7. Allure locale : Si f(z) = ag + a1(x — a) + az(z — a)? + o((x — a)?), alors la tangente en a est la droite d’équation
D/y = et le signe de as s’il est non nul donne, localement la position du graphe de f en a par

rapport a sa tangente.

IV Calculs pratiques des Développements limités

1. TY : La Formule de Taylor-Young donne le DL des fonctions usuelles, ainsi que I'existence théorique du DL a I'ordre
n d’une fonction de classe C™.

2. Somme : Si f et g admettent un DL a U'ordre n en a, alors f + Ag admet un DL & ’ordre n en a : ¢’est la combinaison
linéaire des DL.

3. Produit : Si f et g admettent un DL a l'ordre n en a, alors fg admet un DL a 'ordre n en a : ¢’est la troncature au
degré n du produit des DL.

4. Composée : Soit F(t) = f(g(t)). Si f et g admettent un DL & lordre n en 0 et si | g(0) = 0, alors F' admet un DL
a l'ordre n : c’est la troncature au degré n de la composée des DL.

1
5. Quotient : On se rameéne & une composée de fonction et on utilise le DL de g(t) = T4 :
1
T) = avec b 0 et donc on a
f() bo+b1x++bnxn+0(l’") V 0#
1 1 1 b1 b
f@) bol4 Px+--+ f2z" +o(z") bog<bo bo ( )>

6. Intégration : Si f/ admet un DL en a & 'ordre n alors f admet un DL en a & lordre n + 1.
Applications : DL de In(1 + ), Arctanx, Arccosz, Arcsinz,...
Remarque : On ne peut dériver un DL sans précaution. Si on doit le faire on utilise TY et on fait le tour (avec
I'intégration des DL).

IV Appendice

1. Développements limités Généralisés :

On appelle Développements limités Généralisés de f en a (réel), toutes expressions du type :

f(x):$+-~+ = +ag+tar(r—a)+- - Fapn(zr—a)" +o((x—a)")

(x —a)P T—a

Remarque : le p est unique et en a f est équivalent a :

On appelle Développements limités Généralisés de f en doco, toutes expressions du type :
a1 Qnp 1
r)=opx’ +---Foxr+a+—+-+—+o(—
fl@) = opa® + - +aaztag+ — + — Tl
2. Développements Asymptotiques : ”Sommes de fonctions dont I'une est négligeable devant la précédente”. Exemples :

1
eno7f(fl?):f+1nm+4+\3/5+9:2+x51nx+0(z51nx).
x

7

pour z = 0.0001, cela donne :
f(z) =100.0 + (—9.210340372) + 4 + 4.641588834 - 1072 + 10~ 4 (—0.9210340372 - 10~1) + 0
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3. Applications : Allures locales des fonctions, convergence-divergence des séries numériques et des séries de fonctions,

calculs d’équivalents simples de suites et de fonctions, intégrabilité des fonctions.........

FONCTIONS DE LA VARIABLE REELLE I

Questionnaire de révision. Quand la réponse est courte on I’écrira sur cette feuille, sinon on écrira la réponse, I’énoncé ou
la démonstration sur une feuille ou un cahier a coté.

1.

cUk N

—1\"”*
Déterminer lim <x > :

Tr——+00 X
Limite, continuité, dérivabilité, fonction de classe C", le principal fournisseur est :
Enoncer le théoreme de la limite monotone.
Enoncer le théoreme d’encadrement.
Critere séquentiel de la continuité : voir les suites.

2

p q

Application : Soit f continue de IR dans IR telle que Vp € ZZ et Vg € IN* : f(=) =
tout z € IR.

¢ p+q

7. Démontrer le théoréme des valeurs intermédiaires (V.1.). Conséquence principale de V.I.7

10.

11.
12.

13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.

Soit f d’un intervalle I dans un intervalle J , bijective.
Alors f continue sur | =

Alors f dérivableen a € [ et ........... =
1
Formule (f~1)'(b) = ) avec f bijective , b= f(a) et .....
a
En 0:
™ = o(aP) si n.....p. o(z™) — o(z™) = o(z™) + o(zP) = xPo(x™) =

1 1 1
— 7= 2 - - 2 2)) =
(m2+7x+5+ :r:+0(x))(m 3+ 5z + o(x*))

Donner les équivalents simples en 0 , +00, 2 et 1 de 3z + 223 — 522 .

5~ Déterminer f(z) pour

sinx ~ cosx ~ tanz ~ arctanx ~ arccos T ~ arcsinz ~ In(1+x) ~
0 0 0 0 0 0 0
In(z) ~ the ~
1 0
arctanx ~ chr ~ shx ~ the ~

—+o00 +oo +oo +oo
. a 1 1 a
Soit @ > 0et b>0. A-t-on |Inz|* << —  ou — << |Inz|*?
o ab L

Chaine en +00 : Soit a >0,b>0et ¢c>0.Ona: |lnz* << 2 << e
+o0 +oo

Rolle :

Accroissements finis (A.F.) :

Montrer que si f’ est bornée sur I C IR alors f est lipschitzienne.
Théoreme de prolongement de la dérivée.

Théoréme de prolongement de la dérivée (cas infini).

Comment étudier la dérivabilité en un point d’arrét : Soit f dérivable sur I — {a} et continue sur I. Etude en a.

f est de classe C° si

f est de classe O si

f est de classe O? si

f est de classe C™ si

f est de classe C"*1 si ou si

f est de classe C* si

Formule de Leibniz : (fg)™ = Z
k=

Comment montrer que f est convexe

quand f est C? :

quand f est C! :

quand f est rien du tout :
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FONCTIONS LOGARITHMES ET EXPONENTIELLES REELLES I

1. Fonction logarithme

1
Définition : On appelle fonction logarithme réelle : la primitive de la fonction ¢t — 7 swr lintervalle ]0, +oo[ qui

s’annule en 1. On a donc :

1
vV €]0,4+00[ , Inz :/ ;dt
1

Propriétés

(a)
(b)

()
(f)

1
La fonction In est de classe C°° sur ]0, +oo[ et Va €]0, 400 : In'(z) = ~.
x

‘V(m,y) €]0, +c[? , In(zy) =Inx +Iny ‘
Démonstration : Soit a €]0, +oo[, fixé. On consideére 'application

f:0,400[—= R, z— In(ax) —Inz — Ina.

1
[ est dérivable et Yz €]0, 40|, f'(z) = 4~ =0.0nadonc f qui est constante sur ]0, +oco[ et comme f(1) =0,
ar_

on en déduit que Vz €]0,4+o00[ , f(z) = 0. On conclut en prenant ¢ = y.

Corollaire : Vx €]0,+00[ , Vn € ZZ : | In(z™) = nlnx | (Récurrence)

La fonction In est bijective de ]0, +o00[ sur IR.

1
Démonstration : Comme Vx €]0,+oc[ : In'(z) = — > 0, In est strictement croissante sur ]0, +oo[. On a donc le
x

tableau de variation suivant :

z |0 1 +o00
In - +
a Ly
In 0
L,

Le théoreme de la limite monotone assure que la fonction In admet une limite (éventuellement infinie) en 0 et en

+o0.

Comme2>1lonaln2>Inl=0dou: lim In(2")= lim nln2 = 4oo. Le critére séquentiel de la limite en
n—-+4o0o n—-+4o0o

+o00 donne lir_irrl In(2") = Lo Par 'unicité de la limite on en déduit que Ly = +00.
n—-+00

1

Pour calculer L; on utilise la formule In(x) = —1In(=) qui tend vers —Ly = —oo lorsque z tend vers 0. Donc
x

L1 = —0

Conclusion : In réalise une bijection de ]0, +oo[ sur |L1, L2[= IR.

. Inx
lim — =0
x——+oco I

Démonstration : Considérons la fonction f définie par f(z) = lnx — /.
1 1 2—
f est dérivable sur |0, +oo[ et Vz €]0,+o00[ : f/(z) == — ——= = v

r 2y 2

d’ou le tableau de variation de f :

z | 0 4 400
f + 0 - -
>4 < :

TV et donc Vo >4 : f(x) < f(4) don

f a N
. e _ f(4) 1 .
Vez24:0<Inz < f(4)+xsoit Vo >24:0< — < — + T et par le théoreme d’encadrement on conclut.
T

In est concave sur |0, +oo|. (Vx €]0, +o0[ : In"(z) = ;— < 0).

Tracé
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2. Fonction exponentielle réelle
Définition : On appelle fonction exponentielle réelle , la fonction réciproque de la fonction In.

Propriétés

(a) La fonction exp est continue et bijective de IR sur |0, +o0o[, comme fonction réciproque d’une fonction continue et
bijective.

(b) |¥(z,y) € R , exp(x +y) = exp(z) exp(y) |

Démonstration : Posons X = exp(z) et Y =exp(y). Onadoncc =InX et y=InY,donz+y=mnX+InY =
In(XY) et donc XY = exp(z + y), c’est-a-dire

exp(x) exp(y) = exp(z + y).

(¢) La fonction exp est de classe C*° sur IR et ‘V:C € R : exp’(z) = exp(z) ‘

Démonstration : Le théoréme de la dérivée d'une fonction réciproque assure que comme Y €]0, +oo[ In’(z) # 0,
1

In'(z)

la fonction exp est de classe C! sur IR et Vy € IR : exp/(y) =

avec ¢ = exp(y) < y = In(z).

—_

On a donc Vy € IR : exp’(y) = T=z= exp(y).
x
On en déduit ensuite que exp’ = exp est de classe C'' donc exp est de classe C? et par récurrence exp est de classe

C*> sur R.
T —00 +o0
exp’ +
(d) Le tableau de variation de exp se déduit de celui de In : +o0
exp S
0
oeply) w1
ygrfoo y r—1>I—~r-loo Inz 0t oo
Enfin exp est convexe sur R . (Vz € IR : exp”(z) = exp(x) > 0).
(e) Tracé

(f) Définition : On appelle nombre de Neper et on le note e = exp(1) (e ~ 2,718...). La propriété (b) montre que
Vn € 7ZZ : exp(n) = exp(1)™ = e™. On peut également (& faire en exercice) montrer que Vr €Q : exp(r) = exp(1)" =
e’.
Conséquence fondamentale :

Par analogie avec ces 2 formules, on notera ‘ Vz € R : e = exp(z) ‘

La propriété (b) devient donc e? TY = eTe¥.

3. Fonction puissance

Définition : Soit x €]0, +00[ et soit a € IR, on appelle "z puissance «”, le réel noté et défini par .
Propriétés : Vo €]0, +oo| et V(a, B) € R? : 2018 = z9g8 | (2)F = 2P

4. Limites classiques

[

Ya>0et V6 >0: lim L , lim 2% lnz)® =0 et lim z%™* =0.
xr——+00 (ln ;U)B z—0 r——400
o 5 5 X

5. Logarithme en base a

Définition : Soit a > 0 tel que a # 1. On appelle fonction logarithme de base a la fonction notée log, et définie sur

Inz
0 1 =
10, +oo] par | log, () = -
T 0 400 T 0 400
: +00 : +00
Poura >1: log, ~ etpour 0 <a<1: log,, N
—0 —00
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6. Exponentielle de base a

Définition : Soit @ > 0. On appelle fonction exponentielle de base a la fonction définie sur IR par
T —00 +00 x —00 +00

Pour a > 1: etpour 0 <a<1:

RESOLUTION APPROCHEE DE f(z) =0

A. Méthode des tangentes (NEWTON)

Probléme : Soit f une fonction de classe C? (au moins) qui s’annule en un réel a et tel que cette racine soit simple
(sinon on a f’'(a) = 0 et fait ’étude avec f’). Le but du probleme est de trouver une valeur numérique de «. On supposera
que Pon peut dégager un intervalle suffisamment petit [a,b] pour que f(a) et f(b) soient de signe opposé et tel que f’ et
1" soit de signe constant. Quitte & changer f en —f on peut supposer que f” soit strictement positif sur [a,b] et quitte &
changer f en g avec g(z) = f(—x) on peut supposer que f” et f’ soit strictement positif sur [a, ).

On considere donc le cas ”"standard” :
f de classe C? sur [a, b].

fla) <0et f(b) > 0.

Vz € [a,b], f'(x) >0et f’(z) > 0.

On note « I'unique racine de f sur [a, b)].
Soit s I’abscisse du point d’intersection de la tangente & f en b et de I’axe des abscisse.
Proposition : On a

0
J'(0)
1. D’une part comme f est convexe sur [a,b], f est 7au dessus de ses tangentes” et donc s > « et comme f est croissante
sur [a,b] on a f(s) >0, .
D’autre part L’inégalité de Taylor-Lagrange (ITL) sur [a,b] donne :

(@) = () + F (D)o —b)| < 20"

2
5 Ms ol on a poser My = sup{|f”(x)| , = € [a,b]}.
Donc comme f(a) =0, on a :

’ (a*b)z , , (Oé*b)z
£(0) + f'(0) (0 = b)| < =Mz = |f(B) = bf'(b) + af ()] < Mo
= |f(b) = bf'(b) + af'(b)] < @Mz = | —sf'(b) + af'(b)] < @Mz
= |a—s| < M&
ooz S0
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b—a)? M
Conclusion : 0 < s — o< L= M2

2 f1(b)
2. On itere le processus : | Sp41 = Sp — f/(sn) et sp=0b
f'(sn)
Onaavecle1l.,Vn € IN : s, > a donc f(s,) > 0 et donc la suite (s,) est décroissante. Comme elle est minorée
L
par «, elle converge vers un réel L qui vérifie L = L — JJ:’((L)) d’out f(L) =0 ce qui implique L = a.
Conclusion : lim s, =«
n—-—4o0o
(sp —a)? My
De plus Vn e IN : 0 < —a g ==
e plus Vn < Spp1 —a< 5 o)
M.
Soit m; un minorant de f’ sur [a, b] (par exemple f(a) puisque f’ est croissante) et posons A = 2—2 et g =b—a On
my

aVn € IN:0< 8,41 —a < A(s, —a)? et par récurrence on peut conclure :

1 n
Conclusion : Vn e N : 0 < s, —a < X()\ﬁo)Q

Remarque fondamentale : Cette majoration de s, — a n’a d’intérét que si |[Aeg| < 1 (et méme assez proche de 0) : il
faudra donc que b — a soit assez petit autrement dit que a et b soit assez proche de a! cela dit deés que |Aep| < 1 la suite (sy,)

converge tres vite vers a.
Exemple : Déterminer une valeur approchée & 1072° preés de la racine réelle du polynéme P = —X?2 + X + 1. Une rapide

étude de la fonction g définie par g(z) = —23 + x + 1 montre que P admet une unique racine réelle a € [1,2]. D’autre part
sur [1,2], g est décroissante et concave. Considérons f définie par f(z) = —g(x) = 2% —x — 1. f est croissante et convexe sur
[1,2]. Le calcul de M, et mq donne My = 12 et m; = 2 et donc |Aeg| = 3 > 1. On resserre donc Uintervalle : f(1,3)f(1,4) <0

4 1
et on prend donc a =1,3 et b=1,4 d’ou My = 8,4 et my =4,07 et ¢ = Aeg = %0,120.103.. <01let0< X <1

Conséquence : | Avec sp =1,4onadonc:VneIN:0<s, —a< (0.11)2"

Le premier entier n tel que (0.11)2" < 10720 est n = 5 et la calcul de s5 donne
s5 = 1.324717957244746025960909... et donc | a = 1.3247179572447460259... & 1072° pres ‘

B. Méthode des cordes (LAGRANGE)

On se place dans les mémes hypotheses standard que pour la méthode de Newton.

On consideére s ’abscisse du point d’intersection de la corde des points (a, f(a) et (b, f(b) avec 'axes des abscisses.

af(b) —bf(a)
f(b) = f(a)

Ona:|s= et on montre que, en posant My = sup{|f”(z)| , = € [a,b]} que,

(b — a)3M2

0 3(/0) — f(@)

N

a— 8 <
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TRACER LES COURBES y = f(x)

Soit a tracer la fonction f ‘

1.

2
3
4.
)

Domaine de définition : D (mis sous forme de réunion d’intervalles).

. Parité-Imparité et donc réduction du domaine & D N IR™ et symétrie

. T-

Périodicité et donc réduction du domaine a [a,a + T et translations des 72 cotés”.

Variations et tableau de variation de la fonction f sur D.

. Branches infinies

Si lim f(z) = oo alors on a deux méthodes :

(a)

T——+00

On calcul | lim @) = a| (si elle existe!).
x—+o00

Si a = o0 on a une branche parabolique de direction (Oy),

si @ = 0 on a une branche parabolique de direction (Ox),

sinon on calcul hIJP f(z) —ax = b|(si elle existe!).
T—>+00

Si b € IR on a une asymptote oblique D/y = ax + b et si b = 0o on a une branche parabolique de

direction D/y = ax.
On développe la fonction f au voisinage de 400 (avec un DL par exemple) pour obtenir (si c¢’est
possible) : f(x) = ax + b+ e(x) avec lirf e(z) =0.
Tr—r+00
Remarque : On fait de méme en —oo.

Exemples : Reconnaitre sur la page suivante les branche infinies en +oo pour les fonctions

suivantes :
@) =22 [@=vE @ =dtyE
f($):3x+£ f(x):3x+smw f(x) =3z +sinz

6. Point d’arrét

Par Point d’arrét on entend tout point a ”au bord” d’un des intervalles de D ou f se prolonge par

continuité ou si f est définie mais pas dérivable a priori en a. Pour tracer correctement la courbe au

voisinage d'un tel point il faut étudier la dérivabilité en ce point pour obtenir la pente. Pour cela il

y a deux méthodes :

(a)

(b)

On calcule | lim f'(z) = L| (si elle existe!).
Tr—a
£

Si L € IR alors le théoreme de ‘ prolongement de la dérivée‘ assure que f est dérivable en a et que

f'(a) = L|. On a de plus la dérivée qui est continue en a (donc f est de classe C! en a).

Si L = oo alors f présente en a une tangente verticale.

On calcule | lim J@) = /) = L| (si elle existe!).
x:a Tr — a

Si L € IR alors f est dérivable en a et f'(a) = L.

Si L = oo alors f présente en a une tangente verticale.
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SERIES DE IR ET € : Révision MPSI

1. ’ GENERALITES ‘ : (uy,) est une suite & valeurs dans IK =R ou K = C.

(a) [Série]:

Définition : La série de terme général u,, est la suite (S,), avec S, =

n
Zuk est appelée (Sn)n est aussi notée (Sp(u))n
k=0

On dit que la série de terme général u,, converge si

(b) ’Somme d’une série convergente | :

Définition : Somme d’une série convergente : (ce n’est pas vraiment une somme, mais une limite)

—+oo —+oo
On la note g U ou E Unp
k=0 n=0

n +oo
On adonc: | lim E Up = E Uy,
n——+oo
k=0 n=0

Notation : La série de terme général u,, est aussi notée (> u,) ou ( g Up) OU D U,
n=0

+oo
Remarque 1 : Z u, existe signifie que (Z Uy, ) converge.

n=0
n

Remarque 2 : si u, est définie a partir de ng > 0, alors on définit S,, = Z uy, et on note la série ( Z Un)

k=ngo nz=no
(<) :
Définition : Reste d’une série convergente.

Relations : S = R, =

) [Eemples]

1
i) Montrer que (Z ﬁ) diverge.

n>1

. 1
ii) Montrer que E ( converge et calculer sa somme.
n

= n+1)

Démonstration 1

(e) ’ Condition nécessaire de convergence ‘ :

Attention : erreur classique. Vrai ou faux (barrez la proposition qui est fausse+ contre-exemple)

(3" uy,) converge = lim wu, =0 ........ VRAI - FAUX
n—-+0o0
lim w, =0 = (> u,) converge ......... VRAI - FAUX
n—+00

On dit que (3" u,) diverge grossiérement si

Exemple : (> (—1)") diverge car

(f) ’Opération sur les séries‘ : Linéarité de la somme

x Soit A € C. Si (Z up) converge et (Z vp,) converge alors Z(un + Av,) converge.

Démonstration 2

1
n+1

1
Attention : Réciproque fausse! Contre-exemple : E - —
n
n=1
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* Soit A€ €, A #0. Si (Z uy,) diverge alors (Z Auy,) diverge.

* Si (Z Uy, ) converge et (Z vp,) diverge alors Z(un + v,,) diverge.
” Antipropriété” : Si (Z uy,) diverge et (Z vy,) diverge alors

(g) ‘ Séries complexes ‘ :

Siu, € C, [(O up) converge <= (> Re u,) converge et (> Im u,,) converge].

—+oo +oo +oo
Dans ce cas E Uy, = E Re u,, +1 E Im u,, donc
n=0 n=0 n=0

2. | SERIES A TERMES POSITIFS : Théorémes de comparaison | : [0][0][~]:

(a) ‘Lemme fondamental |: Si Vn € IN : u,, > 0, alors (S,), est croissante. (dém :

Conséquences : SiVn € IN : u, >0, x (D> u,) converge <= (S,,),, est majorée.

* si (D up) diverge alors lim S, = +oo.
n—-+oo

n
R . . 1
Exemple a connaitre : lim g - = , car
n—-4o0o 1 k

(b) ‘Régle de comparaison n°1 ‘ :

Si pour n > ng, on a 0 < u, < vy, alors [si (D> ) converge alors (D ) converge aussi]

(et sa contraposée

Démonstration 3

(c) ‘Absolue convergence et semi-convergence‘ :

Définition : (> u,) est absolument convergente si

Théoréme n°2 : Lien avec la convergence :

’si (> up) converge alors (D> uy,) converge‘

Démonstration /

Attention : Réciproque fausse! Contre-exemple :

1 11 11 1
b 2 b 2 ) 3 b 3 b 4 ) 4 )
Démonstration 5

u=(1,—-1 --+) Déterminer uay, , Uant1 , S2n+1(w), San(w), Sant1(|u]) et Sant1(Jul). Conclure.

Définition : (D> u,) est semi convergente si

Inégalité triangulaire pour les séries absolument convergentes :

—+o0 —+oo
E Un S E U,
n=0 n=0

cosn
3 ) converge.

Exemple : Montrer que Z(

(d) ‘Régle de comparaison n°2 ‘ :

Si * (uy ) est une suite complexe,
* (Up)n est une suite réelle positive a partir d’un certain rang
* Up = O(vp),

alors si [si (D> ) converge alors (> ) converge a ]

(et sa contraposée

Démonstration 6

Remarque : on a le méme théoréme si u,, = o(vy,) (en effet, u, = o(v,) =
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(e) ’Régle des équivalents‘ : (Un)n et (vn)n sont 2 suites réelles.

si w, ~ vy, et si v, >0 & partir d’un certain rang, alors (> u,) et (3 v,) sont de méme nature.

Démonstration 7
Remarque : On a le méme résultat avec des séries négatives (passer & —u,,). Donc pour I’étude d’une série, c’est
que son terme général soit ou non de

() ’Développement décimal (propre et impropre) ‘ : Revoir votre cours de MPSI.

3. |SERIES DE REFERENCE |

(a) ’Séries géométriques‘ :z€ C. (Z 2™) converge < |z| <

+oo +oo
n n
Dans ce cas, E 2" = et E Z" =
n=0 n=~k

in

Exemple : Montrer que (Z ) est absolument convergente et calculer sa somme.

22n

1
(b) ’Séries de Riemann‘ : (Z —) converge <>
n

Exemples :

1 1 1 1
(Zm): VG - (ZW): VG - (Zm): VG - (Zm): VG

FRACTIONS RATIONNELLES '

1. Décomposition en éléments simples sur C (X)

PX)

Soit | F'=
(X — al)sl e (X — an)S”

une fraction irréductible de € (X)

ol les a; sont 2 & 2 distincts, non racines de P(X) (la fraction a été simplifiée au maximum) et les s, des entiers
naturels non nuls.
Alors il existe un unique polynéme A et des uniques complexes a; ; tels que :

n 8 s
F = AX —d
( )+ZZ(X—OQ)]
1=1 j=1
2. Exemples :
Ecrire, sans effectuer les calculs, la décomposition en éléments simples des fractions suivantes :
1
F= =
@) F = - +9)
Xt +1
b) F = =
(b) (X=-3)(X-7(X+4)
(c) F = - =
(X =3)2(X -TB(X +4)
1
d) F= =
() (X—al)...(X—an)
P(X)
e) F=——"—""—=
( ) (X _ a:l)sl
X2 —5X 44
f) F= =
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. Décomposition en éléments simples sur IR (X)

Soit

P(X)

F:
(X —a)% . (X —an)( X2+ /1 X +y)0 o (X2 4 B X + )P

une fraction irréductible de IR (X) ot les «; sont 2 & 2 distincts et non racines de P(X) (la fraction a été simplifiée
au maximum), ol les couples (8;,7;) sont 2 & 2 distincts et vérifient : 52 — 47; < 0, les s; et les t; des entiers naturels

non nuls.

Alors il existe un unique polynéme A, des uniques réels a; ;, b; j, c;; tels que :

(a
(b

d

n S m t;
- a - bi ;X +c
F = AX)+ .J + 2% i,j
AP I VAR I Meceu s sy
- Exemples :
Ecrire, sans effectuer les calculs, la décomposition en éléments simples des fractions suivantes :
1
F= =
@) (X —3)2(X —7)3(X + 4)
X0 4+13
(b) F= —1)2(X2 2 3
X(X —-1)2(X2+3X+5)(X2+1)
X4
F = - = =
© (X2 4+ X +1)2
1
d F=——=
(d) T 1
. Vocabulaire :

) fraction irréductible :

) degré d’une fraction F :
(¢) pole d’ordre s de F' :
(d)

)

racine d’ordre s de F' :

(e) partie entiere de F :

. Méthode de calcul :

(a) Calcul de la partie entiere de

(b) Soit o un pdle simple de F' =

Donner la définition, pour une fraction rationnelle de IK(X) F = 27 de :
P .
ok
P P
@ (X =)@
aa—I—...aveca: et (H.P.) a =

Al F=A
ors on a —|—X

P P
c) Soit F'=— = avec b2 —4c < 0
(c) QR  (X24+bX +0)Q
Al FoapXtd t o' calculd
orson a F' = ——————— +...avec a et a’ calculés avec zy une
X2 40X +¢ 0
par la relation
Jisati ) o si X?+1 lors -
(d) Utilisation de la parité : Par exemple si F' = m, alors :
F = et I'on a les relations :
R o . X2 +3
(e) Utilisation du conjugué dans € (X) : Par exemple si F' = i 7 alors :
F= et l'on a les relations :
(f) Utilisation de 'infini : Par exemple si F = , alors

F =
(g) autres :

X2(X — 4)

et I'on a les relations :

. Utilisation de la décomposition en éléments simples :

Les utilisations sont principalement l'intégration des fractions rationnelles, le calcul de somme ou de séries (la
décomposition fait apparaitre des sommes télescopiques).
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PRIMITIVES DE FONCTIONS USUELLES '

1. Fractions rationnelles

x
On simplifie éventuellement par changement de variable. Exemple : / —o 4z, CdV :u=
J z

On décompose en ‘ éléments simples ‘

On a donc une combinaison linéaire de fonction du type :

1 1 ax + 3

x—a (x—a)m x2+ax+b

ax + f
(x2+ax+Db)n

polynéme, (A =a®—-4b <0),

(a) /xd—xa -
(b) / (xdxa)n _ / (@ — a)"dz = avec > 2

ar + 3 (25 4+ Ga)+ B - Sa a/ 2r +a / 1
AT g = de=2 [ 224 g 4
(C)/x2+ax+bx / 22 +ar+0b T3 22 +ar+0b Try :172+a:17+b$

(avec y =constante)

. / 2r 4+ a d
1. ———dzx =
22 +ar+b
.. 1 . . 9
ii. calcul de ——dx | Mise en forme canonique de x° +ax + b :
22 +axr+b —_—

22 _ a, A Ao | o YN
x —i—ax—i—bf(ac—l—z) 1 7<x+2) +c* avec ¢ = /= (car A <0)

1 1 1 r+ 5
D — dr=[| ———— dr = - arctan(—2
one /x2+ax+b v /(x+g)2+02 v Carcan( c )

© s 1
En particulier : /md:ﬂ =

a
a:+2

1
Conséquence : / %daz = %1n(az2 +ax +b) + 7 arctan(

axr + 0 « 2z +a 1
d ————dz=— | —————d ]
(d) /(x2+ax+b)" . 2/(:02+a:c+b)” $+7/(z2+az+b)" *

(avec n > 2 et y=constante)

)

!/
. o\ . 7 u
i. La premiere intégrale est de la forme / —
u

. N . . T+
ii. Pour la deuxiéme, on met sous forme canonique et on effectue le changement de variable t =

c
1 1 1
————dr = ———————dr=§ | ————dt avec § =cst.
/ (x2 4+ ax + b)" / (z+5)2+c2)m / (GERE
Puis on effectue le changement de variable ¢ = tan 6

1
(dt = (1+tan?6)df = (1 +t*)df et 1+ tan®6 = 2) : d’out
cos?6
1
/7dt = /C082n72 0df puis linéarisation.
(t2 + 1)n

2. / P(cos,sinf)df ou P est une fonction polynémiale de 2 variables.

it 4 o—if oi0 _ o—if
Méthode : On linéarise avec les formules d’Euler | cos = ——— | et |sinf = —
)

Ce qui donne une combinaison linéaire d’intégrales du type

/cos kOdo = %sin ko et /sin kOdo = _?1 cos k6.

Remarque : On peut parfois éviter la linéarisation (par exemple si
P(cosb,sinf) = Q(sind) cos§ = Q(u)u’ avec u = sin#,

Exemple : /cos7 6dh = /0056 0 cos 0df = /(1 — sin” 0)3 cos Adf = /(1 —t%)3dt avec t = sin 6.
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3. / R(cosf,sinf)df ot R est une fraction rationnelle de 2 variables.

10.

11.

On pose w(0) = R(cos 6, sin0)db avec les regles :

d(—0) = —df, d(0+ C) =dbf, d(C — 0) = —db.

Regle de Bioche :

Si w(—6) = w(#) alors on fait le changement de variable ¢ = cos 6.
Si w(m — 0) = w(6) alors on fait le changement de variable t = sin 6.
Si w(f + 7) = w(P) alors on fait le changement de variable ¢ = tan 6.

0
Sinon on fait le changement de variable ¢ = tan — (en dernier recours).

Remarque : Pour retenir si on pose ¢t = cosf ou t = sinf ou t = tan 6, on utilise les propriétés spécifiques a chacune
des trois fonctions (cos, sin et tan) :

t = cos(—0) = cos 8 ce qui est Faux pour les fonctions sin et tan "d’ot” ¢ = cos 6.

t = sin(m — 0) = sin @ ce qui est Faux pour les fonctions cos et tan 7d’olt” ¢ = sin 6.

t =tan(6 4+ 7) = tan f ce qui est Faux pour les fonctions cos et sin ”d’on” ¢t = tan6.

0
Rappel : Sit = tan 3 alors on a :

1—t2 2t 2t 2dt
cosf = ———, sinfl = ———, tanfl = ——, dd = ——
1-+t2 1+t2 1—t2 1+t2

1—t2 2t 2dt
1+t2714t2) 141¢2

/ R(tan 0)d0 — / i iable [ = tand]

/P(t)etdt ol P est un polynome.

: Fraction rationnelle ”pure”

Conséquence : /R(cos 0,sin6)dd = /R(

On effectue des Intégrations Par Parties en dérivant P(t).
e et + et et —et
R(cht,sht)dt : On peut remplacer cht et sht par leurs définitions : cht = — et sht = ————. On est alors

ramené au ?7-ieme paragraphe.

/ R(lnz)dx
On effectue le changement de variable (&= z=¢"

On en déduit que /R(ln x)dr = /R(t)etdt (Voir le 7?7 si R est un polynome).

/R Vaz +b)dx

t2—b
L’idée est de faire disparaitre la racine carrée en effectuant le changement de variable |t = vax + b | d’ou z =
a
2tdt
et doe = —.
a
L 2tdt . .
On en déduit que [ R(z,Vazx Vaz +b Vdx = : Fraction rationnelle ”pure”.
Jjar+b
cx+d

b b — dt"
L’idée est de faire disparaitre la racine carrée en effectuant le changement de variable |t = { ar j__ pi d'ouz = " .
cr ct™ —a
/ b b—di" d — be)nt™ !
On en déduit que /R(m7 pfozt Ydx = /R( ,1) (a en dt : Fraction rationnelle "pure”.
cx +d ™ —a (ct™ — a)?
/R(x, V1—22)dz

L’idée est de faire disparaitre la racine carrée en effectuant le changement de variable ‘ x =sint ‘ ou \ T = cost‘ d’ou

V1 — a2 =| cost | ouv/1— 22 =|sint | (les valeurs absolues seront supprimées avec le contexte et un choix des bornes
les plus rapprochées possibles).

On en déduit que /R(ac7 V1—22)de = /R(sint7 | cost |) costdt (avec t = sint).

On finit le calcul avec le ?7?-iéme ou le ?7-iéme paragraphe.

/ R(z,\/2? + 1)dz

L’idée est de faire disparaitre la racine carrée en effectuant le changement de variable d’ott Va2 +1 = cht
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12.

13.

14.

15.

(car ch®t — sh?t = 1).

On en déduit que /R(glc7 \/ﬁ)dx = /R(sht, cht)chtdt.
On finit le calcul avec le ??-iéme paragraphe.

/R(ac7 \/ﬁ)dx

Idem 11. avec d’ott V22 — 1 =| sht |.
On en déduit que /R(m, Vaz—1)dz = /R(Cht7 | sht |)shtdt.

On finit le calcul avec le ?7-iéme paragraphe.

/R —x2+ax+b)d

A
On effectue une mise en forme canonique : —z? + azx +b = —[(x — g)z - Z]

Un seul cas se présente : A > 0 (le cas A < 0 est treés simple :Pourquoi ?)

[A
Donc —z% 4+ ax +b = —|[(x — g)2 —c? avec ¢ = i (car A > 0), puis le changement de variable ¢ = qu1 donne

2
vV=rZ+ar+b=cV1—t2.
On en déduit que /R(:)s7 V—2?2+4ax+b)dr = /R(ct + g, eV 1 —t?)cdt.

On finit le calcul avec le ?7-iéme paragraphe.

/R x2+ax+b)da:

A

On effectue une mise en forme canonique : 2% + az + b = [(x + %)2 - Z}

Deux cas se présentent : A < 0 et A >0 (le cas A = 0 est trées simple :Pourquoi ?)

(a) A <0:Donc 2’4 ax+b=(z+ %)2 + % avec ¢ = \/? (car A < 0), puis le changement de variable ¢t = z —Z 2
qui donne Va2 + ax + b = ¢v/t2 + 1.
On en déduit que /R(x, \/myix = /R(ct - g, cﬁ)cdt.
On finit le calcul avec le ?7-iéme paragraphe.

(b) A >0:Donc 2* +ax+b=(z+ %)2 —c* avec ¢ = \/§ (car A > 0), puis le changement de variable ¢ = ’ —Z 2

qui donne vVz2 + ax + b = ¢v/t2 — 1.
On en déduit que /R(az, \/m)dl’ = /R(ct - g, C\/ﬁ)cdt.
On finit le calcul avec le ?7?-iéme paragraphe.

Remarques

(a) Pour le reste on procede avec réflexion habitude, observation et ”astuce”

(Exemple : /tan2 tdt = tant — t car tan®t = tan®¢ + 1 — 1).

(b) Penser toujours aux deux principaux outils : "IPP” et ?CDV”.

(c) Toutes ces techniques pour calculer les primitives sont élémentaires ( exemples : décomposition en
éléments simples - mise en forme canonique). Cependant les calculs sont un peu long et font apparaitre pas mal
de fractions, racines carrées. Les erreurs de calcul sont vite arrivées. Le seul remede est d’en faire un bon nombre
avec beaucoup de soin et de concentration.

(d) Enfin il existe des fonctions dont les primitives ne sont pas exprimables comme ”cocktail”de fonctions usuelles.

Exemple : x — eEQ, dites cependant pourquoi elle admet des primitives et donnez-en une : Fy(z) =
donner les toutes F'(z) =

FIN
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