MP DSn°4 : corrigé de ’exercice 1 26-27

Remarque : les valeurs numériques n’étaient pas demandées, on les mets pour se rendre compte
plus concretement des probabilités demandées.

Partie I — Probabilités conditionnelles

60 3 0 2 9 1
1. Par hypothése. P(A) = 22 — 2 P(B) = 2 _ 2 ot P(D/A) = - — —
ar hypothese, P(A) = 155 = =, (B) =100 = 5 ¢t P(D/A) = 155 = 50
5 1
Conclusion: |[P(A) = g , P(B) = 5 et P(D/A) = =

2. D’apreés la formule des probabilités composées,

P(AN D) = P(A)P(D/A).

Ainsi,

P(AND) = % (=0,012)

3. Les événements A et B forment un systéme complet d’événements.

D’apreés la formule des probabilités totales, P(D) = P(A)P(D/A) + P(B)P(D/B). Par

3 1 2 1
conséquent, P(D) = £ X5 + £ X 55 d’ott

Ainsi, 3,2 % des pieces produites sont défectueuses.

4. D’apres la formule de Bayes,

_ P(B)
P(B/D)=P(D/B) - PD)
Donc
P(B/D) = g (= 0.625)
5. On cherche P(A/D). Toujours avec Bayes ,

1 PA) 1 3/5
P(4/D)=(1-)- POD) I=55) 1= 4/125)
Conclusion:

— 147
P(A/D) = 912 (=0.607...) |

Partie II — Controéle de trois piéces
Les prélevements étant indépendants, les événements Dy, Do, D3 sont indépendants et ont tous

la méme probabilité p.

6. Par indépendance,

Donc

P(D, N Dy N D3) = p* (= 0,000032768.)




7.

Par indépendance,

Ainsi,

P(D, N DyN D3) = pg® (= 0,02998....)

L’événement « exactement une piéce est défectueuse » est la réunion disjointe des trois évé-

nements L L
DinNDyN Ds,

DN DyN Dy,
DN DyN Ds.

Ces trois événements ont la méme probabilité pg®. Par conséquent,

P (exactement une piéce défectueuse) = 3pg® (= 0,089954304.)

L’événement « au moins une piéce est défectueuse » est le complémentaire de 1’événement
Dl N D2 N D3. AiHSi,

P(au moins une piéce défectueuse) = 1 — ¢* (= 0,929607680).

Partie IIT — Etude d’une variable aléatoire

10.

11.

12.

13.

Le nombre X de piéces défectueuses parmi les trois piéces prélevées peut prendre les valeurs

X(Q) ={0,1,2,...,n}]

On calcule les probabilités de chacune des valeurs de X :

Vk € X(Q), (X = k) correspond a choisir k tirages qui seront défectueux : il y en a (Z), puis

n
par indépendance des tirages on obtient | P(X = k) = ( k) p"q" % | (p est la proba du succeés).

Conclusion: | X ~ #A(n,p)

On a immédiatement :

—1
P(X<2)=P(X =0)+P(X = 1) + P(X = 2) = ¢" + npg" + —n<"2 )22,

La question demande la probabilité que toutes les piéces soient défectueuses sachant qu’au

moins une piéce est défectueuse.

P(X=n)nNn(X>1
On cherche donc P(X =n/X > 1) = (« P(;L() > (1) ) Or(X=n)C(X>1),
donc
P(X =n) p" p"

P X=n/X2>1)= = =

(X =n/ )= PX>1) TP —0) 1-g
Conclusion: |la probabilité vaut donc 7 P

— qn

Lorsque n tend vers 'infini, p” tend vers 0 et 1 — ¢" tend vers 1. Ainsi, méme si ’on sait qu’au
moins une piéce est défectueuse, il est extrémement improbable que les n piéces le soient toutes

lorsque n est grand.



Partie IV — Un second contréle

On note C I'événement « le controle signale une piéce comme défectueuse ».

14.

15.

16.

17.

Le dispositif détecte une piéce défectueuse avec une probabilité de 95 %. Il signale a tort une

piéce non défectueuse dans 3% des cas. Ainsi,

19 — 3

P(C/D)= 3.  P(C/D) =1

Les événements D et D forment un systéme complet d’événements. Par la formule des proba-
bilités totales,
P(C)=P(D)P(C/D) +P(D)P(C/D).

Dron 419 4 3
P =——+4+(1-—)—
() 2520 + 125) 100
Ainsi,
743
P = —— (=0.59%4....
() 12500 (=0.594....)

On cherche P¢(D). D’aprés la formule de Bayes,

_ P(D)
P(D/C)=P(C/D) - m
Conclusion:
380
Po(D)= — = 114.
(D) =753 =05

Remarque : La probabilité qu'une piéce signalée comme défectueuse le soit réellement est

donc d’environ 51,1 %.

Avant le controle, la probabilité qu’une piéce soit défectueuse est
P(D) = 0,032 = 3,2 %.
Aprés un signalement positif, cette probabilité devient
P(D/C) ~ 51,1 %.

Le controle multiplie par 16 la probabilité que la piéce soit réellement défectueuse. Mais
P(D/C) est loin des 95 % : bien que le dispositif détecte 95 % des piéces défectueuses, celles-
ci sont rares (3,2 % de la production), alors que les fausses alertes s’appliquent a la grande
masse des piéces saines (96,8 %). Prés de la moitié des piéces signalées sont donc de fausses

alertes : c’est l'illustration classique du paradoxe du faible taux de base.
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MP  Ds n°4* : corrigé (Mines Math I MP 2018)

A. Préliminaires

1) On a F(X) = zn:kP(X =k) :mz:k‘P(X =k)+ zn:kP(X = k) donc

m—1 n

EX) <Y (m-1D)P(X =k + Y nP(X =k) < (m— 1)§:P(X — k) + i:np(x — k)

o

=m

k=1
Or on a Z P(X =k)=P(X >m). Conclusion: | E(X) <m—1+nP(X > m)
k=m

Remarque : Les majorations ci-dessus sont valables si m = 1.
2) On trace la fonction z — Inz sur [1, +oo[ qui est continue, croissante et positive sur [1, +00.
La formule demandée est vrai si n =1 (on a méme 1'égalité).

Soit n > 2, on a :

k
Vk > 2 ,Vt €lk— 1,k : Int < Ilnk que 'on intégre de k — 1 a k : / Intdt < Ink puis on
k-1

n k n n n
sommedeZan:Z/ lntdtéZlnk‘soit/ 1ntdt<21nk(carln1:0).
k=2 / k-1 k=2 ! k=1

n

Comme/ Intdt = [tlnt—t] =nlnn—n—+1, Conclusion:|Vn>1:nlnn—n+1< Zlnk
1 k=1

1
En:lnk

On en déduit que e Inn —n+1 < ek=1 =nl.
n _ _ , ny\"

Or (=) =" Inn —n <el Inn—mn+1 <n!  Conclusion: [Vn > 1 : <—) < nl
€ e

B. Le lemme se sous-additivité de Fekete
3) Faire un dessin sur une droite horizontale de la situation des éléments présentés.

Comme u est bornée, U,, est un ensemble borné et comme u,, € U, U,, est non vide,

Conclusion: | (u,,) et (u,) sont bien définies

Vn > 1: Uy C U, donc u, majore Uy, et u, minore U, 11, on a alors : U, < Uy et u, ; > u,.
En conséquence, la suite (u,,) est croissante et la suite (%, ) est décroissante.

Comme ces deux suites sont bornées (par les bornes de (u,,)), par le théoréme de limite monotone

on a : Conclusion: | (u,) et (u,) sont monotones et convergentes

4) e On a vu au 3) que la suite (u,) est décroissante.

1



Comme , pour tout n > 1, u,, € U,, v, < u, donc u > u

Soit v telle que v soit décroissante et telle que v < v, montrons que u < v.

Soit n > 1 et soit k > n, u, < v < v, car v est décroissante. v,, est donc un majorant de U,,, donc

u, < v, et donc u < v. Conclusion: | @ est la plus petite suite décroissante et plus grande que u

e De la méme maniére, la suite u est décroissante.

Comme , pour tout n > 1, u,, € U,, u,, < u, donc u < u

Soit v telle que v soit croissante et telle que v < u, montrons que v < u.

Soit n > 1 et soit k > n, up > vp > v, car v est croissante. v, est donc un minorant de U,,, donc
v, < u, et donc v X w. Conclusion: | u est la plus grande suite croissante et plus petite que u
5) Soit n > 1 et soit k > n, u, < vx < U, car U, est un majorant de V,,. v,, est donc un majorant

de U,, donc u, < v,. Comme ces deux suites sont convergentes, on a

Conclusion: | lim w, < lim 7,
n—-+o0o n—-+o00o

6) | =>| | Supposons que T et u soient adjacentes. Comme pour tout entier n > 1, u, < u, <,

,grace au théoréme d’encadrement : u converge et sa limite est égale a celle de u et w.

<] | Supposons que u converge. Soit ¢ > 0, il existe N > 1 tel que Vk > N |u,, — | < € (avec

¢ limite de u). Onadonc Vk > N , { —e <up < {+¢e,doupour tout n > N : U, C[{ —e,l+¢]et
donc ¢ —e < u, < u, <u, <{+c. On en déduit que les suites u et u convergent vers /.

Conclusion:

|ﬂ et u sont adjacentes si et seulement si u converge et dans ce cas les trois suites ont la méme limite

TYOna:m=nqg+r=n(qg—1)+n+retcomme0<r<n,l<n<r+netcommem > 2n,
m—2n=(q—2)n+r>=0dou(¢—2)n>—r>—n,soit g —2 > —1 (car n > 0) et donc ¢ > 1.

On adonc m=ng+r=n(qg—1)+n+r avec n(¢g—1) >0 et n+r > 0. On peut appliquer la
sous-additivité : wy, = Up(g—1)4ntr < Un(g—1) T Untr-

Enfin par récurrence sur ¢, on a 1) < (¢ — 1)u, : en effet c’est vraie pour ¢ = 2 et si c’est

vraie pour q = 2, Un(q) < Un(g—1) + Un < (¢ — Dty +up = (¢ +1 = 1)u,



Conclusion: | u,, < (¢ — Dy, + tpiy

1 - 1 Up4-r
Multiplions par —, on a donc — < (q Jtin 4 24T
m’ m

m m
u max(ty, . . . , Ugp—
Tout d’abord, comme on an <n+r<n+n—1=2n—1ona —— < (ttn, n 1).
m m
) -1 m-n-—r lng—n—m+n—r
Ensuite d — _ - =0
m nm m n
, u m-—n—r u, max(t,,...,Us_
Conclusion: | —  ——8M8 - = 4 (ttn, 2n-1)
m m n m
8) On prend n = 1 et pour tout m > 2, on a :
Uy _m—1—0 wu;  max(u) U U, ]
-< —<—— — 4 —=«K1- + — = 2u;. Conclusion: (—) , est bornée
m m 1 m 11 melN
m—n—r u, max(ly,...,Us,_
Soit n > 1 fixé et soit m quelconque tel que m > 2n. Posons v,, = N (tun, 1)
m n m

u
On a Vm > 2n : — < v,,. La démonstration du 5) reste valable si 'on n’a I'inégalité qu’a partir
m

, . Um, , . - Unp, PUREEN
d'un certain rang et comme (— ., est bornée et que lim w,, = 1- — + 0 par théorémes
m / melN m—+00 n

généraux et car max(uy,, ..., Us,_1) est indépendant de m, on peut conclure avec le 5) :

. . - Um Unp
Conclusion: | Pour tout entier n > 1: lim — < —
m—-+oo M n

-— U (% .
9) Posons z,, = lim — et y, = —. La suite x est constante donc convergente vers sa valeur.
m—+o0 M n

D’autre part, on a x < y et la suite x est croissante, avec le 4) on a donc x < y et comme x

Um, Up, . R -— Um . Up, .
converge vers lim —— et y vers lim — , on a ensuite grace au 5) : lim — < lim — , puis

m—+o0o M, n—4oo N m—+00 1N n—too 1

. . . — . . —_ . un I um
enfin il est clair que pour tout suite z, z, < Z, et limz, <limz, donc lim — < lim —.
n—+oo T m—+00 M

u
Gréace au 6) on a : Conclusion: | La suite (—n) converge dans IR

nelN”

10) e Si Vi € [1,n] X;(w) < z alors Y, (w) < "™ On a donc ﬂ(XZ <z) C (Y, <z dou

n ;
=1

i
PN

(X; < :E)) < P (Yn < x) Comme les variables X; sont indépendantes et de méme loi,

D= -

~
Il
—

(X, <:(:> HPX <) ﬁP(X1<:c):1”:1.
i=1

On en déduit que 1 < P(Yn < :z:) < 1. Conclusion: P(Yn < x) =1

e SiVie [1,n] X;(w) > x alors Y, (w) > " On a done f](XZ >x) C (Y, >x) dou
n

i=1

P( (](XZ ) P( ) Comme les variables X; sont indépendantes et de méme loi,



Conclusion: P((Yn > x)) >0

1 m-+n
11) e Soit w € ({Ym > x} N {— Z X, > :L“}), on a alors
n
k=m+1
Vo) = —— 3 X4) = (¥t 3 X)) >~ ) = 0, d
m4n\W) = W) = myy, = - 5
- m-+n r m—+n K m+nmx e . one
k=1 k=m+1
1 m—4+n
Yian(w) =2 x.  Conclusion: ({Ym > x} N {— Z X, > :L“}) CA{Ygn =}
n k=m+1
m-+n
e Par le lemme des coalitions, Y,, et — Z X sont indépendantes donc
k=m-+1

Pz b n 2 Y %z a)) = P(tuza) P(E Y Xz i) < P(Yow > o)
k=m-+1 k=m+1

1 m-+n 1 n
Or P(— Z X, = :c) = P(— ZXk > :c) car les X; suivent la méme loi (rigoureusement on
Oy S— 4

m+n n
. 1 . . .
montrerait que . k E . Xy et - kg 1 X, ont méme loi et en utilisant P(X; = a) = P(X; =a) ).
=m =

Conclusion: P(Ym+n > x) > P(Ym > x)P(Yn > x)

12) Soit z € IR.

Premier cas : P(X; > x) = 0, dans ce cas, P(X; < z) = 1 et donc avec le 10), pour tout entier

3=

n>1:P(Y, <z)=1,donc P(Y, > x)=0. Conclusion: ((P(Yn > 1)) converge vers 0

)nelN*

Deuxiéme cas: P(X; > x) > 0, dans ce cas, avec le 10), pour tout entier n > 1: P(Y,, > z) > 0.

On peut donc poser u, = —In(P(Y,, > x)) pour tout entier n > 1. De 'inégalité de la question
précédente, on en déduit que pour tous m,n dans IN* : wu,,,,, < u,, + u,. Enfin par définition d’une
probabilité, u,, > 0 pour tout n dans IN*.

u
On applique le 9) : la suite (—) converge vers un réel £. On en déduit par critére séquentiel que
Up ", .
(e n ) converge vers un réel e/. Ore n = ————

P(Y, >x)n»

converge vers e

1

Conclusion: ((P(Yn > x))n ¢

)nelN*

13) Amorce :
Si s = 1 alors il n’y a qu'une seule pile qui contient de bas en haut (a1, as,...,a,). Soit un jeton
a; = z, la suite & un élément b = (a;) est bien :

e décroissante de longueur s =1 ,



e le jeton n°1 de valeur by = a; = z est dans 'unique pile n°1 ,

e b =a; =z

(Pas obligatoire, mais utile pour comprendre rapidement ce qui se passe :

Si s =2 alors il y a deux piles qui contiennent (aq,as, ..., a,).

Soit un jeton a; = z de la deuxiéme pile. Si on a posé ce j-iéme jeton sur la deuxiéme pile, c’est
qu’il y avait sur le sommet de la premiére pile, a ce moment la, un élément a;, avec k < j et a; < ay.

Posons b = (ay, a;j) c’est bien une suite décroissante de longueur 2, pour ¢ = 1 le jeton de valeur
by = ai, est dans la pile 1 , pour ¢ = 2 le jeton de valeur by, = a; est dans la pile 2 et by = 2. )

Hérédité

Supposons le résultat vraie pour s et soit une répartition des jetons qui donne s + 1 piles. Soit
un jeton de la s + 1-iéme pile de valeur z = a;. Comme pour s = 2, si on a posé ce j-iéme jeton sur
cette s + 1-iéme pile, c’est qu’il y avait sur le sommet de la s-iéme pile, a ce moment 1a, un élément
2 =ay avec k < j et a; < ay.

On applique pour 2’ I'hypothése de récurrence :

il existe une liste b = (b1, ..., bs) décroissante de longueur s, pour tout 7 € {1,...,s} le jeton n°
de valeur b; est dans la i-iéme pile et b, = 2/

La suite b’ = (by, ..., by, 2) posséde alors toutes les propriétés demandées car k < j = a; < a;,

et bgy1 = z.  Conclusion: | On a le résultat demandé pour tout s € IN*

14) On range donc les pg+ 1 éléments de la suite a selon le procédé de 1'énoncé. Soit s le nombre
de piles que cela a crée.

Premier cas: s > ¢+ 1

Dans ce cas avec le 13), il existe une suite b = (by,...,b,) extraite de la liste a et décroissante.
La liste b = (b1, ..., bs41) est extraite de la liste a , elle est décroissante et de longueur ¢ + 1.

Deuxiéme cas : s < ¢

Dans ce cas , montrons qu’il y a au moins une pile qui contient au moins p 4+ 1 éléments. Si les s



piles avaient toutes un nombre inférieur ou égal a p alors les s piles auraient un nombre inférieur ou

égal & ps < pqg < pq+ 1 : absurde. Il existe une pile qui contient au moins p + 1 éléments. Notons

(@iy, @iy, .oy, - . a5,) cette pile.
On a alors (a;,,a,,...,a;,,) qui est extraite de la liste a , elle est strictement croissante et de
longueur p + 1. Conclusion:

La liste a admet au moins une liste extraite croissante de longueur p + 1 ou une liste

extraite décroissante de longueur g + 1.

Remarque : le principe du deuxiéme cas s’appelle le principe des tiroirs : s’il y a 5 tiroirs et 6
chapeaux a ranger, il y aura au moins un tiroir qui recevra deux chapeaux.
15) Soit i € {1,2,...,n}, siw € (A =1i) N (Ay = i), alors B(w)(1) = B(w)(2) = i : impossible

car B(w) est une bijection. Donc (A; =) N (Ay =1i) =0 et P((A1 =) N(Ay = z)) =0.

Or P(A; =1) = Z P(Ay=i/B=o0)-P(B=o0) (cest la F.P.T.), donc P(A; =1i) = Z %%
oESy o€Sn ’

dott P(A) = i) = P(Ay = i) — % £,

On ne peut donc avoir P(A; =1i) - P(Ay =1) = P((Al =1)N(Ay = Z))

Conclusion: |A1, ..., A, ne sont pas mutuellement indépendantes|

16) Erreur d’énoncé : il faut que la liste s soit strictement croissante (par exemple si k = 3 et

1
s=(1,1,1) alors P(A%) =1# 6 ).
Soient donc k € {1,...,n} et s = (s1,...,8%) telle que 51 < -+ < 8.
Posons S, s 'ensemble des permutations o € S,,, telle que o(sy) < --- < o(sy) .

Montrons que A* = (B € §,.5) :

we A® <= B(w)(s1) < B(w)(s2) <---B(w)(sy) <= Bw) € S, s <= we (BeS,,)

. . o S
Puisque B suit une loi uniforme, on a :P(A°) = P(B € S, 5) = ||S—ns||
n
1 2 0. Sl DRI 82 e Sk DR n
g =
0-(1) 0—(2) A 0(51) A 0—(32) S O'(Sk) ... U(n)
Pour déterminer une permutation de S, s, on commence par choisir les k£ images de sy,..., s :
s, ..., 8. Cela revient donc a choisir une suite strictement croissante 1 < s < ... < s, < n. Ce



n
nombre de possibilités est < k) Il reste ensuite n — k éléments (ce sont les éléments de I'ensemble :
{1,...,n} —{s),...,s,.}) a placer sur la deuxiéme ligne de o : il y a donc (n — k)! possibilités de

les placer.

_ |Snsl _ (Z)(n_k)' _ l
|Syl n! k!

n

k

On en déduit que |S,, 5| = ( )(n — k)!' Conclusion: P(A%)

17) e Posons C,, I'ensemble des permutations o € S, telle que la plus longue liste croissante
extraite de (o(1),...,0(n)) soit de longueur /.

Posons D,, , I'ensemble des permutations o € S, telle que la plus longue liste décroissante extraite
de (o(1),...,0(n)) soit de longueur /.

Montrons que C,, ¢ et D,, , ont méme cardinaux. Pour cela considérons ’application ® de .5,, dans
Sy qui & une permutation o associe la permutation ¢’ définie par o'(k) = n+ 1 — o(k). Il est clair
que pour tout k € {1,...,n} ,n+1—o0o(k) € {1,...,n} et que si ®(o1) = P(03) alors oy = g9. On
en déduit que @ est injective et comme S,, est de cardinal fini, ® est bijective.

Enfin si 0 € S,, et 0 posséde une liste croissante extraite de (o(1),...,0(n)) de longueur ¢, alors
O(0) € S, et ®(o) posséde une liste décroissante extraite de (o(1),...,0(n)) de longueur ¢. On
déduit que ©(C,,¢) = D, et donc que C,, ¢ et D, , ont méme cardinaux.

_ Cudd _ [Pl _

On a donc P(B € C,y) = oy o P(B € D,y) .

D’autre part , par double inclusion, on a : (C,, =) = (B € Cpy) et (D,, ={) = (B € D).

Conclusion: |V¢ € {1,...,n} : P(C, ={) = P(D,, = () et donc C,, et D,, ont méme loi

e llexiste un entierp > 1 tel que p? +1<n< (p+1)?*+1 (p=[vn—1]).
On appliquant le 14) a la suite formée par les p* + 1 premiers éléments, on a C,, > p + 1 ou
D, >2p+1.0Onadonc C,+ D, > p+1+1 (puisque I'une des deux valeurs est supérieure a p + 1

et l'autre est supérieure a 1), ce qui donne E(C,, + D,,) = E(C,) + E(D,) > p+2

p+22—n_ (p+1)?>+14+2(p+1)—n
=

p+2++/n p+2+/n

E(

D’une part p+2 — /n =

>0 dotp+23>/n

D’autre part C, et D,, ont la méme loi, donc E(C),)

= E(D,).
On a donc 2E(C,) = p+2 > /n.  Conclusion: | E(C,,) > \/7%




18) Ona (C, > k) C U A® out T est 'ensemble des suites strictement croissantes de {1,...,n}
seT

et de longueur k

Appliquons l'inégalité de Boole : P(C,, > k) < P( U AS) ZP( ) % et comme

seT seT seT

IT| = (Z) on a l'inégalité demandée. ~ Conclusion: | P(C,, > k) < (kin)

19) e Posons i = |—aey/n], onai < —aey/n <i+1donc —i — 1 < aey/n < —i. Posons k = —i,

on a donc k — 1 < aey/n < k et comme aey/n > 1, —aey/n < 1 et donc i < —2

Conclusion: |k — 1 < aey/n < k avec k € IN

e On a (C, > aey/n) C (C, >k—1)=(C, > k) car C, est a valeurs entiéres.
() n(n—l)'--(n—k‘—l—l) n® NAY: ey/n\ 2k
On a donc P(C,, > aey/n) < D < PE <n ((E) ) = (T)

2k 1\ 20e/n 1
On en déduit donc que P(C,, > aey/n) < ( ) < (—) car 2k > 2cey/n et — < 1.
a a

2aen/n
Conclusion: | P(C,, > aey/n) < (_>
a

20) e Utilisons le 1) avec le k du 19) aveca =14+ — > 1: E(C,) < k—1+4+nP(X > k).

nl/4
2ae/n
On a vu au 19) que P(X > k) = P(C,, > aey/n) < (—) et k—1 < aey/n.
a

On a donc E(Ch) \ae\/_ \/_< )QGGI (1+ )e—{—\/_( )2(1+ 11/4)\/5
Vi SV i .

nl/a
1
1 20+ —=)\V/n
Posons ¢, = \/ﬁ(—l) nl/4
1+ Y
1 1 1
1 : L
Or 2(1+ m)\/_ln( 1/4) A donc par croissance comparée, nl_l}I_iI_loo In(e,) = —o0 et donc

lim &, =0. Conclusion: |Vn € IN* :
n—-+o00o

E(Cy) _ 1 .
- <(1+ 1—/4)6 + &, avec nl_l)gl_loo en =0
E(Cy)

Jn

) est donc bornée.

e On en déduit que Vn € IN* : 0 <
E(C)
vn

1
Enfin lim ((1 + —=)e+ En) =e.

n—-+00 1/4

< 2e + M out M est un majorant de la suite (&,) qui

converge vers (. La suite (

— E(C,) . E
On conclut avec le 5) et 6).  Conclusion: | lim (Cn) existe et lim (Cn)

m——+00 \/ﬁ m—r—+00 \/7_’1,

FIN

<e






