FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES : CALCUL DIFFERENTIEL (avec réponses)'

CONSEIL POUR REUSSIR LA DIGESTION DE CE CHAPITRE : REVOIR TOUTES LES
DEFINITIONS DU CHAPITRE , SURTOUT NORMES ET CONTINUITE.

e Dans ce chapitre, sauf mention du contraire, f désignera toujours une fonction d’un ouvert U

d’un espace vectoriel quelconque E de dimension p vers un espace vectoriel ' de dimension n

sur . Tres souvent E sera égal a IRP et n ou p seront égauz o 2 ou 3.

On comprendra la plupart des résultats de ce chapitre si et seulement si, on le comprend dans le cas le cas le plus

simple : [p=2etn=1]|

e D’autre part lorsqu’une base b = (e1,...,e,) de E est fixée, pour un vecteur  de E de coordonnées (x1,...,xp)

dans cette base, on identifie f(x (Z T el) = f(z1,...,2p).

Autrement dit on identifie f de E dans F avec f;, de IK? dans F' définie par f, : (z1,...,2p) —> f(z Xi€;).

Cette identification justifie le terme : "plusieurs variables"

Exemples :

o f:IRy[X] — IRy[X] sera identifié a f : R® — IR;[X] a l'aide de la base b = (1, X, X?).
P— P (z,y,2) — y + 22X

o f: My(IR) — IR sera identifié & f : R* — IR a laide de la base b = (E1 1, Ev 2, Ea1, E22).
Ar—detA (x,y,2,t) — xt — yz

A) APPLICATIONS DIFFERENTIABLES - DERIVEE SELON UN VECTEUR I

1°) Application différentiable
Définition 1

Soit f: U — F ou U est un ouvert de F, un IR-espace vectoriel de dimension finie.

Soit @ € U. On dit que f est différentiable en « s’il existe une application linéaire v € L(E, F) telle que :

fla+ ﬁ)) = f(a) + u(ﬁ) + o(ﬁ) pour W qui tend vers T dans E

Remarque 0 : Pourquoi mets on une fléche sur ki et pas sur a? a est "vu" comme un point et A comme un vecteur.
Remarque 1 : On montre facilement que cette définition est indépendante des normes choisies sur F et sur F
car ils sont de dimension finie et donc que les normes sont toutes 2 & 2 équivalentes.

Remarque 2 : u est continue car linéaire et E de dimension finie.
- . = , -
Remarque 3 : (rappel EVN) o(h) = [|h|le(h) avec lim e(h)=0p.
h —>OE
On peut donc aussi noter f(a + ) = f(a) + ( )+ o(|l It -
ﬁ
+ h

_)
Remarque 4 : La relation f(a+ h) = f(a) + (_>) + o(h) est appelé DL (développement limité) de f en a a

lordre 1.
o - - -
Remarque 5 : U étant ouvert, il existe un réel r > 0 tel que pour tout h de E, |h|| <r= a+ h €U.
—
%
1 : Soit u et v deux applications linéaires telles que pour h qui tend vers 0,
— — - - — - - -
fla+ h) = fla)+u(h)+o(h)= fla)+v(h)+o(h)donc (u—v)(h)=0(h)=| hHE( ). Soit 7 € E, fixé
quelconque et soit t > 0, pour & = t7, on a: (u—v)(tT) = [[t7|e(tT) = t| (¢t T) don (u —v)(T) = | F|e(tT) or
hm e(t@) =0 car lim 6(7) = 0 donc }il%(u —0)(Z) = 0 soit (u—v)(Z) =0 clest-a-dire u(Z) = v(7’) et donc u = v.
—

h —0




Définition 2 : u s’appelle ’1a différentielle de f en a.‘ u est aussi appelée application linéaire tangente.

Elle est notée | df(a) |ou f/(a) ou df,.

W) +o(h

On a donc fla+ 1) =f@) + df(@)(B)+o(h) et df(a) € L(E,F)

Rappel (équa. diff.) : On note parfois df(a)(ﬁ) = df(a)- 7= df(a)ﬁ> .

Cas ou F = IR : Toute fonction linéaire u de IR dans F est de la forme u : t — tb avec b € F et la relation
fla+h) = f(a) +u(h) + o(h) devient f(a+ h) = f(a) + hb+ o(|h|) et o(|h]) = o(h) d’ou f(a+ h) = f(a) + hb+ o(h) ce

qui équivaut a la dérivabilité de f en a avec b = f'(a).

R— F
On a donc ’ f'(a) = df(a)(1) aussi note df(a) - 1‘ et df(a):
t—tf'(a)
2°) Exemples
. . . . 2 IR2 — R
a) Déterminer la différentielle en tout point a = («, ) de IR” de f :
(z,y) — zy

Réponse : Soit a = (, 8) € IR? et W= (z,y) € IR?, on cherche a "éclater" f(a + ﬁ) en 3 termes :
f(a) , un "morceau" linéaire et un petit o : f(a + ﬁ)) = (a+u)(B+v) =[af] + [ay + Bx] + [zy].
)
[loo)-

Posons u : (z,y) — ay+fz et o(x,y) = xy. On a clairement v linéaire de IR? dans IR. Montrons que ¢(z,y) = of
— — —
ott h = (z,y). Prenons la norme infinie canonique de IR?, ||(, y)|leo = max(|z|, |y|), donc : |p(z,y)| < || |2, = o(|| k

Conclusion: ’f est différentiable en a = (o, 8) et df(a) : (x,y) — fx + ay‘
M, (R) — M, (IR)

M — M3
Réponse : Soit A € M, (R) et H € M,,(IR), on cherche a "éclater" f(A+ H) en 3 termes : f(H) , un "morceaun"

linéaire et un petit o : f(A+H) = (A+H)* = AAA+ AAH+ AHA+ HAA+ AHH + HAH + HHA+ HHH attention :
A et H ne commutent pas! Donc f(A+ H) = [A%] + [A2H + AHA + HA?| + [AH? + HAH + H?A + H3].
Posons u: H — A’H + AHA + HA? et o(H) = AH?> + HAH + H*A + H3.

b) Déterminer la différentielle en tout point A de M,,(IR) de f :

On montre facilement que u est linéaire de M,,(IR) dans M, (IR). Montrons que ¢(H) = o(H).
Prenons une norme d’algebre quelconque de M, (R), |¢(H)| < 3[|A||[|[H||* + |H||* = O(|H||*) = o(H).
Conclusion: ’ f est différentiable en A et df(A): H — A2H + AHA + HA? ‘

3°) Dérivée selon un vecteur

— —
L’idée pour étudier f de U dans F en a est de s’approcher de a selon une direction h € E, h # 0. On paramétre
R— F

_>
t — fla+th)
On se raméne donc a I'étude d’une fonction d’une seule variable, notion que I'on maitrise beaucoup mieux

_>
la droite passant par a et de direction h et on considére ¢ :

(dérivation, DL, intégration...)

= = =
Lemme : |Va € U, VYh € E, h #0, Ir > 0 tel que Vit e [-rr] : a+th eU.

2 : On munit F d’une norme ||. Comme U est ouvert, il existe ro > 0 tel que Bp(a,79) CU. On a :

||a—|—tﬁ>—a|| =|t| | n ||, donc pour r = Tjo, ona:Vte |[—rr:t | n I|< 7o d’oua—i—tﬁ> € Br(a,m9) C U.

» [l
Définition :
. .= —
Soient f de U dans F et a € U. Soit h € E, h # 0.
. . - . [_Tv T] — F .
On dit que f est dérivable en a selon h si ¢ : _, est dérivable en t = 0.

t — fla+th)

¢'(0) s’appelle alors la dérivée de f en a selon 7. On la note D+ f(a) | On a donc : | D3 f(a) = lim




. . . . C—C
Exemples : a) Déterminer la dérivée selon ¢ en tout point a de € de f :

z — e
Réponse : o(t) = f(a + ti) = e* T qui est de classe C™ sur IR et ¢/ (t) = ie®* . Donc ¢’ (0) = ie®.
Conclusion: | D, f(a) = e% |
- | | M (IR) — My (IR)
b) Déterminer la dérivée selon E; ; en tout point A de M, (IR) de f :
A s A2
Réponse . gO(t) = f(A =+ lLEi_’j) = (A =+ tE,‘,yj)Q = A2 -+ tAEZ‘J‘ + tE,‘,vjA + t2E727J DOIlC (,0/(0) = AELJ‘ —+ E’L,jA-

Conclusion: ’DEi‘jf(A) =AFE;; + E; jA|

- , . ) R*— R
¢) Déterminer la dérivée selon (0,1) en tout point a = (z,y) de IR* de f :
(z,y) — 3zy? + 27 + sin(zy)

Que constatez - vous ?
Réponse :

On peut dériver f

f((z
f((zy) +

,y)+1(0,1) ) et évaluer en 0, faire un DL de f( (z,y)+%(0,1) ) a l'ordre 1 ou bien "carrément"
t0,1) ) — f(z,y)  3a(y+t)* +sin(z(y + t)) — 3zy® — sin(zy)

avec la définition :

t t
~ 3ay® + 6xyt + o(t) + sin(zy + at)) — 3xy? —sin(xy)  6xyt 4 o(t) 4 sin(zy) cos(xt) + cos(zy) sin(wt) — sin(zy)
t—0 t t—0 t
6yt + o(t) + sin(zy)(1 + o(t) 4 cos(zy)(xt + o(t)) —sin(zy) 6yt + cos(xy)xt 4 o(t))
=0 t t—0 t

0
o 6y + cos(zy)x + o(1)) - 6xy + cos(xy)x, c’est exactement la dérivée partielle bien connue : a—f(m, Y).
—0 Y

Soit f: U — F, a € U, U un ouvert de E.

Proposition : | Si f est différentiable en a alors :

%
i) f est continue en a et ii) f est dérivable selon tout vecteur h et |D-f(a) = df(a)(

Démonstration 8 :

) fla+ ) = fla) + df(a)(H) + of
dimension finie). On a donc f continue en a.

i) Soit g € B, ho # 0. f(a+ the) = f(a) + df(a)(tho) + o([|tholl) = f(a) + tdf(a) (o) + [tholle(tho) =

= f(a)+ tdf(a)(f;))) + |t|Hh0||5(tf70>) et donc pour tout ¢ # 0,

7) —— f(a) + df(a)(0) + 0 = f(a) (car df(a) est continue car linéaire en

h —0

ona: fla+ th;)) — f(a) _ df(a)(f;)))+|7;f‘\\f7()>||e(tf70>) " df(a)(l?é)—i—() = df(a)(fjg). Conséquence : D}Tgf(a) = df(a)(l?é).
R*> — R

2
Réciproque Fausse : Soit f: ¢ (z,y) — Y sig # 0
x

(0,9) — 0
Montrer que f est dérivable selon toutes les directions en (0,0), que f n’est pas continue en (0,0) et donc non

différentiable en (0, 0).

Soit h = (e, §) € IR?, étudions pour ¢ € [~1,1] — {0} : 10,0 +th) = f(0,0) _ f(ta,tﬁ).

t
Premier cas : o = 0, on a alors 1((0.0) + th) —/(0,0) =0 o 0
—
_ 2

Deuxiéme cas : «a # 0, on a alors F((0,0) +th) — £0.0) _ (t8)* 5

t _ txta t—>0 «
Conclusion: ’ f est dérivable selon toutes les directions en (0, 0) ‘

1 1
= (0,0) n—>—+>c>o (0,0) et f(un) =0 'IL—>_+>OO 0. et Un = (ﬁ’ ﬁ) n—>_+>oo (070) et f(vn) =1 n—>—+>oo 1 7é 0.

Conclusion: ’ f n’est pas continue en (0,0) et donc non différentiable en (0, 0) ‘
Définition : On appelle ligne de niveau de la fonction f tout ensemble de la forme ’ Xy ={M € U tel que f(M) =k} ‘

ot k € IR. Tracer X pour k =0,1,2,—1/2 de 'exemple ci-dessus.

4°) Dérivées partielles




Soit B = (e1,...,ep) une base de E. On appelle j-éme dérivée partielle de f en a selon B, la dérivée de f en a

selon le vecteur e;.

of
6xj

On la note | =~ (a) ou D; f(a) |ou == (a) ou fi(a). On a donc | =—(a) = lim

dj

Exemples Si f: R — F, B, la base canonique de IR et a = (o, 8,7) € R”.
Alors 8—f(a) — lim fla, B,y +1) — fla, B,7) .

0z t—0 t
#
. i of
Exemple : Soit f définie de M,,(IR) dans IR par f(M) = det M. Calculer 35 (M).
1)

Réponse :

a171 ... ... a17n

Qig jo Tt ) TR .
o(t) =det(A+tE; ;) = que 'on développe par rapport a la ig-iéme ligne :

ap1 e Qn,n

det(A 4+ tE;, j,) = ¢+ (=1)%T90(a;, ;o + t)A;, . j, Ol ¢ est une constante (tout les autres termes du développement)

et A, j, le mineur du déterminant de A indépendant de ¢. On en déduit que ¢'(t) = (—1) ™A, ; et donc que ¢'(0) =

(—1)totio A, Conclusion: of

0G0+ : M 1)totio A,
L0,J0 1 === e s 8Ei,j( ) ( )

i0.jo | joli, non?

Pb : det est-elle différentiable ? det(A + H)= trichotomie —> lourd !! Heureusement il va y avoir un théoréme....

Expression de la différentielle dans une base

Soit f: U — F, U un ouvert de E, différentiable en a € U

Proposition : ) — O — L af
—————"| Soit B = (e1,...,e,) une base de E. AlorsVh € E, h = ;hjej, ona| df(a)(h ;hjﬁ(a)
P
4 df(a )( 1) Z hje; Z hjdf(a)(e;) car df(a) est linéaire. D’aprés la proposition

j=1 j=1

ci-dessus, on a : df(a)(e;) =D;f(a) = gxf( ), donc df(a )(ﬁ) Zh] gj (a).
j = '

Remarque : Si f de U C E dans F est différentiable en tout point de 'ouvert U, alors df est une application qui

P
%
va de U dans L(E, F). Notons dxj, 'application qui & h = Zhjej, associe hj, (appelée fonction jo-iéme coordonnée).

=1
of es
On a alors : df(a) = E ——(a)dz;| (forme différentielle)
"
g=1 """

Autrement dit, (dz,..., dz,) est la base de E* telle que : V(i,j) € [1,p]*> , dwz;(e;) =6; ;.

5°) Fonction de classe C*

Soit f: U — F, U un ouvert de E.

Définition :| On dit que f est de classe C' ou continument différentiable sur U,

si f est différentiable sur U et si df est continue sur U.

Théoréme fondamental :

Soit f: U — F, U ouvert de E, p =dimE. Si les p dérivées partielles de f (pour une base By de E)

sont définies et continues sur U , alors f est différentiable en tout point de U .

5 : Faisons-la dans le cas ot dimE = p = 2 avec E = IR?, By la base canonique de IR?

et F' =1R. Soit a = (o, 8). Soit h = (h1, h2). L’idée est de découper f(a + h) — f(a) en p morceaux :
f(a+h)—f(a)=f(a+h1,ﬂ+h2)—f(a,ﬁ+h2)+f(a,ﬁ+h2)—f(a,ﬁ)




Ensuite on sait que si f est différentiable en a alors df(a)(h) = hy gf (a) + ho gjyc (a).

Donc évaluons w(h) = f(a+ h) — f(a) — ( gi( )+ ho §§< )>.

P(h) = Flat b, 5 ) = fla -+ ha) + S5 ) = fla8) — (G @)+ el (@)

— [stet g - s+ ) - (Gl d) |+ | s+h) — a5 - (el .)]

Posonse4(8) = |+ i, -+ 1) = fla 5+ ) = (m G (0,) )| et eath) = | a4 ha) = S ) = (o (a.0))]
grace au théoréme des accroissements finis il existe ¢; €], a + hy[ tel que e1(h) = hy Bi(cl, B+ hsg) — %(a, ﬁ)} .

Or ? est continue sur U, donc en a, d’ou : Ve > 0, I, > 0 tel que V(u,v) € U :

xr
J(.0) = (0 Bl <1 = ]§f<u,v>—§f< <

Donc pour |hi] < ny et |ha| <mp, on afe; —af <y dou e (h)| < e x |h] <ex||(h1,h2)]so
On fait exactement pareil pour e3(h) d’ou il existe 72 > 0 tel que pour |h1]| < 12 et |ha] <12, on a ez — | < n2 d’ou

lea(h)| < € x |ha| < & X ||(h1,h2)||~. Conséquence : Posons 77 = min(n1,72), pour |h1| < n et |he| < n, on a: |e1(h)] <

£, )l et Je200] < & (11,1 done 0] = | a1 = @) = (G @)+ 32 (@) )| < 2 o
Ceci est la définition de f(a+ h) — f(a) — <h1 gf( )+ hggz( )) = o(||(h1, h2)||s) quand h tend vers 0.

Conclusion : f est bien différentiable en a = (¢, ).

Corollaire : Définition "bis" de : f est de classe C' sur U :

’ f est de classe C' sur U ssi pour toute base B de E, les dérivées partielles existent et sont continues sur U.

Démonstration 6 : =] Si f est de classe C! sur U alors elle est différentiable sur U et df est continue sur U.
Soit B = (e1,...,ep) une base de E. Vj € [1, p], 'application g—f va de U dans F' et pour tout x € U,
Ly
of .
——(z) = df(x)(e;) (démo.3).
ax]-

Comme df est continue sur U et que 'application ® : L(E, F) X E — | (u, ) — u(x) est bilinéaire donc continue,

L. Of .
par composition —— est continue sur U.

8$j
<] Soit By = (e1, ..., ep) une base de E fixée. Par le théoréme fondamental f est différentiable en tout point de

U et donc dérivable en tout point de U selon toutes les directions de F, donc dans les directions définies par les vecteurs

0 0
a—f(m) dz; . Comme les dérivées partielles o sont continues sur

de la base By. Enfin df : U — F , 2 — df(z) = 3
Ly
U et dz; constante (par rapport & z) , par théorémes généraux, df est continue de U dans F'.
Exemple : L’application det est C! sur M, (IR).

Réponse : En effet , on a vu plus haut que les dérivées partielles par rapport a la base canonique de M, (IR)

existaient et valaient (M) = (=1)"*7 A, ;(M). Toutes ces dérivées partielles sont continues sur M, (IR) car I'expression

of
8Ei7j
Enfin si on note f(M) =det M , df(M)(H) = Z hi (1) A; ;(M) =Tr( HT xcom(M) ).

(i,5)€[1,n]?
Exemple important : Application linéaire

Proposition : | Soit f: E — F une application linéaire. Alors f est de classe C! sur E et Va € E| df(a) = f
Démonstration 7 fla+h)— f(a) = f(h) = f(h)+0 = f(h)+o(h) et comme f est linéaire, on a df(a) = f. Comme
df : U — L(E, F) est constante, elle est continue sur E, d’ou f est C! sur E.

]

de

(M) est composées de sommes, différences et produits des éléments de M.

6°) Opérations sur les fonctions différentiables et les fonctions de classe C'.

a) Opérations algébriques

Soient f,g:U C E — F différentiables (resp. C!) sur U et soit A € K alors
Af + g est différentiable (resp. C!) sur U et d(\f + g) = Adf + dg.

Théoréme :




8 :
Soit a € U, posons v = df(a) et v = dg(a). Par trichotomie, f(a+h) = f(a)+u(h)+o(h) et gla+h) = g(a)+v(h)+

o(h) (n’oubliez pas de mettre les petites fleches sur les h) . On a alors (Af+g)(a+h) = (Af+g)(a)+(Au+v)(h)+o(h), comme
Au + v est linéaire, on en déduit que A\f + g est différentiable sur U et pour tout a € U et tout « € E , d(\f + g)(a)(z) =
Adf(a)(z) + dg(a)(x) et donc d(Af + g) = Adf + dg qui est bien siir continue sur U par TG si f et g sont C! sur U. On
peut donc conclure que A\f 4+ g est C! sur U si f et g sont C! sur U.

b) B(f.g)

Proposition :

Soit U un ouvert de E. Soient f: U — Fy et g: U — Fy ou E, I} et F;, sont 3 EV.
Soit B une application bilinéaire de F; x F5 dans G.

Si f et g sont différentiables (resp. C') sur U, alors B(f, g) est différentiable (resp. C!) sur U et
Va € U : dB(f,9)(a)(h) = B(df(a)(h),g(a)) + B(f(a), dg(a)(h)) .

9 :
Soit @ € U, posons u = df(a) et v = dg(a). Par trichotomie, f(a + h) = f(a) + u(h) + o(h) et gla + h) =

g(a) +v(h)+ o(h) (n’oubliez pas de mettre les petites fleches sur les h) .

B(f(a+h),g(a+h)) = B( f(a)+u(h)+o(h), g(a)+v(h)+o(h)) = [B( f(a),g(a))]+[B(f(a),v(h))+B(u(h), g(a))]+
+[B(f(a) +u(h) + o(h),o(h)) + Bo(||h|l, g(a) + v(h) + o(h))]. Il y a bien 9 termes par bilinéarité et 3 paquets (entre [ o ]
) : la constante B( f(a), g(a)), la partie linéaire et le petit o. Posons : w(h) = B(f(a),v(h)) + B(u(h),g(a)) et

w(h) = [B(f(a) + u(h) + o(h),o(h)) + B(o(||h]l,g(a) + v(h) + o(h)). On montre facilement que w est linéaire de F
dans G. B étant bilinéaire en dimension finie , elle est continue sur F} x Fy et par caractérisation , il existe k£ > 0 tel que
V(z1,22) € Fy X Fy , ||B(z1, z2)|| < E||21]] - ||z2]| (attention il y a ici 3 normes différentes notées pareil )

On en déduit que Vh € E : [|p(h)| < k| f(a) + u(h) + o(h)| - [[o(R)|| + Ek|lo(R)| - [lg(a) + v(k) + o(h)|| , d’ou par
théoréme d’encadrement lim (R

h=0  ||A]
a et dB(f,g)(a)(h) = B(df(a)(h),g(a)) + B(f(a), dg(a)(h)) . En particulier si f et g sont de classe C* sur U, alors cette

=0 : on a donc ¢(h) = o(h). On peut donc conclure que B(f, g) est différentiable en

expression est continue sur U par TG et B(f,g) est de classe C! sur U.
Exemple : Montrer que f: A+ A~1 est O sur GL,(IR) puis déterminer I'expression de df(A)(H).

e Tout d’abord U = GL,(IR) est ouvert comme image réciproque de IR* par I’application det continue sur M, (IR).

e L’expression A~1 = Tt A com(A)T, montre que les coordonnées dans la base canonique de M,,(IR) de A~' sont
e
des fractions rationnelles r; ; des coefficients de la matrice de départ A. On a donc A~! = (r; ;(A)) Chaque fonction r;
of

est donc de classe C! sur U et

T (A) = (;Z;(A)) et donc f est C! sur GL,(IR).

eOnaVA e U: Ax f(A) = I,. Utilisons la proposition précédente avec B(M,N) = M x N sur M, (IR)? et
®(A) = B(A, f(A)). D’abord ® est constante sur U (égale a I,,) donc sa différentielle est nulle (pensez a la trichotomie).
Ensuite VH € M, (IR) : d®(A)(H) = B(A, df(A)(H) + B(dId(A)(H), f(A)) = Adf(A)(H) + HA".

On en déduit que Adf(A)(H) + HA™! = (0) , d’ott par composition, | df(A)(H) = —A"1HA™! ‘

¢) Composition
Proposition :

Soient f:UCFE—V CFetg:VCF—GoukFE, FetGsont3EVetU etV 2ouverts.

Si f est différentiable en a € U et si g est différentiable en b = f(a) € V alors
gof:U CFE — G est différentiable en a et 'on a : ’ d(go f)(a) =[dg(b)] o [df(a)] = dg(f(a))o df(a) ‘

En particulier si f et g sont de classe C' respectivement sur U et V, alors g o f est de classe C! sur U.

10 :
fla+h) = f(a) +u(h)+||hller(h) et g(b+ k) = g(b) + v(k) + ||k|lea(k) avec u = df(a) et v = dg(b).




Donc go f(a+h) = glf(a+h)] = g[f(a) +u(h) + |[hller ()] = g[b + u(h) + [[hller(h)]

— g(b) +v( u(h) + [hllen(r) ) + || u(h) + llerh) || 2 (uth) + nllen(n) )

— g(8) + v u(h)) + [foen () )+ || uh) + Ipllea(h) || ex (utn) + 1Ale:h) )

g(8) + v(u(h)) + p(h) avec p(h) = [hlo(en(R)+ || ur) + 1hller (k) || 22 (utr) + Inlles(r) )
DMHW(W<MMM@(IHHuh+WWQ I e Cutw) + tinlienmy ) |-
Or || w(h) + 1Blles (h) || < By + A1 len() < Hll] ] + A] flex(R)]

Ensuite u est continue (car linéaire en dimension finie), donc il existe un nombre k > 0 tel que

lu(m)l| < k- A Done [lp(k)| < 1Al fo )+ [ & 11l + [Rlles ) | [|e2 (uw) + e ) || = o(h) par
théorémes généraux vu que li(lgnal = lign g9 = 0. On en déduit donc que go f(a+ h) = g(f(a)) +v(u(h)) + o(h) d’on

’g o f est différentiable en a ‘ et ’ d(go f)(a) =vou= dg(b) o df(a) ‘ Enfin, par composée a — d(go f)(a) = dg(f(a)) o

df(a) est bien continue sur U. Conclusion : |go f est C* sur U |.

d) TG encore et toujours!!

Corollaire : Tout "cocktail" de fonctions usuelles est donc de classe C! sur son domaine de définition (attention
aux racines carrées et aux valeurs absolues). On retrouve donc une fois de plus le label "T.G.".
Exemple :
e™¥? + sin(z + 322)
définie par f(x,y,z) =
f par f(z,y,2) P

e) Applications Fondamentales

est de classe C'! sur 'ouvert IR® — P/J; + 2y — 3z =0 par T.G.!

Théoréme 1 :

Soient g : U € RP — F de classe C! sur U et soit ug, ..., up , p fonctions d’un intervalle ouvert I C IR
dans IR de classe C* tel que Vt € I : (ul(t), cup(t) )6 U.
I—F P
Alors G : est de classe Cl sur TetVte I : |G'(t)= Zu;(t) .99 (m(t), . .,up(t))
; or;
t—g(ur(t),...,up(t)) =1 J

I—UCR?P
11 : Soit f:
{ t— (u1(t), ..., up(t))

f est de classe C'' sur I et donc par composition, G = g o f est aussi de classe C'' sur I dans F. Comme G est une

fonction d’une variable, la différentielle de G est définie par la formule : dG(a)(t) = G'(a)t pour tout t € IR ou si l'on

veut G'(a) = dG(a)(1). Soit a € I, posons b = (ui(a),...,upy(a)), on a alors

dG(a)(1) = d(g o f)(a)(1) = [dg(b)] o [df(a)] (1) = [dg(b)] (f(a)) = [dg(b)] (wi(a),. .., uj(a))-

P

P
11 ne reste plus qu’a appliquer la formule df(a)(h) = Z hj gf (a) avec h = Z hje; & la fonction g :

i=1 j=1
dG 1) = p ! 99 d el _ - dg
(a)(1) = ;1@((1,)%]' (ui(a),...,up(a)) | et donc G'(a) = ;u i(a )(%cj (ui(a), ..., up(a))
Exercice 1 : Ecrire ce théoréme avec p =2, "z, =z et 29 = y".
, R* — R ) ) .
Exercice 2 : Soit f : de classe C! sur IR?, u et v de classe C! sur IR” et soit
(z,y) — f(z,y)
R* — R
F: 7 Montrer que F est de classe C'! sur IR?, calculer g—F(a,ﬂ) et Z—F(a,ﬁ).
(a, 8) > f(u(e, ), v(e B) o B
Réponse :
oF af Ju af 8
1 2 il — _ —J
Fest O sur IR? par TG et & (0, §) = 5 (ule, ), v(ax, B) % o (o )% gl ot ) x (o)
OF af ou af v
et %( ,B) = 9 (u(a, B),v(a, B)) x %(a B) + 6‘7( u(ev, B),v(a, B)) X %(aaﬁ) :
v(x)
Exercice 3 : Dériver formellement / flz,t)de .
u(z)



v(x)
Réponse : Posons F(z) = / f(z,t)dt. L’idée est de "différentier" (au sens usuel du terme) les & des bornes et
u(x)
v(y)
le = a l'intérieur de l'intégrale. Pour cela on introduit une fonction de deux variables : G(z,y) = / flz,t)det .

u(y)
Par le programme de MPSI, 66(; (z,y) = f(z,v(y)) - v'(y) — f(z,u(y)) - ' (y) et avec le programme de MP,

v(y)
%(x,y) = / —f(x,t) dt. Enfin F(z) = G(x,z) et donc

O uly) 0%

9G , oG, ('@ of e o
%(»L,IH@(:L,:E) /u@ 5! (&) dt+ f(z,0(2)) - v'(2) = flz, u(z)) -u'(2) -

Exercice 4 : Soit un fonction f de classe C! sur IR? telle que V(z,y) € IR? : f(y,z) = —f(z,7).

F'(z) =

Qu’en déduire pour les dérivées partielles 7

f) Régle de la chaine

Calcul des dérivées partielles de G : (U1, ..., Um) — f(@1 (U1, s Um), s Zp(Ur, oo, Um))-

La régle de la chaine est la notation : VEk € [1,m]

)

P
i %
8uk z:: ox uk

Cette écriture certes "abusive" (car on omet les points ot ’on évalue les différentes dérivées partielles) est trés simple
a retenir (et & écrire).

7°) Caractérisation des fonctions constantes de classe C*

Théoréme 1 :

Soit U un ouvert de E. Soit f une fonction de classe C' d’un ouvert U dans F et soit (a,b) € UZ.

Soit 7 est une application de classe C* de [0,1] dans U (arc de classe C') tel que v(0) = a et (1) = b.

1
Alors on a : | f(b) — f(a) = /0 df(y(t)) -~'(t)dt

Rappel : le - signifie comme pour les équa. diff. : df(y(¢)) - 7' (¢) = df (v(t))(' (1)) .

12 : Soit B = (e1,...,ep) une base de E. On peut donc identifier £ & IR” et noter a = (a1,...,ap)
(en fait a de coordonnées (ai,...,ap) ), b = (b1,...,b,) et f(z1,...,2p) pour tout * = (21,...,2,) € U. Notons enfin
v(t) = (y1(t), ..., 7p(t)). Posons G(t) = df (v(t))(7'(¢)). On a donc G(t Z% ~Y1(t),...,vp(t)) : on reconnait la
dérivée de la fonction F : ¢t — f(y1(t),...,vp(t)) , soit G(t) = F'(t). On en dedult que
1

/ df(v(#) -/ (t)dt = /O F'(t)dt = F(1) — F(0). Or F(0) = f(71(0),...,7(0)) = f(7(0)) = f(a) et de méme
F(1) = f(b). On conclut f(b /) df(y ~'(t) dt

Remarque : 'introduction d’une base n’est pas indispensable si on maitrise bien les différentielles et notamment les
composeées : on reconnait directement que G(t) = df(y(¢))(y/(t)) est la dérivée de f(v(t)).

Corollaire :

Si U est un ouvert connexe par arcs de E et f : U — F de classe C! sur U :
of
’ 8l‘j

f est constante sur U <= df est nulle sur U <= Vj € [1,p] , Ve € U (x)=0

13 @il faut que v soit C'! dans le théoréme précédent.
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Premier cas (exigible) : U convexe

Soit (a,b) € U?, montrons que f(a) = f(b) a 'aide du théoréme ci-dessus.
On considére 'arc v : [0,1] — U , t — (1 —t)a + tb. Cet arc est de classe C! & valeur dans U par convexité, d’ot :
1 1
f(b) — fla) = / df(v(t) -~/ (t)dt = / 0dt = 0, donc on a bien f(a) = f(b).
0 0

Deuxiéme cas (non exigible) : U connexe par arc

Soit (a,b) € U?, montrons que f(a) = f(b) & l'aide du premier cas. Il existe donc une arc vy qui n’est que C°
de [0,1] dans U et tel que 7(0) = a et (1) = b. L’idée c’est qu’autour de a il y a une boule (donc convexe) dans U,
donc le long de I'arc 7y dans cette boule la fonction est constante et on avance de proche en proche jusqu’a b. Précisons :
Notons X = {t € [0,1] tel que f(y0(t)) = f(a) } On a X non vide car 0 € X, X C [0,1], donc posséde une borne
supérieure «. D’autre part X est un fermé relatif de [0, 1] comme image.... et donc un fermé de IR car .... On a donc a € X.
Supposons que a # 1. Posons ¢ = vy(a), il existe r > 0 tel que B,(¢,7) C U (pour une norme choisie quelconque de
E), car U est ouvert. Ensuite par continuité de la fonction o en « : il existe n > 0 tel que V¢ € [a — n,a + n] C [0,1] ,
70 (%) = Yo ()|l = l|70(t) — ¢|| < r. Or la boule B,(c,r) C U est ouverte et convexe et la différentielle de f y est nulle donc
la fonction f est constante sur cette boule ouverte. On en déduit que V¢ € [o —n,a + 1] = f(70(t)) = f(¢) = f(a), donc
a+n € X : absurde.

8°) Fonctions vectorielles de plusieurs variables

Soient B = (e1,...,ep) une base de E et B’ = (e}, ...,e),) une base de F. Soit f : U C E — F. Notons (fi,... f)

UCE—F
. Z1 fl(ml,...,xp)
les fonctions coordonnées de f dans la base B’ : f :
I A C))
Tp) falze, ..o 2p) .

Théoréme :

f est de classe C* sur U SSI Vi € [1,n] : f; est de classe C! sur U et dans ce cas df(a)(h) = Z dfi(a)(h)el |
i=1

14 : =] f; est de classe C! par composition : f; = dy; o f ot dy; est la fonction i-iéme fonction

n
coordonnée dans la base B’ (y = Z yrey € F —y;)
k=1

] fila+h)e; = fia)e +us(h)e; + |hlles(h)e} et done : Y fila+h)e; =Y fila)e;+ > ui(h)e;+ Y [|hlles(h)e}.
i=1

i=1 i=1 i=1



Matrice Jacobienne : On appelle Matrice Jacobienne de f: U C E — F, dans les bases

of1 ofi
8—3;((1) aip(a)

B=(e1,...,ep) et B'=(e,...,e,)de Eet F,a €U, JfB’B/(a):Jf(a):(gf(a)>: :
j Dy )

0z Oz

Jacobien cas F = F : On appelle Jacobien de f : U C E — E, dans la base B = (es,...,e,) de E, au point a de

U, le déterminant de la matrice jacobienne que I'on note :

of 0f1
) 87331((1) BTCP(Q)
MU =det(Jr(a) =| :
sy p 8fp afp
on'® o,

Exemples : Calculer la matrice Jacobienne et le Jacobien des fonctions suivantes :

R?® — R?

et g

R? — IR? T = 7 cosf cosp
. (r,0) — (rcos@,rsinf) . (r,0,¢) —les coordonnées sphériques : ¢ y = rsinfcos

z=rsinp

| 4 )

cosf —rsind
Ji(r,0) = et det(J¢(r,0)) = r (le méme r qui apparait dans les intégrales doubles :
sing 7 cost // f(m,y)dacdy:// f(rcosf,rsinf)rdrdd )
D D’

w : ’ Jf(a) = Mg s (df(a)) ‘

15 : Exercice

df(a)(h) = 3 dfi(a)(h)ei et 3 fila+h)e; =} fila)ei+ 3 uih)ei+ > |Ihllei(h)e;.

= i=1 i=1
Proposition 2 : Composée :

Soient f:UCFE—V CFetg:VCF—GoukFE, FetGsont3EVetU etV 2ouverts.
Si f et g sont de classe C!, alors go f : U C E — G et Va € U, en posant b = f(a), on a Jyor(a) = J,(b) x J¢(a)

16 Exercice (avec la démonstration 10 (composée de différentielles)).

B) FONCTIONS NUMERIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES I

1°) Algébre C(U)
Définition : Soit U un ouvert de E. |C1(U) = {f :U — TR, f declasse C! sur U }

Théoréme : ‘ (CYU), +, -, x ) est une IR—algébre‘

10



o(f -
De plus si f et g sont dans C*(U), alors (/- 9) =

893]'
1
. 5(?)
SiVr e U, f(z) #0et f C! sur U, alors ? est C' sur U et on a sur U : 9
17 j
o)
of-9) _ of S L Of
* oz, g It F 5, * ox @)= f(@)? Ox; )

Exercice : Determmer oYU )*

Réponse : Grace au théoréme précédent, on a C1(U)* = {f € CY(U) telle que Vo € U , f(z) #0 }
2°) Gradient

(ensemble des éléments inversibles).

Théoréme-Définition :

Si E est un IR-espace vectoriel euclidien et si f : U — IR est C'! sur U C E, alors pour tout point a € U,

il existe un unique vecteur de F, noté V f(a) (ou grad f(a) ), tel que :

VE ISR df(a)(ﬁ):( Vfa) | 7 ) |. On dit alors que’ Vf(a) est le gradient de f en a ‘

18 :

Par l'isomorphisme canonique entre 1" espace euclidien E et son dual E* (théoréme de représentation de Riesz), pour
toute forme linéaire ¢ de E*, il existe un unique vecteur o de E tel que VI e E, E(ﬁ) = (7|ﬁ>)

Or { : 7 — df(a)(ﬁ) est une forme linéaire de E dans IR donc il existe un unique vecteur o de E tel que
VI € E, to(R) = df(@)(R) = (T|R).

Expression du gradient dans une base OTN :

of
o)
!
Soit B une base OTN de E alors pour tout @ de U, on a : | V f(a)
5‘f
L (a)
Zp B
19
%
Avec les notations ci-dessus, si B = (e1,...,e,) est une base OTN de E et que h a pour coordonnées (h1,...,h;),
— 0
alors on sait que df(a)(h) = a—f(a)hj : on reconnait I’expression du produit scalaire dans une base OTN des vecteurs
»
j=1
of .
81'1 h’l
et | ¢ . Par unicité du gradient, on peut conclure.
87"

—4 h )
&”Up ((l) 5 P B
Interprétation géométrique du gradient :

Définition :

Soit U un ouvert de IR?, f : U — IR une fonction différentiable sur U. On appelle graphe de la fonction f ou

surface d’équation cartésienne z = f(z,y) (dans le repére canonique de IR?) | ensemble

S ={(z,y,2) € R® tel que z = f(z,y)} . On le note S/z: f(z,y)

Le gradient de f en a donne, lorsqu’il est non nul, la direction de plus grande croissance de f ou autrement dit le
gradient est colinéaire et de méme sens que le vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a est maximale.

En effet, lorsque |ju|| = 1, d(f)(a)(u) = (gradf(a)|u) prend la plus grande valeur possible lorsque

d
U= gt f(a) (c’est le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz).

[gradf(a)]
De plus, pour cette valeur de w, d(f)(a)(u) = ||gradf(a)]|.

11



Dans le cas p = 2, si on imagine un marcheur se promenant sur une surface S / z = f(z,y), le gradient de f en un
point indique la direction horizontale pour laquelle I'altitude augmente le plus. Pour gagner le sommet d’une montagne au
plus vite, le marcheur a tout intérét a suivre (lorsque c’est possible) cette direction & tout moment.

Expression du gradient en coordonnées polaire dans un plan euclidien

Soit U un ouvert de IR? (rapportée & son repére canonique OTN (O, ?, 7)) tel que (0,0) ¢ U. Soit f de U dans IR,

— - — -
de classe C'! sur U. Pour tout réel §, on note @y = cosf i + sinf j et Vo= = —sinf i + cosf j.
0

m
)

Soit g définie par g(r,0) = f(rcosd,rsin ). Montrer que Va € U (donca # O) :|Vf(a) = g (r,0) Wo+ - ! gg( 0) Vo l.
r

20 : Dérivons partiellement g & ’aide de la régle de la chaine :

gi( ,0) = ai(rcos@ rsinf) x COSQ-F%(TCOSQ rsinf) x sinf et
dg

_ . . of o
89( ) = 835(TC080 rsinf) x (—rsinf) + a—y(rcoa@,rbm@) X (rcosf).

g 19g
D’ou a—(r 0) 79—#*%

[a—f(rcosﬁ rsinf) x cosd + g—z(rcosf) rsinf) x blnf)](cosf) i —|—s1n9] )+

(r,0) T =

[8— (rcosf,rsinf) x (—rsinf) + ?(7 cos B, rsinf) x (rcosf)](—sin 07 + cos 0?)
Yy
of

= 32 —=(rcosb, Tsir19)7> + g—zjj(Tcos@,rsinﬁ)j> =V f(a) avec a = (rcos@,rsind).

Exercice : Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit R = (O, eq,...,¢ep) un repére OTN de E. Soit ¢ une fonction

de classe C! de IR dans IR. On considére la fonction f: E — {0} — R, M — ¢(OM).
Déterminer le gradient de f en tout point M de E — {O}.

T
Réponse : On note M | : et donc f(M) = gp( 234+ x%), d’ott pour tout j ,
Tp)
of 2z , 5 5\ 7' (OM) . ¢ (OM) =
e (M) = 2—299 ( 7+ ---—i—xp) =~ On en déduit | Vf(M) = O OM |
J 24/x] + + x5

3°) Vecteurs tangents a une partie d’un evn
a) Définition 1

Soit X est une partie de £ , @ un point de X et 7 un vecteur de E.
On dit que T est tangent 4 X en a

, 8'll existe € > 0 et un arc v défini sur | — €, ¢[ dérivable en 0

a valeur dans X : y:] —¢g,e[— X

t — A(t) tels que’ ~0)=aet~(0) =7 ‘
Définition : ’ ToX = {7 tangent a X en a} ‘

12



Proposition :

a) Cone Si U est tangent & X en a et si A € IR alors AT est tangent & X en a .

b) Sia €X alors .

c) Tangent-tangente Soit I un intervalle ouvert de IR et f : I — IR dérivable sur I alors pour tout g € I posons
a = (xg, f(z)) et X = {(z, f(x)) tel que x € I'} (le graphe de f). On a alors | T,X =vect((1, f'(x0))) ‘

d) Vecteurs tangents a un SEA Soit ag € F et F = ag + ? un sous-espace affine de direction le SEV ? Pour

tout point @ € F, on a | T, F :? .

e) Vecteurs tangents & une sphére Soit £ un espace euclidien et S(ag, r) la sphére de centre ag € E et de rayon
ToS(ag, ) =(a — ap)* ‘
Réponse : a) Soit ¢ > 0 et un arc v défini sur | —e, e[ dérivable en 0 & valeur dans X : tels que ¥(0) = a et 4/(0) = 7.

r > 0. Soit a € S(ag,r) on a

Premier cas : A # 0. On considére 'arc 71:}7&,|€7‘{*>X, défini par v, (t) = y(At). On a :

e ¢ e € e ¢
Vie | ——,—| M) eX, 0) =a, t dérivable sur | — —, —| et Vt € | — —, — | : 71 (t) = M/ (Mt
evic] o M[ 7i(t) ©71(0) = a, 71 est dérivable sur | 5 w[e ] o w[ i) = M (A)

, donc 74 (0) = AT .

Deuxiéme cas : A = 0. L’arc 7, : } -1, 1{ — X, défini par v1(t) = v(0) = @ (le support est un point) convient
~71(0) = 0. On en déduit que T, X est un cone (c’est-a-dire un ensemble stable par homothéties).

b) Sia E)O( alors il existe r > 0 tel que B,(a,r) C X. Soit 7 un vecteur non nul de E, On considére l'arc

r T
vl = , — X, défini par y(t) =a+t7. On a :
} 70 H[ (

OWE} !

;“ﬂ?l, ﬁ[ :y(t) € X, @ v(0) = a, e v est dérivable sur ] T 4 ” [ et v/(t) = ¥, donc 7, (0) = 7 .

Comme 0 est un vecteur tangent a tout ensemble (voir le a) ), on conclut | 7,X = E|.

¢) Montrons que (1, f'(xg)) € T, X. Comme I est ouvert, il existe ¢ > 0 tel que |xg—e, z9+e[C I. Soit v :]—¢g,e[— X
défini par y(t) = (zg + t, f(zo + t)) convient. Avec le a) on a donc vect((1, f'(z0))) C T X.

Réciproquement soit TeT.X , 1l existe € > 0 et un arc v défini sur | — ¢, ¢[ dérivable en 0 & valeur dans X tels que
7(0) = a et v/(0) = ¥. Posons y(t) = (71(t),72(t)), on a v et o dérivable sur | —e, e[ et Vt €] — ¢, [, y2(t) = f(71(£)). On
en déduit que T =~/(0) = (A, Af/(x0)) € vect((1, f'(x0))) avec A =~ (0).

d) Soit ¥ € ?, soit v :] — 1,1[— F défini par v(t) = a + t 0. 7 vérifie v(0) = a , 7/(0) = U et Vt €] — 1,1]
y(t) € F. On en déduit ¥ € T,F et donc Fc ToF.

Réciproquement, soit v eT.F , il existe € > 0 et un arc  défini sur | — ¢, ¢[ dérivable en 0 & valeur dans F tels que
v(0) = a et 4/(0) = . Vt €] —¢,[—{0} : 7®) ;7(0) = ’Y(t)ti ® ¢ F.Or F est fermé car SEV de dimension finie, donc
~'(0) = lim M € F. On en déduit que ¥ =~'(0) € F et donc ToF C F. On conclut que | ToF = Fl

t—0
#

e) Posons X = S(ag, ) et soit ¥ € T, X, il existe & > 0 et un arc  défini sur | — ¢, £ dérivable en 0
a valeur dans X tels que v(0) = a et 7/(0) = .
Vt €] — g, e[ posons g(t) = v(t) —ap : On a donc Vt €] — e, e[, v(t) = ag + g(t) et ||g(t)]| = 7.
On en déduit donc que Vt €] —¢,¢[ : (g(t)|g(t)) = 2. En dérivant cette relation, on obtient
(g'(®)|g()+ (g(t)|g' (1)) = 0 et done (¢’ (t)|g(t)) = 0. En ¢ = 0, on obtient donc (v/(0)|y(0) —ag) = 0, soit (U]a— ag).

D'ou ¥ € (a — ag)*.

-  a—a —
Réciproquement, soit o € (a—ap)*, U #0. Posons i = =0 et j

- =
i,
la — ao

o
= . On a donc famille OTN.
7 ()

— = —
Posons v :] — 7, m1[— X défini par y(t) = ap+rcost i +rsint j. v vérifiey(0) =ag+ri =a,v(0)=rj et Vt €] —1,1]

~(t) € X. On en déduit r7 € T.X et comme r # 0 donc ¥ = ||7||7 € ToX (avec a) ). On conclut que’ ToX = (a—ag)*t ‘

Exemples

a) Soit X = [—1,1]%. Déterminer 7, X avec a = (0,0) , a = (1,0) , a = (1,1).

Réponse : ¢ Comme a = (0,0) €X alors .

13



e Soit € > 0 et un arc v défini sur | — &, €[ dérivable en 0 & valeur dans X : tels que v(0) = a = (1,0) et 7/(0) = 7.

Montrons que ¥ est de la forme (0, 8). Notons v(t) = (x(t),y(t)) et ¥ = (a, 8). On a 2(0) =1, y(0) =0, 2/(0) =
et '(0) = 5. Comme la fonction x vérifie Vt €] —e, e[ : z(t) < 1 = z(0) , la valeur ¢y = 0 est un un maximum de la fonction

x sur Uintervalle ouvert | — ¢, ], le cours de MPSI dit qu’alors 2'(0) = 0 soit &« = 0. On en déduit que T, X C vect((0,1)).

Réciproquement, soit v = (0, 8), montrons que o € T, X. Soit l'arc v défini par v v=1-t sur | — g,¢[ avec
y=pt
€ = min( ﬁ7 1) (le graphe de ~ est sur le dessin ci-dessus) . On a v a valeur dans X , v(0) = a = (1,0) et 4/(0) = ¥. On
conclut ’ ToX = vect((0,1)) ‘
e On fait le méme raisonnement qu’au cas précédant sur = et sur y : 2'(0) = ¢’(0) = 0. On conclut | 7, X = {ﬁ} :

1— ¢
xr= —:
b) Tracer T 1+t puis déterminer des vecteurs tangents & X =support(I') en a = (0,0).

_ut
f+ey

(])l, A- phe

?; ﬂ*/y v
KXl X=1 64 (5

1_
Y7 Y0 kb>0

/e
/nr\ \ ’\ﬂjmrlt 0, /\(jl—:.((/_'/,oﬁiq
k=0 x
)
-«
0=(0)0) =Cl-1) =)
3 bt |0

L’arc T" va fournir un arc pour les vecteurs (1,=1) et (—=1,-1).

On considére 'arc y défini par y(¢t) = T'(¢—1) sur |—1,1[. On a Vt €]—1,1[ : v(t) € X =support(T") , ¥(0) = a = (0,0)
et v(0) = (¢/(=1),4/(=1)) = (1,—1). On en déduit que ¥ = (1,—1) € T, X, d'ot vect(1,—1) C T,X. On fait de méme
avec y(t) =T(t +1) et ¥ = (~1,—1) Conclusion: : ’vect(l, —1)Uwvect(—1,—-1) C T, X ‘

b) Théoréme fondamental

Soit U un ouvert de E et g : U — IR une fonction numérique de classe C! sur U.

ToX = ker dg(a) ‘

Soit X = {z € U tel que g(z) = 0} et soit a € X tel que dg(a) # 0, alors

14



Démonstration 21 : HP

Remarque : Il y a une inclusion "facile" et une inclusion "HP".

Soit ¥ € T, X il existe € > 0 et un arc 4 défini sur | — e, e[ dérivable en 0 & valeur dans X tels que v(0) = a et
~4'(0) = ¥. Dérivons cette relation : Vt €] — ,[ : dg(y(t)) -/ (t) = 0. On a donc dg(y(0)) -v'(0) = 0, soit dg(a) - ¥ = 0.
On en déduit que ¥ € ker dg(a) et donc T, X C ker dg(a). C’est I'autre inclusion qui n’est pas évidente.

c) Définition 2

Soit U un ouvert de IR?, f : U — IR une fonction différentiable sur U. On appelle graphe de la fonction f
ou surface d’équation cartésienne z = f(z,y) (dans le repére canonique de IR®) , ensemble

S ={(z,y,2) € R® tels que z = f(z,y)} . Onlenote S/z= f(z,y).

et plus généralement on appelle aussi surface tout ensemble du type :

S ={(z,y,2) € R? tels que F(zx,y,z) =0}

Exemples :

a) Donner un exemple simple de surface.

)
b) S/x? + y? + 22 = 6. On appelle cette surface une
¢) Représenter la surface S/z = 22 + 2.

)

d) Montrer que C/z? = 2? 4 y? est la réunion de 2 surfaces d’équation S/z = f(z,y) , représenter C.

e) Représenter la surface S/z? +y? — 22 = 1.

1. :2:_\'2+_1': _
2. 2 —1+_1.':+.1'2 -

B. =9yt —.1'2

5 zP=1+x" 47
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Proposition
Soit U un ouvert de IR?, f : U — IR une fonction C! sur U. Soit a = (o, 8) € U , A= (o, 8, f(a, f) ) et v = f(a, B) .
Soit la surface X/z = f(z,y) (on a donc X = {(z,y,2) € R? tels que (z,y) € U et z = f(z,y)} ) .

Alors ’ensemble des vecteurs tangents & X en A est le plan vectoriel d’équation dans la base canonique

de R? : B/Ug = vlg—i(a) + vgg—g(a)

Démonstration 22 : ¢ Démonstration avec le théoréme fondamental

Onvpose g(r,y,2) = f(z,y)—z, gest declasse C! sur UxIR (les 3 dérivées partielles : g—g(x, Y, 2) = g—f(a:, y), ?(1’, Yy, z) =
x x Y

?(w,y) , %(%y,z) = —1 sont continues sur U X ]R) et X = {(z,y,2) € U x R tel que g(x,y,z) = 0}. On a ensuite
Yy z

of of s
dg(x,y,2) = a(m,y) dx + a—y(x,y) dy — dz # 0. On en déduit que ¥ = (v1,v2,v3) € TaX <= ¥ € ker dg(a, 8,7) <

g(az, y)vy + g(w,y)vg —v3 = 0. D’ott le résultat.

ox y

e Démonstration sans le théoréme fondamental

Soit U = (v1,v9,v3) € TaX , il existe un arc T : t — (x(t),y(t), 2(t)) tel que ['(t) € X pour t €] —e, e[, D(0) = A
et I7(0) = . On dérive par rapport a t , Pexpression z(t) = f(x(t),y(t)) : 2/(t) = g—f(z(t),y(t))x'(t) + %(I(t), y()y' (1)

x y
0 0 0 0

,doncent=0,2(0)=vs = Fi(a)vl + 8—5((1)1)2. On en déduit que ¥ € ?/03 = Ula—i(a) + vga—g(a).

Réciproquement : ¥ = (v1,v2,v3) € 3 , soit I' défini par I'(t) = ( a4 v1t, 8 + vat, f(a + vit, B + vat) ). Cette
fonction I' est définie sur un intervalle | — €,¢[ car (o, 8) € U, qui est ouvert , donc il existe une boule de centre (a, 3)

0 0

incluse dans U. Ensuite T'(0) = A et I'(0) = 7. Conclusion: ThX = ?/Ug, = vla—i(a) + vga—]yc(a).

Proposition-définition (méme notation que ci-dessus)

On appelle plan tangent & X en A, le plan affine Px(A4) = A+ T4 X. Une équation cartésienne de ce plan tangent
0 0
dans le repére canonique de IR* est : P/z —y=(x— a)a—i(a) +(y — ﬂ)a—z(a)
, v L A of of
Démonstration 28 : Avec la proposition ci-dessus, I’équation de P est de la forme : z = xa—(a) + ya—(a) +C.
x y
On écrit que A€ P : v = ag—i(a) + ﬂg—‘;(a) +C.
: e of of
I1 ne reste plus qu’a soustraire ces deux égalités : z — v = (z — a)a—(a) +(y— ﬁ)a—(a) .
T Y

Définition

Soit E un espace euclidien , soit U un ouvert de E. Soit f: U — IR.

On appelle ligne de niveau de la fonction f tout ensemble de la forme X, = {M € U tel que f(M) =k} ou k € IR.

Théoréme :

Soit E' un espace euclidien , soit U un ouvert de FE.
Soit f une fonction C! sur U et a valeurs réelles. Soit X une ligne de niveau de la fonction f. Pour chaque point My

ﬁ
de X}, tel que Vf(My) # 0, les vecteurs tangents & X, en M, sont orthogonaux au gradient de f en M,.

U1

Démonstration 24 : Soit B = (eq, ..., e,) est une base OTN de E. Soit 7 | : € E. Posons g(M) = f(M) — k,

Up
B
onagClsur U. On a dg(My)(7) = (Vf(M)|?) et done dg(My) # 0. Par le théoréme fondamental, ¥ est un vecteur

tangent a X, en My si et seulement si dg(Mo)(7) = 0 <= (V.f(Mo)|¥) = 0. Conclusion: ’ T, X = (Vf(Myg))*+ ‘

Exemples :

i.) Soit f: R? — R, (x,y) — 2% + 3. Tracer les lignes de niveaux et les tangentes en un point My de X.
Réponse : Les ligne de niveaux sont les cercles centrés en (0,0) et de rayon Vk. Si My = (20,90) € Xi, V(M) =

(220,2y0) # 0 , donc les vecteurs tangents & Xy en My sont donc sur la droite vect(—yo, xo) et donc sont orthogonaux au
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—
vecteur OMj.

ii) On peut retrouver trés vite le résultat suivant : Vecteurs tangents 4 une sphére. Soit F un espace euclidien

et S(ag,r) la sphére de centre ag € E et de rayon r > 0. Soit a € S(ag,r) on a T,S(ag,r) = (a — ag)*.

Ag(1),1"

Il suffit de poser g(z) = (z — ag|z — ag) — 72 et de retrouver dg(a)(ﬁ)) =2(a—ag|h) #0.
iii) X = SL,(R) C E = M,(IR) et A = I,,. Déterminer 77, X
Réponse :
On pose g(M) = det M —1, on a g de classe C! sur M,,(IR) par T.G. et SL,,(IR) = {M € M,,(IR) tel que g(M) = 0}.
Déterminons dg(I,).
1+his hi. .
Premiére méthode : (trichotomie) det(l,, + H) = H (1+hj )+ O(|H|2)

hi 14 hnn
n
(H (1+ hj ;) vient du terme aj ;- ay, , du développement du déterminant et O(||H||2,) vient de tous les termes
ao’

(n),n avec 0 # Id du développement du déterminant). On en déduit que
n

det(In+H) = 1+th +O(|H||%) = det I, + Tr(H) +o(H) et donc que dg(I,)(H) = Tr(H) et donc dg(I,) # 0.

j=1
9 o
Deuxiéme méthode : On a vu plus haut que 8Eg- -(M) = (—1)"toA; b et que
0.
dg(M)(H) =Y hij(=1)"A; ;(M) =Tr( HT xcom(M) )

(i-4)€lL,n]?
On en déduit que dg(I,,)(H) = Tr(HT x com(I,)) = Tr(HT) = Tr(H). On peut alors conclure :

Conclusion: ’ Tr,X est 'ensemble des matrices de trace nulle ‘

Démonstration sans le théoréme fondamental :

Soit V' une matrice de 77, X , il existe donc € > 0 et un arc v défini sur | — €,e[ dérivable en 0 & valeur dans

X=SL,(R):v:]—¢g,e[— X ,t > ~(t) tels que v(0) = I, et 4/(0) = V.

On a Vt €] —¢,¢[, det(y(t)) = 1. Notons la matrice v(t) = (01(t) | Co(t) | -+ | C'n(t)> ou Cy(t),...,Cn(t)
sont les colonnes de la matrice () et f(t) = det(vy(t)) =1 (car v(t) € SL,(IR)).

On a alors f/(t Z detg, (01 1Cot) | - | Clt) | - Cn(t)>, d'ott

f'(0)=0= Z deti, (C1(0) | Co(0) | - | CU0) | - Cy(0)), don
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1 0 0
0
n n
1'(0) = Z R A S Z Vii =Tr(V). On a donc 77, X C H ou H est le noyau de la forme linéaire
i=1 i=1
0 . .0
o - ... 0 1

trace (c’est donc un hyperplan de M,,(IR)).
Voyous la réciproque, soit V € M, (IR) tel que Tr(V) = 0. On cherche un arc ~ tel que v(0) = I, , 7/(0) = V et

qui reste dans X.

Analyse :

On sait que Vi1 + -+ 4+ V., = 0. On cherche une matrice n x n, v(t) qui soit toujours de déterminant 1 et dans
laquelle "il y a V' qui apparait en dérivant" ! Pas évident.

On fait des cas particuliers par exemple n = 2 ou bien par exemple le cas d’une matrice V' trés simple essayons
V =diag(vy,...,v,) une matrice diagonale, on a donc vy + --- + v, = 0. On cherche une matrice 7(t) elle aussi diago-
nale v(t) =diag(z1(t),...,x,(t)). I faut x1(t)---2,(t) = 1 sachant que vy + --- + v, = 0, on pense a l'exponentielle :
v(t) =diag(e®® ... e ®) et on doit avoir aj(t) + - + a,(t) = 0, comme ~/(0) =diag(a;(0)e®©), ... a! (0)e* () =
+'(0) =diag(a} (0),...,al,(0)) =V , il suffit donc de prendre

y(t) =diag(e'1 1t ... eVnnt) qui n’est rien d’autre que ......exp(t - V).

Syntheése : Posons v(t) = exp(t-V). On a vu au chapitre équa. diff. que cette fonction était C*° sur IR, que v(0) = I,,
et que 7/ (t) =V x exp(t- V) et donc v/ (0) = V.

Voyons si y(t) reste dans X. On a vu lors de l'analyse que c’était vrai si V' était diagonale, d’ot.....réduction on

trigonalise V dans M,,(C) : V = PTP~! | d'ott ¢V = PeT P! d’ot la trés belle et classique formule : dete" = eTr(T) =

eTr(

V) = ¢¥ = 1. Conclusion: ’ 71, X est P'ensemble des matrices de trace nulle |

4°) Extremums locaux

Définitions : Soit U un ouvert de £, f: U — IR et aec U :

* f aun maximum globalenasiVeeU : f(a) > f(x).

* f aun minimum globalenasiVx e U : f(a) < f(x).

* f a un maximum local en a si 3r >0 / Vo € B(a,r)NU : f(a) > f(x).

* f a un minimum local en a si 3r >0 / Va € B(a,r)NU : f(a) < f(x).

* f a un maximum global strict en asiVe € U : x # a = f(a) > f(z).

* On a de méme maximum local strict, minimum global strict, minimum local strict.
* Un extremum est soit un maximum, soit un minimum.

* Bref, 23 = 8 notions : Max/min - strict/large - local/global.

Définition : a est un point critique de fsi| Vj € [1,p] , gxfj(a) =0 |ousi| df(a)=0 |ousi|Vf(a)= 0l
Exemple : Soit f qui a tout point de la terre associe son altitude.

f présente en a= Mont-blanc un maximum local (et f(a) = 4809 m)

f présente en a= Everest un maximum global (et f(a) = 8848 m)

f présente en a= Fosse Marianne un minimum global (et f(a) = —10984 m)

f présente en a= Les Moéres (Nord) un minimum local (et f(a) = —5 m)

f présente en a= Fosse Calypso un minimum local (point le plus profond de la Méditerranée) (et f(a) = —5267 m)

a= Col de I'Iseran (Alpes) est un point critique (et f(a) = 2764 m)
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Théoréme : (condition nécessaire)

’ Si f de classe C! sur U, a un extremum local en a € U et U ouvert alors a est un point critique |

25 .

Posons a = (a1, ...,a,) un extremum local de f. Soit j € [1, p]. Considérons F' définie par
F:tv+— f(a1,...,a;-1,t,a541,...,ap). Comme U est ouvert et que a € U, il existe r > 0 tel que Br(a,r) C U (pour
la norme infinie). De méme il existe ' > 0 tel que Vo € Br(a,’)NU , f(x) < f(a) (SNALG). Si on pose r” = min(r, ") > 0,

Va € Br(a,"") C U, f(z) < f(a). Donc F est définie et de classe C'' sur Ja; —r”, a;+ "] et a un extremum local en a; donc

F'(aj) = 0 (condition nécessaire d’extrémalité d’une fonction d’une variable réelle). Or F'(a;) = g—f(a) = 0.
Lj
. , of
Conclusion : |Vj € [1,p] : =—(a) =0.
81:j

Remarque : Attention, la réciproque est fausse.

Définition : si a est un point critique de f et si f n’a pas un extremum local en a € U, alors a est dit

Remarque pratique - ’point selle ou point col ‘

x On couplera éventuellement ces points critiques avec la compacité.

* Pour les extrémums globaux, il faut prendre l'expression f(a + h) — f(a) pour tout h € E tel que a + h € U. Dans
le cas E = IRP et U = IR?, il pourra étre utile d’utiliser I'infini ou de passer en coordonnées polaires, sphériques....

* Cest I’étude des dérivées partielles secondes et de T.Y. a ’ordre 2 qui pourra (souvent) permettre de dire
si un point critique est un extremum local ou un point col.

Exercices :

a) On considére f:R* — R,

(z,y) — y?(y* — a?)

e Visualiser sur un dessin (x en abscisses et y en ordonnée), les trois domaines ot f est nulle, strictement positive,
strictement négative.

e Montrer que pour tout vecteur u € IR?, ¢ :t+— f(tu) admet un minimum local en 0.

e Montrer que f n’admet pas de minimum local en 0. Conséquence ?

b) Déterminer les points critiques de f définie sur IR? par

fle,y) =2 +9* , fley) =" +y* et flr,y) =2 -2 +ay.

c) Déterminer les extrémums de f la fonction :

f:A—TR,

sr—ay(l—z—y) ou A={(z,y)eR?’telquez>0,y>0etz+y<1}
d) Déterminer les extrémums de la fonction det sur M, (IR).

5°) Optimisation sous contrainte

On cherche a trouver les éventuelles maximums ou minimums d’un fonction f définie sur un sous-ensemble par
forcément ouvert de U.

Par exemple on cherche un maximum et un minimum global de 23 + y avec (z,y) sur la sphére euclidienne canonique
de IR? (C’est la contrainte). On cherche donc les extrémums de la fonction f définie par f(z,y) = 2* + y sur 'ensemble
X = {(z,y) € R? tel que 22 + y*> = 1}.

Premier point : Dans quels cas importants de tels extremums globaux existe-t-ils 7

Réponse : Si X est compact avec T.B.A.!

Probléme : Que valent-t-ils ? Un théoréme va nous servir.
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Théoréme d’optimisation sous une contrainte (T.O.C.)

Soit f,g: U — IR de classe C! sur U. On pose X = {x € U tel que g(x) = 0}.
Notons f/X la restriction de f sur X. Si f/X admet un extremum local en un point a € X et si dg(a) # 0,

alors ’ IX € IR tel que df(a) = Adg(a) ‘ (X appelé multiplicateur de Lagrange).

Démonstration 26 :

Lemme (rappel) :

Si ¢ et ¢ sont deux formes linéaires de F dans IR (E un K-ev quelconque) avec ¢ # 0.

On a alors: ker{ Ckeryp <= JXe€IK tel que v = M.

Démonstration 27 : Revoir le cours sur E*, le dual de E.

On a par le théoréme fondamental, 7,X = ker dg(a). Soit ¥ € T, X, il existe £ > 0 et un arc ~ défini sur | — e, ¢|
dérivable en 0 a valeur dans X tels que (0) = a et v/(0) = .

Considérons ¢ défini sur | — ¢, e[ par ¢(t) = f(v(t)). ¢ est de classe C! sur | — ¢,¢[ par T.G.

Comme f admet en a un extremum local, la fonction ¢ admet un extremum local en 0 sur | — €, e[ qui est ouvert.
On a done ¢/'(0) = 0 soit ¢'(0) = df(¢(0)) -~ (0) = df(a)- ¥ = 0. On en déduit que T, X C ker df(a).

On a donc ker dg(a) C ker df(a) et par le lemme 3\ € IR tel que df(a) = Adg(a).

Cas ou F est euclidien
Soit f,g: U — IR de classe C! sur U C E et E euclidien. On pose X = {z € U tel que g(z) = 0}.

Notons f/X la restriction de f sur X. Si f/X admet un extremum local en un point a € X et si Vg(a) # 0,
alors 3\ € IR tel que Vf(a) = AVg(a).

Démonstration 28 : En appliquant le théoréme ci-dessus, il existe A € IR tel que df(a) = Adg(a).
— — — — —

Vh € E(Vf(a)lh)=AVg(a)|h) douVh € E: (Vf(a)—AVg(a)|h)=0.

On en déduit que Vf(a) — AVg(a) € E+ = {0} et donc que Vf(a) = AVg(a).

Exemples

a) Déterminer un maximum et un minimum global de 23 + y avec (z,y) sur la sphére euclidienne canonique de R?.
Réponse : Posons g(z,y) = 2> +y*> — 1 et X = {(x,y € IR? tel que 22 + y> =1}, on a f et g C* sur IR? par T.G.
Vy(x,y) = (22,2y) # (0,0) sur X. Par le théoréme d’optimisation sous une contrainte, si (u,v) € X est un extremum

de f sur X alors il existe A € IR tel que
3u? = 2\u u =0 sinon \ = §u
Vf(u,v) = AVg(u,v) < (3u?,1) = A\(2u, 2v). < — 2
1=2\ 1 =2\

Siu=0,alorsv==let f(0,1) =1et f(0,—1) =—1.

3 1 1 1
Siu#0,alors A\ = —u = —, on adoncu=—. Comme (u,v) € X, — + v> = 1. On en déduit 4 valeurs de v :
2 2v 3v 9v2

+4/1/24+1/6V5 et +4/1/2 — 1/6+/5.

Avec une calculatrice, on trouve pour f(u,v) : —.9796036621,.9796036621, —1.172053752, 1.172053752.
1
On en déduit avec TBA que max f = f(————, \/1/2 —1/6V/5) = 1.172053752 et

31/1/2 —1/6V/5

min f = f(—;, —\/1/2 — 1/6V/5) = —1.172053752.
X 3,/1/2 - 1/6V/5

Remarque 1 : Donner une autre méthode pour déterminer ces valeurs.

On paramétre le cercle x = cost et y = sint puis on étudie la fonction p(t) = f(cost,sint). On trouve alors le
maximum pour tg = 1/2arcsin(2/3).

Remarque 2 : (0,1) est un maximum local. Pourquoi? Au voisinage de a, le couple (x,y) vérifie y > 0 et donc

f(z,y) = 23 + V1 — 22 au voisinage de a. Posons p(z) = 23 + /1 — 22 au voisinage de z = 0. ¢ est dérivable et ¢/(z) =
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x
——— ~ —x. On dresse donc le tableau de variations sur | — €, e[ : ¢ est strictement croissante sur | — e, 0] et ¢ est
V1—22 0

strictement décroissante sur [0, €].

b) ’L’exercice ccinp : EXERCICE 41 analyse‘

3z? —

Soit f I'application de R? dans R définie par f : (z,y) — 422 + 122y — 2.
Soit C' = {(z,y) € R?, 2% +y* = 13}.

1. Justifier que f atteint un maximum et un minimum sur C.

2. Soit (u,v) € C un point ou f atteint un de ses extremums.

(a) Justifier avec un théoréme du programme qu’il existe un réel A tel que le systéme (S) suivant soit vérifié :
du 4 6v = Ay

6u —v =M
(b) Montrer que (A —4)(A+ 1) — 36 = 0. En déduire les valeurs possibles de .

3. Déterminer les valeurs possibles de (u,v), puis donner le maximum et le minimum de f sur C.

¢) On munit M,,(IR) de sa norme euclidienne canonique : ||A|| = \/Tr(ATA).

Déterminer un minimum global de ||A|? sur SL, (IR) (c’est la contrainte). Y-a-t-il un maximum global ?

Réponse :

On cherche donc les extrémums de la fonction f définie par f(M) = ||[M||? sur I'ensemble X = {M € M, (IR) tel
que det M = 1}. Posons g(M) = det M — 1, on a f et g C' sur IR? par T.G. Vg(M) = ((fl)iﬂAi_j) # (0) sur X car
sinon comM = (0) et comme det M = 1, M est inversible et M ~! = com(M)T # (0).

Par le théoréme de d’optimisation sous une contrainte, si A € X est un extremum de f sur X alors il existe A € IR
tel que Vf(A) = AVg(A) < V(i,j) € [1,n]? : 2a;; = A(=1)TA;; <= 24 = decom(A) < 24 = \(A™HT =
2AT = NA7! <= 24T A = \I,,. Et dans ce cas en passant au déterminant : 2" det(A)? = 2" = A" donc A = £2. Or A = —2
est impossible car si ATA = —1I,,, en passant a la trace, on obtiendrait || A||*> = —n : absurde.

Donc A =2 et ATA = [,,. Dot les points extrémums A de f sont dans O; (R) et f(A) = n.

o T
N
N (o)

wied= d 0ol b= 3 {10) oL ()

Sob nyo\ T € Oc((e,n) (ga ex: n=lig)

On moty fue é((o)JSI;‘(m:)/((‘?),slnmm%F(ffﬂf’))
r l '-——_JJ

L, &9 W¢ ff)F(O/'I); !lﬂ*lﬂ)\bﬂ), 0 fn’f")”L" b

Oy K b Gomck Gy Jhm{f} bennd | e TOM,
38ESL Wale ) 1)\ m;g:}(k) :
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On en déduit que le point A = I,, est un extrémum de f et donc que f(A) = n.

Conclusion: H}}nf = n , atteint en tout point de O} (IR).

p

SRR

€ SL,(R) et f(Ap) =p?* — +oc.

p—r—+00

Concernant le max : Vp € IN*, 4, =

0 1
En conséquence f n’est pas bornée sur SL, (IR).

d) Soit n >2et f:R" = R, (21,...,2,) —> &1+ Zp. On note X = {(z1,...,2,) € RY) ;21 +-- -+ 2, =1}

1. Démontrer que f admet un maximum global sur X et le déterminer. Déterminer f(X).

2. En déduire I'inégalité arithmético-géométrique : pour tout (x1,...,2,) € R}, ona:| /oy -z, < arrrem
n
6°) Equation aux dérivées partielles du ler ordre (le a) est a savoir par coeur)
T . 1 of
a) | Déterminer les fonctions f: U — IR de classe C* sur U, un ouvert convexe tel que : Pl 0 sur U
x

0
b) Déterminer les fonctions f : IR? — IR de classe C' sur IR?, tel que : 8—:]; =z +y?|

or . o _
o yay_x

¢) Déterminer les fonctions f : IR? — IR de classe C! sur IR?, tel que : 2 + 42 | Pour cette équation,

on effectuera le CdV polaire x = rcosf et y = rsiné.
Méme question avec f : U = {(z,y) € IR? tel que z > 1} — IR.

a) Commencgons par un contre-exemple :

On considére U = R? — A oit A = {(0,%) , y > 0}. Il est clair que A est fermé (comme image réciproque....) et donc

que U est ouvert. Il est clairement étoilé par rapport au point (0, —1) et donc connexe par arc.

0 siy<0
On considére f définie sur U par f(z,y) =< —y? siy>0etz>0
y? siy>0etax<0

0
Montrer que f est de classe C! sur U et que |V(z,y) € U : a—i(m,y) =0\

Et pourtant f(z,y) n’est pas de la forme f(z,y) = p(y)!

Uﬁf&q]\ﬁ ouvhk (/\?(/f & m /@b{&)
. (7.7
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Théoréme fondamental :

Soit f: U € IR* — IR ou U est un ouvert | CONVEXE |de IR? et f de classe C sur U.

On suppose que | VY(z,y) €U : %(m,y) =0

Alors il existe un intervalle ouvert J C IR , il existe une fonction ® : J — IR de classe C' sur J tels que

| Y@y eU : flay) =9 |

Démonstration 29

kjy "
d

e Notons p: IR? — R, (z,y) — z et ¢ : IR> — IR, (,y) — y et posons
J:q(U):{yGIRtelqueEleIRet (a:,y)EU}.

Montrons que J est un ouvert connexe par arc de IR, donc un intervalle ouvert de IR.

% ¢ étant linéaire, elle est continue sur IR? et donc J est connexe par arc comme image de U connexe par arc car
convexe.

*x Vy € J, 3z € IR tel que (z,y) € U, donc il existe r > 0 tel que Br((x,y),r) C U pour la norme infinie canonique
de 2 (| (2, y)l|oo = masx(|al, [y])).

On en déduit que Vz € [y —r,y + 7|, (z,2) € Bp((x,y),r) C U et donc [y — r,y + 7] C J et J est ouvert.

e Soit yo € J, posons I,, = {z € IR tel que (z,y0) € U}. Montrons que I, est un ouvert convexe de IR, donc un
intervalle ouvert de IR.

* V(21,12) € I avec 1 < x et soit ¢ € [0,1].

On a (z1,y0) € U, (z2,y0) € U et (1 —¢)(x1,90) + t(x2,y0) € U car U est convexe.

Or (1 —t)(x1,90) + t(za,y0) = (1 — t)z1 + tx2,yo), donc (1 — t)zq + tae € Iy,.

« Vo € I, (x,y0) € U, donc il existe r > 0 tel que Bp((z,y0),7) C U (toujours pour la norme infinie).

On en déduit que Vo' € [z —r,xz + 7], (2/,y0) € Br((z,y0),r) C U et donc [x —r,x + 17| C I, et I, est ouvert.

e On considére la fonction ¢, : I,, — IR, z — f(z,y0)-

Par T.G. , @y, est de classe C* sur I, et Vo € I, : ¢}, (z) = %(l‘,yo) =0.

Comme [, est un intervalle, la fonction ¢, est constante sur I, : il existe Cy, € IR telle que Vo € I, : f(x,y0) = Cy,.

e Posons @ : J — IR , y — C)y et montrons que ® convient.

x @ est bien définie sur J.

«V(z,y) €U ,y€Jetaxel, donc f(z,y) =Cy = D(y).

* Montrons que ® est C'! sur . Probléme : Siy € J, ®(y) = f(z,y) avec = quelconque dans I, on ne peut donc
méme pas controler la continuité de P.

Cependant, soit yg € J et soit xg € I,, on a donc (x,yo) € U : il existe r > 0 tel que Br((xo,yo),7) C U.
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On a donc Yy € [yo — 7, y0 + 7| , 2o € I, et donc (y) = f(z0,y)-
0
On en déduit que ® est de classe C! sur Jyo — 7,90 + 7| et ®'(y) = a—f(xm Y).
Y

Conclusion: ’Il existe J C IR et il existe ®: J — IR, C! sur J , tels que V(z,y) €U : f(z,y) = ®(y) ‘
b)

On peut faire comme pour une équation différentielle standard linéaire : on cherche les solutions de 1’équation

homogeéne et on cherche une solution particuliére.

0 0
En effet si fi et fo sont solutions de cette E.D.P. alors % =z +y?et a—fQ =z +y°
Y Y
o(f1 — 0
On soustrait ces deux égalités , il vient M =0, donc f; — f5 est solution de I’équation homogéne : 6—9 =0/
Y Y

Conséquence, si fo est une solution particuliére , I’ensemble des solutions de I’équation est

SE ={fo+ g ou g est solution de ? =0}
Y

. ) . 0 .
+ Equation homogéne : grace au théoréme fondamental, comme IR? est convexe , g est solution de 99 _ 0 siet

dy
seulement si il existe ¢ : I = IR — IR de classe C! sur IR tel que ¥(z,y) € IR? : g(z,y) = p(z), ot I = IR est le projeté de

2 N
IR~ sur 'axe des abscisse.
3

* Une solution particuliére est fy(z,y) = 2y + % (on a intégré par rapport a y).

Conclusion:

3

SE:{ f:IR2—>]R,(:c,y)'—>xy+y§+cp(x) , p:R—R et C!' sur IR}

Remarques importantes :

e [’ensemble des solutions de cette E.D.P. linéaire du premier ordre est un IR-ev de dimension infinie!

e Une solution f de cette équation ne sera pas fixée par la valeur de f en un point mais en une infinité de points.

c) i) Soit f une solution de classe O sur IR? de I’équation | (E) : x% + yg—; =a2? 49
Soit ¢ définie par g(r,0) = f(rcosf,rsind), par TG g est C sur IR%.
On a: %(n 0) = %(rcos@,rsinﬁ) X cos 0 + %(rcosﬁ,rsinﬁ) x sin @, donc
r%(r, 0) = rcoseg—i(rcos&rsine) + rsin@%(rcos@,rsin@), donc T%(T, 0) =1r2|.
On a donc Y(r,0) € IR? | si  # 0 alors %(r, 0)=r

dg

0 0
Or 8—9 est continue sur IR?, donc V0 € IR , (0,0) = lim a—g(r, 0) = limr = 0.

r or r—0 Or r—0
# #

On en déduit donc que : | V(r,0) € R? : ?(r, 0)=r|.
r

Comme IR? est convexe, il existe une fonction ¢:IR — IR, de classe C' sur IR tel que :
2

Y(r,0) € R? : g(r,0) = % + () = f(rcosf,rsind).
2
Fixons 0 € IR et faisons r =0 , g(0,6) = % + (), ce qui donne ¢(0,0) =0+ p(0) = f(0,0).
2
On en déduit donc que ¢ est constante sur IR et donc qu’il existe k& € IR tel que V(r,0) € R? : g(r,0) = % + k.

5 5 x =rcost o
Comme Y(z,y) € IR* , 3(r,0) € IR” tel que , on en déduit que
y=rsind
2 2, .2
f(z,y) = f(rcos@,rsinf) = g(r,0) = % + k= z —;—y
% 4+ 92 L. . . 2
+ k, alors on vérifie facilement que f est solution de (E) sur IR

+ k.

Réciproquement , si f(x,y) =

22+ g2
2

Conclusion: SE:{ f:IR2—>IR7(:E,y)%> +k k‘E]R}

0 0
ii) Soit f une solution de classe C'! sur U de I’équation | (E) : xa—i + ya—i =22+ 7.
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xr =1rcosf

Comme pour 'équation précédente, on passe en polaire V(x,y) € U , 3(r,0) € IR? tel que
y=rsinf

Déterminons les domaines de r et §. Pour cela on commence par faire un dessin puis comme toujours (en physique)

onprendr>0,commex>1,7”>Oet0€]—g,g[.

La condition x > 1 devient rcosf > 1 <= r >

cosf’
xr =rcosf
En résumé le domaine U est défini par e 1
=rsind el ——,—|et
y = rsin €] 2,2[6 T>cos9
X y
P
-y - /
X ;
\ -5 0 N
\d K 2| ¢
: U

On dessine V (avec les axes (O0r)). On en déduit que V_est convexe comme épigraphe de la fonction h définie par
1 25sin(0)? )2
I[ _ (28in(6)” + cos(9)") > 0 et donc h convexe.

L I g, 5 et dont la dérivé seconde est h'(0) = cos(0)?
1

Si on pose v : Rx] — g, g[—> R, (r,0)—r— oy alors on a V = y71(]0, +-00[) et comme 7 est continue par

cos

T

TG, V est un ouvert relatif a Rx| — g, g[ - il existe Q un ouvert de IR? tel que V = Q NIRx] — 33

h(0) =

[. Or un produit

71' . . .
d’ouvert est un ouvert , donc Rx] — X 5[ est un ouvert de IR? et par intersection finie d’ouverts, V_est ouvert.

Avec les notations de la résolution du premier cas, la fonction g définie par g(r,0) = f(r cosf,rsin @) est par TG C*

T 1
V:{ ,0) € IR? tel 0el— =, ~[etr> }
sur (r,0) el que 0 €] 5 2[6 r>—
Les calculs sont rigoureusement les mémes et on obtient donc que f est une solution sur U de I'équation (E) :

x% + yg—f =22 +y* siet seulement si g est solution sur V de I'équation | (E’) : ?(r, 0)=r|
x Y r

i
Comme V est convexe, par le théoréme fondamental il existe une fonction ¢ :] — 57

[— IR, de classe C! sur

NN

2
J =] - g, g[, tel que : V(r,0) € V : g(r,0) = % + ¢(0) = f(rcosf,rsind).
Maintenant , il faudrait déterminer ’expression de f(x,y) en fonction de = et y (et non a l'aide de r et 0).

Posons® : V. — U

(r,0) — (rcosf,rsin)
Onag= fo® et comme ® est de classe C! sur V (et méme sur IRQ), on a l'implication : f solution de classe C'!

sur U de l'équation (E) g solution de classe C! sur V de (E’).
Pour avoir ’équivalence et expression de f, déterminons ®~! et montrons qu’elle est aussi de classe C! sur U :

. T = rcosb
1 T
=rsinfd fel——=, =
y=rsm ] 272 cos

T
alors r = \/m et comme z # 0, Y — tan@ et comme 0 €] — 5
x

[etr>
=tanf <= 0= arctan(g),
x

[,

[N
SEES
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on en déduit que :
& 1. U — %4
(z,y) +—— (\/.132 + 9?2, arctan(%) )

2 2, .2
Enfin on : f(z,y) = f(rcosf,rsind) = g(r,0) = % +p0) = * —2|—y +<p<arctan(g) )
x

De plus comme arctan est bijective , de classe C' et de réciproque aussi de classe C*,

g[—> R declasse Ct sur R} = {¢, ¥ : IR — IR de classe C! sur IR}.

{poarctan, ¢:J =] — g,

Conclusion:

2 2
SE:{ f:U—)IR,(x,y)'—>%+w(%) , 1 : IR — IR de classe C' sur IR }

C) DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE k> 2 I

1°) Dérivées partielles d’ordre 2

Soit U un ouvert de E , B = (eq,...,e,) une base de E, et f une application de U dans F.

Définition 1 : On dit que f admet une dérivée partielle d’ordre 2 par rapport & x; et z; en a € U (relativement

of
0 (ax)
—\a

.0 : . : .
a la base B) si 97 existe sur un voisinage ouvert de a et admet une dérivée partielle en a par rapport a z; :

2 2 2
Cette dérivée est notée : 82-8];]» (a) ou 0; ; f(a) et 825@ (a) est noteée : gxéc(a)
Définition 2 :
°f
f est de classe C? sur U si V(i,5) € [1,p]?, existe et est continue sur U.
8xi8:z:j
Théoréme de Schwarz :
2 2 2 2
Si f admet des dérivées partielles secondes 82 aij et afj (;;Z qui sont continues en a , alors az ng (a) = 39?;(;;: a

Corolaire important : si f est C? sur U, on a I’égalité précédente en tout point de U.

Démonstration 30 : On va SNALGer !

e Quitte & prendre les fonctions coordonnées, on peut se ramener (SNALG) & une fonction f & valeurs dans IR.
. . - —
e Quitte a faire un retour en 0 avec z — f(a + x), on peut donc (re-SNALG) supposer que a = 0

e Soit (i,) € [1,p]?, on va étudier 'expression (x, y) = fx1, 22,23, .., T 1, X, Tig 1y L1, Y Tl e Tp)-

On peut donc (re-re-SNALG) considérer f de deux variables : ’ (z,y) — f(z,y) ‘

e Etudions la fonction ®(z,y) = f(x,y) — f(z,0) — £(0,y) + £(0,0), Comme f admet des dérivées partielles secondes
continues en (0,0), ® aussi.
Regroupons les termes de ®(z,y) de deux maniéres :

« D(a,y) = [F@,y) — f@,0)] = |£(0,9) = 7(0,0)], si on pose ¢(2) = f(2,) ~ f(2,0), on a alors

O(x,y) = {(p(m)} — [@(0)} =(x—0)¢'(c) = (x—0) {g—i(c, y) — g—i(c, O)} =(x—-0)(y—0) [aa;gx (e, d)} , avec c entre

x et 0 et d entre y et 0.

On en déduit par le théoréme d’encadrement (lorsque = et y tendent vers 0, ¢ et d aussi (pour étre trés rigoureux,

on pourra faire un raisonnement avec € > 0 exactement comme le théoréme T.L.D.) que :

o D(x,y)  OPf
0wy oygor
x#0,y#0
« @(@,y) = [f@,y) = F0,9)] = [£(@,0) = £(0,0)], si on pose ¥(y) = f(z,y) = F(0,), on a alors

2(r) =[] - [0] = - 000 = - 0[S .0 - L .0 = - 0w - [ L @] avee e entre

x et 0 et d entre y et 0.
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D(x,y)  O*f

On en déduit de méme que : (Z};?L() w = 8?53/(0’ 0).
x#0,y#0
(.1 2 ¢ 2 ¢
On conclut par unicité de la limite (IE/I)ILO (Z;Ll’ly) : (’ic(gy (0,0) = 8834535 (0,0).
z#0,y#0
2°) Dérivées partielles d’ordre k > 2 - Fonctions Ck

Définition 1 : On a la méme définition, (par récurrence) que pour les dérivées partielles secondes, pour définir les

dérivées partielles d’ordre k. I1 y a donc p* dérivées partielles d’ordre k pour une fonction de p variables.

k
PI (a) ou 80, f(a)

dwj, - - O,

Notation :

Définition 2 : On dit qu'une fonction f est de classe C* sur U si f admet toutes ses dérivées partielles d’ordre
k et si toutes ces dérivées partielles sont continues sur U.
Définition 3 : On dit que f est de classe C™ sur U si f est de classe C* sur U pour tout entier k.

Proposition 1 :

Si f est de classe C* sur U , alors elle est de classe C'* sur U pour tout i < k|,

31 : On démontre la proposition par récurrence descendante. Supposons que f soit de classe C'? avec

1 <i < k et montrons que f est C*~! sur U.

Toutes les dérivées partielles d’ordres ¢ — 1 existent sur U. Toutes ces dérivées partielles admettent des dérivées
partielles d’ordre 1 et qui sont continues sur U car ce sont des dérivées partielles d’ordres 1.

Par le théoréme fondamental, ces dérivées partielles d’ordres ¢ — 1 sont de classe C! donc continues sur U et donc f
est de classe C i1,

Proposition 2 :

’ f est de classe C* sur U SSI toutes les dérivées partielles de f d’ordre 1 existent et sont de classe C*~1 sur U |.

32

= | D’aprés la proposition précédente, si f est de classe C*, alors f est C' sur U et donc toutes ses dérivées
partielles d’ordre 1 existent. Ces dérivées partielles d’ordre 1 admettent des dérivées partielles d’ordre k — 1, ce sont les
dérivées partielles d’ordre k de f qui sont continues sur U, donc les dérivées partielles d’ordre 1 de f sont de classe C*~1
sur U.

<= | Toutes les dérivées partielles d’ordre k& de f sont des dérivées partielles d’ordre k — 1 des dérivées partielles
d’ordre 1 de f , on en déduit donc que f est C* sur U.

Proposition 3 : Théoréme de Schwarz

ok f ok f

Si f est de classe C* sur U, alors pour toute permutation o € Sy, : a) = ————
axf’(il) T axf’(jk) ale T axjk

(a)

33

Par le théoréme de Schwarz, c’est vraie pour toute transposition o = (i j) et comme les transpositions engendrent le
groupe symétrique Sk, c’est vrai pour toute permutation de Sy.
Conséquence : Nombre de dérivées partielles d’ordre k si dimFE = p.
34

Sans le théoréme de Schwarz, les dérivées partielles d’ordre k sont de la forme

oFf

a)ou (jy,-..,jk) € [1,p]"
o ,.,%jk( ) ot (ji,.- -, jk) € [1,7]
, il y a donc dérivées partielles d’ordre k.

of —(a) , ou (s1,...,8,) €

Avec le théoréme de Schwarz, les dérivées partielles d’ordre k sont de la forme = FyeT
1/‘1 ... xp

[0, k]P et tel que sq + -+ + s, = k.

Par exemple pour une fonction de 3 variables : z,y, z une dérivée 10-iéme de f est par exemple
alOf 610f alof 810f 810f alOf
Ox30y202° (a) ou 05 dy3 022 (a) ou 0x80y2020 (a) = 0x89y? (a) ou 0x199y0920 (a) = oz 10 (a)
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C’est un classique du dénombrement :
A un p-uplet (sq,..., sp) € [0, k]? tel que s1 + ---+ s, = k , on associe bijectivement le p — 1-uplet :
(s1+1,s1+s2+2, s1+S2+s3+3, ...,81+82+-+8s_1+p—1)

k+p—1
Or le nombre de p — 1-uplets : 1 <41 < iy <--- <ip_1 <p— 14k est exactement ( tr 1 >
p—

+p—
p—1

k
Conclusion: Il y a donc ( > dérivées partielles d’ordre k pour une fonction de p variables |.

Proposition 4 :

La notion de classe C* sur U ne dépend pas de la base B choisie |

35

On sait que si une fonction admet des dérivées partielles d’ordre 1 pour une base donnée et que ces dérivées partielles
sont continues alors elle est différentiable et donc admet des dérivées partielles continues pour tout autre base.

Théorémes généraux :

Si f et g sont de classe C* de 'ouvert U C E dans F avec k € INU {oo}, si A € IK , B est bilinéaire alors :
i) \f+ g declasse C¥ sur U ,

ii) B(f,g) et donc f x g, (f|g)... de classe CF sur U ,

iii) ho f de classe C* sur U (avec h de classe C* de V. C F et f(U) C V),

iv) Si f est une fonction & valeurs dans IR ou €, alors fg est aussi de classe C* sur U.

1
v) Si f est une fonction & valeurs dans IR ou € et qui ne s’annule pas sur U, alors — est aussi C* sur U.

f

vi) Enfin tout cocktail constitué des fonctions usuelles (exp, cos, arctan,ln, ....) , des fonctions polynomiales,

des signes +, —, X, /, 0, \/~ sont de classe C*° sur leur domaine de "dérivation"

36

i) Evident pour \f +g¢
ii) On démontre la proposition par récurrence.

% C’est vrai si k =0 (voir E.V.N.)
3B(f, 9)

Lj

OB0) (9

+ Rappel : () = B(af](x) g(@)) + B(/(@), (%"j(x)) ot done 2 o o 9)+B(/, 3x]> :

% Supposons que ce soit vraie pour k — 1, soit f et g de classe C'* sur U avec k > 1.

D’aprés le rappel , la proposition 1 et I'hypothése de récurrence, B( : ) et B( ) sont de classe C *~1 sur
U.

Puis par linéarité B(;ﬂi ) + B(f7 ) = (w est de classe C *~1 sur U.

On conclut avec la proposition 2 que B(f, g) est de classe C*.

iii) On démontre la proposition par récurrence.

% C’est vrai si k =0 (voir E.V.N.)

% Supposons que ce soit vraie pour k — 1, soit f et h de classe C' ¥ avec k > 1.

Soit C = (€},...,e,) une base de F et fi,..., fn les fonctions coordonnées dans la base C de f.

On peut donc identifier ho f(z) a h(fl( ), ...,fn( ) -

ofi
Par la régle de la chaine , on a : Z &fj <8yi o f)
af; oh
Les dérivées partielles fi et sont de classe C*~! par la proposition 2 et comme f et h sont de classe C*, elles

8$j 8y1

sont aussi de classe C*—1.

oh
On en déduit par hypothése de récurrence que les dérivées partielles o o f sont de classe C*~1.
Yi
d(ho f)
0

i

Par somme et produit (c’est les i) et ii)) , les dérivées partielles sont de classe C*~1.

On conclut avec la proposition 2 que ho f est de classe CF.
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iv) Immeédiat avec le ii) et B(z,y) = xy sur €, bilinéaire.

v) On applique le iii) avec h(t) = % de classe C* sur C*.

vi) On applique les régles i) , ii) , iii) , iv) , v) .

Définition 4 : Soit U, un ouvert de E .

CHU,F) = {f:U—>F7 f de classe C¥ sur U } et Ck(U):{f:U—>IR, f de classe CX sur U }

Théoréme : | ( C*(U), +, -, x ) est une IR-algébre

Démonstration 87 : Exercice facile avec les théorémes généraux.

Exemples :

. NG .
a) f définie par f(z,y,2) = sin(zy) + eV? + arctan(z + y + 2)

est, par T.G., de classe C'*° sur

x4+ 2y + 3z
U={(z,y,2) €IR* tel que x+2y+32#0et z2>0 }.
+oo
b) f(z,y) = Z an(z 4 iy)" est C= sur U = D,(0, R) € IR? (pour |2 norme euclidienne canonique de IR? et R le
n=0
o : Y P Pf
rayon de convergence de la série entiére) et montrer que f est harmonique, c’est-a-dire que Af = Tz + — B, =0sur U.

Réponse :

Montrons d’abord que f est C! sur U.

Fixons y €] — R, R[ et posons uy,(x) = an(x + iy)".

uy, est de classe C! sur [ :} —/R? —y2,\/R? - yQ[ et Vo € I : v (z) = nap(z +iy)" L.

+o0 +00
Onavrel Zun(x):Zan(x—i—iy)":f(x,y).
e (3" uy) converge gimplement sur [ carsiz €I, |z +iy| < R.
e u,, est de classe C! sur I par TG,
e (HD) :
Va>0eta<+/R2—y2 |, Vac[-aa : [u () <nla|(v/22+9y2)" " < nlan|(v/a? +42)" ' = a,.
Comme \/Wy2 < R, (3_ a,) converge (la série dérivée d’une série entiére a le méme rayon de convergence : R) et
il y a donc convergence normale de (> ul)) sur [—a, al.

On peut donc appliquer le théoréme C! sur les séries de fonctions

La fonction x — f(x,y) est donc dérivable en tout point de I et —(z,y) Z u, Z nay (x +iy)" !
“+oo

On a vu que l'application z € D,(0, R) — Z anz" était continue sur D, (0, R) (cours sur les séries entiéres). On
n=0

. af .
en déduit que e est continue sur U.
x
of -1
On a la méme chose pour —= qui est continue sur U et —(z,y) Z i nay(x +iy)" .

dy

On en déduit que f est de classe C'! sur U ainsi toute fonctlon série entlere est de classe C'! sur sur son disque (ouvert)

of of . o T A . .
de convergence. En conséquence —— et —— 8 qui sont définies par la série entiére (de méme rayon) sont aussi de classe C'" sur

Oz

U et donc f est de classe C? sur U. Par récurrence , si toute fonction définie par une série entiére est de classe C* sur U,
0 0
elle est de classe C'! sur U et ses dérivées partielles a—f et —f sont donc de classe C* et donc f est de classe C**! sur U.
€z Y
Conséquence :

62
AN =54

2f +o00 +oo

(z,y) + w(x,y) = Z n(n — an(z +iy)" 2% 4 Z nay(z +iy)" 2 =0 (1 +i? = 0).
n=2 n=2
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3°) Equations aux dérivées partielles d’ordre 2

Exercice :

a) Déterminer les fonctions f: U C IR? — TR de classe C? sur U, un ouvert convexe non vide tel que :

P
= sin(z) + 7x arctany sur U |
dxdy
Réponse :
. . 2 . O*f .
Soit f une solution de classe C* sur U, solution de (E) : 920y = gin(x) 4+ 7rarctany sur U |

of
Jy

Comme pour les EDP du premier ordre, comme U est convexe, par le théoréme fondamental, il existe J = ¢(U)

0
Posons g(z,y) = =—(z,y). On a g qui est de classe C! sur U et solution de (E’) : a—g = sin(x) + 7w arctany sur U.
x
intervalle ouvert de IR (notation de la démo. du théoréme fondamental du B6°) ) et il existe ¢ : J — IR de classe C*

2

sur J telle que V(z,y) € U : g(x,y) = — cos(z) + 7% arctany + (y) (solution particuliére : on intégre par rapport a x +
) 2

solution générale de ’équation homogeéne). On a donc V(z,y) € U : 8—f(x, y) = —cos(x) + 7% arctany + ¢(y).

Y

On refait la méme chose : comme U est convexe, par le théoréme fondamental, il existe I = p(U) intervalle ouvert
de IR et il existe ¢ : I — IR de classe C'! sur I telle que V(z,y) € U :

flz,y) = —cos(z)y+ 72 (y arctany — — ln(y +1)) +/ o(t) dt+1(z) (solution particuliére : on intégre par rapport
a y -tsolution générale de I’ equatlon homogene) ou l'on a chgisit belJ.

y
Comme ¢ est de classe C, y — / t) dt est de classe C? sur U (MPSI). Posons ®(y) = / p(t)dt .
b

2
On a donc Y(z,y) € U : ¥(x) = f(z,y) — [f cos(x)y + 7%(3/ arctany — %111(342 +1))+ @(y)} et par T.G., ¢ est de

classe C? sur U . On en déduit que

)
Sg = {f c(x,y) € U — —cos(x)y + 7%(yarctamy — %ln(y2 +1)+P(y) + (),

® de classe C? sur J et 1) de classe C? sur I}

b) Déterminer les fonctions f: U C IR? — IR de classe C2 sur U, un ouvert convexe non vide tel que :

32
a—;; =0sur U|
Réponse :
: . ) . *f
Soit f une solution de classe C* sur U, solution de (E) : | -5 =0sur U |
oz
of 1 39
Posons g(x,y) = o —(z,y). On a g qui est de classe C* sur U et solution de (E’) : == =0 sur U.

Comme pour les EDP du premier ordre, comme U est convexe, par le théoréme fondamental, il existe J = ¢q(U)
intervalle ouvert de IR et il existe ¢ : J — IR de classe C! sur J telle que V(x,y) € U : g(z,y) = ¢(y).

On a donc Y(z,y) € U : %(m‘,y) =p(y)

On refait la méme chose : comme U est convexe, par le théoréme fondamental, il existe J = ¢(U) intervalle ouvert
de IR et il existe 1 : J — IR de classe C! sur J telle que V(z,y) € U : f(z,y) = p(y)x + ¥(y) .

Ici ¢ et 9 ne sont & priori que de classe C'!, cependant comme U , I = p(U) et J sont des ouverts non vide, ils sont
infinis : soit (a,b) € I% tel que a # b :

Vy € J: fla,y) = py)a+P(y) et f(b,y) = @(y)b+1(y). On en déduit que

vye oty = POV IOD) oy e ) = fam) - ptw)a.

a—b
Donc, par T.G. , ¢ puis ¢ sont de classe C? sur J. On en déduit que

‘ SE:{f:(x,y)eU,(x,y)»—><p(y)x+¢(y)7goet1/)de classe C? surJ} ‘
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D) OPTIMISATION : ETUDE AU SECOND ORDRE I

Dans ce paragraphe D, E = IRP muni de sa structure euclidienne canonique. Toutes les dérivées partielles le seront
par rapport a la base canonique de IRP.

1°) DL a I’ordre 2 : Formule de Taylor-Young

Théoréme
Soit f: U C IR” — IR de classe C? sur l'ouvert U C IR?. Soit a € U et soit h = (h1,...,h,) € R? tel que a +h € U.
On a alors | f(a+ h) = )+ ; h2—|—2 ) hihj | +o h?
f Z Z Z o ()

Démonstration 38 :

0,1] — R

t— fla+th)
Posons a = (a1, ...,ap), comme h = (hq,...,hy), on a alors ¢(t) = f(a1 +thy,...,ap + thy).

Considérons la fonction ¢ d’une seule variable : ¢ :

On a par T.G. ¢ qui est de classe C2 sur [0,1] et V¢ € [0,1] :
/ LY / LAy
t) = E — th) hj et ¢"(t E g th) hih;
) g 81)7 (a’ + ) J et @ ( ) . axzax] (a + ) J

1
Ecrivons la formule de Taylor-Reste-Intégrale pour ¢ entre 0 et 1 : (1) = ¢(0) + ¢'(0) +/ (1 —t)¢"(t)dt. Donc
0

rp P
fla+h)= +Z / 1_t22868x (a+ th) hih;dt =
J

Jj=11i=1
P PP 2
of Orf
= ——(a) h; hih; 1 —1 th)dt.
2 2 2
Or pour tout couple (4,j), la fonction iéij est continue en a, donc Vx € U : afing = (%Zaij (a) + oy j(x)

avec ;1_>ma a; j(x) =0.

flath) = flo)+ 30 5@ b+ 30 hity [

1(1 t)( 0 (a) +a,;,j(a+th)> dt

= =1 im1 0 8331830]
:f(a)+zﬁ(a)h»+zp:zpj hih; =2 (a )/ (1-1) dt+zz hih; / e (a+ th)dt
— Oz T L ! 8@533 b
j=1 7= 1 1=1 Jj=11i=1
:f(a)Jriﬁ h; + Zhl +ZZ hh/ — t)ay ;(a + th)dt. Soit € > 0, pour tout
j:la jlll ]81'61‘ j=11i=1 ’
couple (7,7), il existe un n; ; > 0 tel que pour tout = € U, ||z — al|oo < 7i,; = | ()| < e. Soit n = 1<n_1i_n< (m:,5), on a
ILIKP
n > 0 et si on prend ||h]|o <7 alors V¢ e [0,1], |a; ;(a+th)| <e. On a donc
P P PP 1
ZZ hh/ —t)a; j(a+th)d Zme/ (1= t)]oij(a+th)| dt <> |hlZ, / (1 —t)edt.
j=11i=1 j=11i=1 j=11i=1 0
1
On a donc hih; / «; +th)dt| < p?||h zofs On en déduit donc que
>3 (o o)t < ’
Z Z hih; / t)ay j(a+th)dt = o(||h||%,). Ce qui finit la démonstration.
Jj=11i=1

Remarque : Ce DL est unique. Démonstration 39 exercice.

Remarque (mnémotechnique) : Pour retrouver ce DL, on pose H = Z 8f (a) h;. La différentiabilité de f s’écrit
7j=1
H?
fla+ h) = f(a) + H + o(h). Le DL a lordre 2 s’écrit f(a + h) = f(a) + H + > + 0(Hh||2)7 avec H? qui se développe &

partir de H comme si ¢’était un produit, c’est ce que 1'on appelle la puissance symbolique de H. On utilise les régles

, af af o2 f of S
" o pn n [ Y . "
suivantes &Ez( a) h; x ax]( a) hj = Ty (a) hih; " et o, (a) h;j =~ oz 2( a) h;
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Enfin on rappelle que (a; +--- 4 ap)* = af +--- + a2 + 2 Z a;a;
1<i<jsp
2°) Matrice hessienne

Définition :

Soit f de classe C? de U C IRP. On appelle matrice hessienne de f en a et notée Hy(a),
02
) .
O0z;0x; (i,§)E[1,p]>

la matrice de M,(IR) : (

Remarques : D’aprés le théoréme de Schwarz, la matrice hessienne est symétrique et Hy(a) = J vy(a) .

Exemple : Déterminer la matrice hessienne de f en a = (z,y, z) définie sur IR? par

2 4 5
flx,y,2) = 22 +2y? + 322 + dvy + 5z2 + 6y2. Réponse : |4 4 6
5 6 6

Expression du DL a 1’ordre 2 avec la matrice hessienne

Soit f : U € IR? — IR de classe C? sur I'ouvert U C IR”. Soit a € U et soit h € IR? tel que a + h € U.
. 1
) fla+h) = fla)+ (V(a)lh) + 5(Hs(a) - hlh) +o|[A]|?)
1
) fla+h) = f(a) + V(@) h + BT Hy(a)h+ of 1))

40
En vertu de I'expression du produit scalaire dans une base OTN : (Z|7) = XTY, on a i) <= ii).

On a grace a Taylor—Young :

h) L0 h3 O hih hl?

fla+h) +§j Yyt g (D@42 3 g bty | ol
j=1 1<i<j<p

Comme la base canonlque de IR? est OTN (pour sa structure euclidienne canonique!) ,

0 0
Vi(a)= (ajl( ), ..,&LJ_C( )) et donc Vf(a)Th = Z f a) hj.
P
o*f 0% f
0x10x1 (@hy -+ 0x10z, (a)hy
Ensuite H¢(a)h = , puis
0 f 0 f
O0x,0x1 (@hy 4+ 0z p0zy (a)hy
2 a2f 2f 82f
T f— DRI .. ...
W Hp(a)h = hl[a oy Wit et (9x10xp (@hy] 44y {ampaxl( Whit et g o, )
P
0? f 2
) hj+2 Z ) hih; (avec Schwarz).
j= 8 1<i<j<p xlam]

3°) Application aux extremums d’une fonction

a) Condition nécessaire d’extremum local

Proposition :

Soit f: U c IR” — IR de classe C? sur I'ouvert U. Soit a € U. On suppose que f a un minimum local en a.

Alors a est un point critique et la matrice hessienne | Hy(a) € S (IR) | (matrice symétrique positive).

41
On sait déja que a est un point critique. On a donc avec Taylor-Young,
1 1
f(a—|—h)hjof(a)+§hTHf(a)h+0(||h||2). Posons | Q(h) = hTH(a)h |, on a donc f(a+h)— f(a) = iQ(hH— |h]|%e(h).
Supposons qu’il existe un vecteur zo de IRP tel que Q(zo) < 0 alors YA > 0, Q(Azo) < 0. On choisit un Ay assez petit pour

que a + Agzo € U. On pose alors hg = Aoz, done Q(hg) < 0 et donc V¢ € [—1,1],
1 1
fla+thg) — f(a) = itQQ(hO) + 2| hol|%e(tho) Kol §t2Q(h0) < 0. Donc pour ¢ assez petit non nul on a
—
fla+thg) — f(a) < 0 donc f(a+thy) < f(a) ce qui contredit le fait que f présente un minimum en a.
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Conclusion : | Vz € R” : 2THy(a)z >0 : Hy(a) € S;f (R)

Proposition bis :

Soit f:U Cc IR” — IR de classe C? sur 'ouvert U. Soit a € U. On suppose que f a un maximum local en a.

Alors a est un point critique et la matrice hessienne | Hy(a) € S, (IR) | (matrice symétrique négative).

Avec A€ S, (R) <= VreR! XTAX<0 <+ -4eSi(R)

Remarque : Ces conditions nécessaires ne sont pas suffisantes. En effet si on considére la fonction f définie sur IR
par f(z,y) = y> et a = (0,0) alors en ce point H¢(a) = (0) (qui est bien positive!) et pourtant f ne présente pas en a de
minimum local : f(¢,t) — f(0,0) est du signe de ¢ pour tout ¢ aussi petit soit-il.

Cependant on a la réciproque si la matrice hessienne est définie positive :

b) Condition suffisante d’extremum local

Théoréme :

Soit f: U Cc IR — IR de classe C? sur 'ouvert U. Soit a € U, un point critique de f.

On suppose que la matrice hessienne de f en a est définie positive : Alors f a un minimum local strict en a.

42
Posons Q(h) = hTH¢(a)h, on a toujours grace a T.Y. :
1
fla+h)— f(a) = 5Q(h) + ||h]|*e(h), ot || est une norme fixée de IR”.

Si Hy(a) est définie positive alors elle définit un produit scalaire : T Hy(a)y et donc une norme sur R” :
N(z) = /Q(z). Comme IR? est de dimension finie, les 2 normes || et N sont 2 normes équivalentes : 3o > 0 et 5> 0
tel que Vz € IR” : afjz| < N(z) < f|z[| donc o?[|z]]* < Q(x) < B%[lz]*.

VYh € R? (tel que a+h € U), fla+h)— f(a) > <1a2 + s(h)) |2

2
2
Comme lin%] e(x) =0, il existe n > 0 tel que Vh € IR?, ||h]| < n = |e(a)] < % et donc
x—
1, o? o At
VIhl < . fla+m) - F@) > (302 = %) JhlE = S g > 0.

Conclusion : V||| <1 ,h #0 = f(a+h)> f(a) : f a un minimum strict en a.

Théoréme bis :

’Si la matrice hessienne de f en a est définie négative, alors f a un maximum local strict en a |

c) Etude de la matrice hessienne dans le cas F = IR’

Soit f: U ¢ IR* — IR de classe C? sur I'ouvert U et soit a € U. On définit les notations de Monge :

_of _*f o*f

B t—a2f r oS
_Fy(a),r—@(a),S— 8x8y(a)’ —67y2

(a) ot Hy(a) =

D, q77”,87t1p=8*(a)7q

Le DL a l'ordre 2 de f en a s’écrit donc, avec h = (hy, ha) € R? tel que a + h € U,

1
fla+h)=f(a)+phi+qhy+ 5(r hi + 25 hihy 4+t h3) + o(||h]|?)

La condition " a est un point critique " s’écrit donc . Dans ce cas le DL s’écrit :
1 1
Flath) = () +0+ 5Q0) + ol []*) = f(a) + 5Q(h) + o([[a]) avec| Q(h) = rh} + 25 hihy + th3 ]

’ Cherchons une CNS sur r, s, ¢ pour que Hy(a) soit définie positive. ‘

Hy(a) est définie positive si et seulement si son spectre est inclus dans IR’ . Si on note A et u ses 2 valeurs propres,

A>0etp>0] <= [Au>0et A+ pu>0] <= [det Hf(a) >0 et Tr(Hys(a)) > 0].

exercice

On a donc quatre cas :

* Si [det Hy(a) > 0 et Tr(Hs(a)) > 0] alors Hy(a) est définie positive.
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% Si [det Hy(a) > 0 et T'r(Hy(a)) < 0] alors Hy(a) est définie négative.

% Si [det Hy(a) < 0] alors Hy(a) n’ est ni positive ni négative. Ju € IR?* : Q(u) < 0 et Jv € IR* : Q(v) > 0.

* Si [det Hy(a) = 0] alors Hy(a) est [positive sans étre définie positive] ou [négative sans étre définie négative].

Résumé : Théoréme de Monge :

Soit f: U c IR? — IR de classe C2 sur 'ouvert U. Soit a € U un point critique de f.

Si ’rt —s2>0etr+t> O‘ alors f a un minimum local strict en a.

Si ’rt —s2>0etr+t< 0‘ alors f a un maximum local strict en a.

Si alors f a un point col en a.

Remarques :

i) Dans le cas rt — s> = 0, on reprend l'expression f(a + h) — f(a) (sans le DL bien stir!).

ii) Dans le cas out E # IR?, on étudie le signe en un point critique a, de f(a+h)— f(a) = %Q(h) +o(||h||?), notamment
en étudiant la positivité ou négativité de Q(h) (que 'on obtient par exemple en cherchant les valeurs propres (revoir le
théoréme spectral)).

Exercices :

a) Déterminer les points critiques et leur "extrémalités" (local/global -strict ou non) de f; définie sur IR? par

filw,y) =2 +y* , falzy) =23+, falwy) =2 -2 +ay . fa(z,y) = 2%+ 3zy® — 1520 — 12y,
f5(@y,2) =2+ + 22 +ay+azt+yz+2°  ,  folz,y) =2t +y* —day
Réponses :

Dans les 6 cas, les fonctions sont C? (et méme C*) sur IR? ou IR® par T.G.

o, Vfi(z,y) = (423,493), on a donc a = (0,0) unique point critique de f;. La matrice hessienne en ce point est

0 0
Hy (a) = . On ne peut donc pas conclure avec les conditions de Monge, cependant il est clair que a est un minimum

0 0
global strict. Enfin il n’y a aucun maximum local ou global.

o Visy(z,y) = (32%,4y%), on a donc a = (0,0) unique point critique de f;. La matrice hessienne en ce point

0 0
est Hy,(a) = . On ne peut donc pas conclure avec les conditions de Monge. Montrons que a est un point col.

0 0
1 1
up =(—,0) — (0,0) et Vn € IN*, fo(u,) >0 et v,=(——,0) — (0,0) et ¥n € IN*, fo(u,) <O0.

n n—-+oo n n—-+oo

1
o3 Vfs(z,y) = (2z +y,—6y? + x), on a donc deux points critiques : a = (0,0) et b = (ﬂ’ fﬁ)
Ensuite Hy, (a) = . Comme le déterminant vaut —1 < 0, a est donc un point col.
0
21 ) )
Enfin Hy, (b) = . Comme le déterminant vaut 1 > 0 et la trace 3 > 0, b est donc un minimum local strict.
11

b n’est pas un minimum global car f3(0,y) T) —oo et donc il existe yg € IR tel que f3(0,y0) < f3(b) — 1.
y——400

e, On trouve facilement 4 points critiques : a = (2,1) , b= (1,2) , ¢ = (-1,-2) , a = (-2, —1) puis Monge.

4 4 4
o5 Vfs(x,y,2) = (2o+y+2, v+2y+z, 2+y+22+322), on a donc deux points critique : a = (0,0, 0) et b = (2—7, 77 —§)
2 1 1
La matrice hessienne en a est A = Hy,(a) = |1 2 1 |. Comme "d’habitude" rg(A — I3) = 1, donc 1 est valeur
1 1 2

1

propre et son espace propre est de dimension 2. Ensuite le vecteur | 1 | est vecteur propre de A de valeur propre 4. Les

1
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valeurs propres sont toutes strictement positives.
Conclusion: a est un minimum local strict de f5.

Comme f5(0,0,2) = 23 — —00, a n’est pas un minimum global.
z

——00
2 1 1
La matrice hessienne en best B = Hy, (b)) = |1 2 1 |.xs(z) = é(m —1)(322 —7x—12) (a l'aide de Popération
1 1 —2/3
Ly +— Ly — Ls). Le discriminant de 322 — Tx — 12 est strictement positif et le produit de ses racines est négatif donc xp
admet 2 racines strictement positives et une racine strictement négative.
Conclusion: b est un point col de f5.

1
b) Déterminer de deux maniéres différentes : m = inf ( / (e! —a — bt)? dt).
(a,b)E]R,2 -1
Réponses :

Premiére méthode On utilise les produits scalaires :
1

E = R[X] munit du produit scalaire (P|Q) = / P(t)Q(t) dt. On a alors m = d(exp, IR1[X])?....

-1

Deuxiéme méthode On utilise Monge : On pose f(x,y) = / (e —x —yt)?dt.

1 2 1 2 4
On trouve alors f(x,y) = —e? —2ex +22% + Zy? — —e >+ o — —y
2 3 2 e e
. . . » e 13 4 0
On trouve ensuite un unique point critique : a = (5 ~ 5 —) et He(a) = 4
e e =
. 3
On en déduit que a est un minimum local strict et f(a) =1— —
e
On montre ensuite que lim  f(x,y) = +00 et on utilise TBA ou directement !

Il (z,9) [ =00
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ANNEXE : Exemple pour la physique

Notons E = IR munit de son produit scalaire canonique, F est donc euclidien.
Soit F: U C F — E, on dit que F' est un champs de vecteurs.

/.dx Wj—w——o e

/'4-——"'

- 2

/
’ //
R
T

i J
FL..///

l

ot

~ N

/,/
I

xr

3

& 1=
\\\

Le gradient d’une fonction différentiable de U dans IR est un exemple de champs de vecteurs.

-
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/ »
i !
'\*\\‘

/,-/'
L

g

On dit que le champs de vecteur F' : U C F — FE dérive d’un potentiel s’il existe une fonction f: U C F —
IR, différentiable sur U et tel que F' = df. On dit alors que f est un potentiel de F.

0. Dans le cas ot F est de classe C! et dérive d’un potentiel sur U, si I'on note (Fi,. .., F,) ses fonctions coordonnées
dans la base canonique (qui est OTN), montrer que

OF;  OF;
Ox; T Oy

(%) : V(i) € [1,p]* -

1. Le champs F : (z,y) —> (zy?, —zy) dérive-t-il d’un potentiel sur IR*?

2. Déterminer un potentiel du champs F : (z,y) — (2zy, 2> + y) sur IR%

. Y - e 2 - .
3. a) Démont le champs F : (z, %( , )dﬁ U =1R2 - {(0,0 fie les relat
a) Démontrer que le champs (z,y) PR éfinie sur {(0,0)} verifie les relations
().

xr = cost

2m
b) Calculer / (F(’y(t)) | 'y’(t)> dtouyestl'arcyq 4 =sint et (-|-) représente le produit scalaire canonique
0

t €10, 2n]
de R.

¢) En déduire que F ne dérive pas d’un potentiel sur U = R* — {(0,0)}.

d) Montrer que F dérive d'un potentiel sur U = {(z,y) € IR? tel que y > 0}.

Réponses :
of ; >*f o
0. Si F' = df alors =F;,do , on conclut alors par le théoréme de Schwarz.
Ox; 8$, (%ci@xj
1. On a Fy(z,y) = zy? et Fa(x,y) = —ay et dans cet exemple 71 = x et 2 = y.
oF, OF: oF OF:
Comme — = 2zy et — 2 -y, ! * —2 sur U = IR? et donc F ne dérive pas d’un potentiel sur IR
dy Ox ay Ox
2. On a Fi(x,y) = 2zy et Fy(x,y) = 22 + 9.
oF 0F; . e
Comme —— = 2z et —— = 2z, on a la relation (x) qui est vérifiée.
dy or
0
Cherchons une fonction f telle que F' = df . On doit donc avoir a—f = 2zy. Comme IR? est convexe, f(z,y) =
x
of

2%y + p(y). Tout est C* et P =22+ ¢/'(y) = 22 + 3 . On en déduit que ¢/(y) = y sur R et donc il existe une

2

constante A € IR telle que | V(z,y) € R? : f(z,y) = 2y + % + Al
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3.

a)@—%— 2 —y?
oy Oy (a2 +y?)?
27

b) /O ") (1) dt = / [F (cost, sint) x (—sint) + F(cost, sint) x (cost)] dt = —2r.

0
¢) Si F dérivait d’un potentiel f sur U, alors

27 27 27
/ (F(/(t) (1)) dt = / (VL) (1)) dt = / (df(v(8))~'())
0 0

0
= f(cos2m,sin2m) — f(1,0) = 0 : absurde.

d) On fait comme au 2.

—x

On a Fl(flf,y) = W et FQ(.’I;,y) = m

Cherchons une fonction f telle que F = df . On doit donc avoir 5‘7?; =
T . . of —x —x

flz,y) = arctan(g) + ¢(y). Tout est C* et T +¢'(y) = i

On en déduit que ¢’(y) = 0 sur IR et donc il existe une constante X € IR telle que

V(z,y) e R? : f(x,y) = arctan(g) + Al
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Comme U est convexe,



