FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES : CALCUL DIFFERENTIEL (avec réponses)'

CONSEIL POUR REUSSIR LA DIGESTION DE CE CHAPITRE : REVOIR TOUTES LES
DEFINITIONS DU CHAPITRE , SURTOUT NORMES ET CONTINUITE.

e Dans ce chapitre, sauf mention du contraire, f désignera toujours une fonction d’un ouvert U

d’un espace vectoriel quelconque E de dimension p vers un espace vectoriel ' de dimension n

sur . Tres souvent E sera égal a IRP et n ou p seront égauz o 2 ou 3.

On comprendra la plupart des résultats de ce chapitre si et seulement si, on le comprend dans le cas le cas le plus

simple : [p=2etn=1]|

e D’autre part lorsqu’une base b = (e1,...,e,) de E est fixée, pour un vecteur  de E de coordonnées (x1,...,xp)

dans cette base, on identifie f(x (Z T el) = f(z1,...,2p).

Autrement dit on identifie f de E dans F avec f;, de IK? dans F' définie par f, : (z1,...,2p) —> f(z Xi€;).

Cette identification justifie le terme : "plusieurs variables"

Exemples :

o f:IRy[X] — IRy[X] sera identifié a f : R® — IR;[X] a l'aide de la base b = (1, X, X?).
P— P (z,y,2) — y + 22X

o f: My(IR) — IR sera identifié & f : R* — IR a laide de la base b = (E1 1, Ev 2, Ea1, E22).
Ar—detA (x,y,2,t) — xt — yz

A) APPLICATIONS DIFFERENTIABLES - DERIVEE SELON UN VECTEUR I

1°) Application différentiable
Définition 1

Soit f: U — F ou U est un ouvert de F, un IR-espace vectoriel de dimension finie.

Soit @ € U. On dit que f est différentiable en « s’il existe une application linéaire v € L(E, F) telle que :

fla+ ﬁ)) = f(a) + u(ﬁ) + o(ﬁ) pour W qui tend vers T dans E

Remarque 0 : Pourquoi mets on une fléche sur ki et pas sur a? a est "vu" comme un point et A comme un vecteur.
Remarque 1 : On montre facilement que cette définition est indépendante des normes choisies sur F et sur F
car ils sont de dimension finie et donc que les normes sont toutes 2 & 2 équivalentes.

Remarque 2 : u est continue car linéaire et E de dimension finie.
- . = , -
Remarque 3 : (rappel EVN) o(h) = [|h|le(h) avec lim e(h)=0p.
h —>OE
On peut donc aussi noter f(a + ) = f(a) + ( )+ o(|l It -
ﬁ
+ h

_)
Remarque 4 : La relation f(a+ h) = f(a) + (_>) + o(h) est appelé DL (développement limité) de f en a a

lordre 1.
o - - -
Remarque 5 : U étant ouvert, il existe un réel r > 0 tel que pour tout h de E, |h|| <r= a+ h €U.
—
%
1 : Soit u et v deux applications linéaires telles que pour h qui tend vers 0,
— — - - — - - -
fla+ h) = fla)+u(h)+o(h)= fla)+v(h)+o(h)donc (u—v)(h)=0(h)=| hHE( ). Soit 7 € E, fixé
quelconque et soit t > 0, pour & = t7, on a: (u—v)(tT) = [[t7|e(tT) = t| (¢t T) don (u —v)(T) = | F|e(tT) or
hm e(t@) =0 car lim 6(7) = 0 donc }il%(u —0)(Z) = 0 soit (u—v)(Z) =0 clest-a-dire u(Z) = v(7’) et donc u = v.
—

h —0




Définition 2 : u s’appelle ’1a différentielle de f en a.‘ u est aussi appelée application linéaire tangente.

Elle est notée | df(a) |ou f/(a) ou df,.

W) +o(h

On a donc fla+ 1) =f@) + df(@)(B)+o(h) et df(a) € L(E,F)

Rappel (équa. diff.) : On note parfois df(a)(ﬁ) = df(a)- 7= df(a)ﬁ> .

Cas ou F = IR : Toute fonction linéaire u de IR dans F est de la forme u : t — tb avec b € F et la relation
fla+h) = f(a) +u(h) + o(h) devient f(a+ h) = f(a) + hb+ o(|h|) et o(|h]) = o(h) d’ou f(a+ h) = f(a) + hb+ o(h) ce

qui équivaut a la dérivabilité de f en a avec b = f'(a).

R— F
On a donc ’ f'(a) = df(a)(1) aussi note df(a) - 1‘ et df(a):
t—tf'(a)
2°) Exemples
. . . . 2 IR2 — R
a) Déterminer la différentielle en tout point a = («, ) de IR” de f :
(z,y) — zy

Réponse : Soit a = (, 8) € IR? et W= (z,y) € IR?, on cherche a "éclater" f(a + ﬁ) en 3 termes :
f(a) , un "morceau" linéaire et un petit o : f(a + ﬁ)) = (a+u)(B+v) =[af] + [ay + Bx] + [zy].
)
[loo)-

Posons u : (z,y) — ay+fz et o(x,y) = xy. On a clairement v linéaire de IR? dans IR. Montrons que ¢(z,y) = of
— — —
ott h = (z,y). Prenons la norme infinie canonique de IR?, ||(, y)|leo = max(|z|, |y|), donc : |p(z,y)| < || |2, = o(|| k

Conclusion: ’f est différentiable en a = (o, 8) et df(a) : (x,y) — fx + ay‘
M, (R) — M, (IR)

M — M3
Réponse : Soit A € M, (R) et H € M,,(IR), on cherche a "éclater" f(A+ H) en 3 termes : f(H) , un "morceaun"

linéaire et un petit o : f(A+H) = (A+H)* = AAA+ AAH+ AHA+ HAA+ AHH + HAH + HHA+ HHH attention :
A et H ne commutent pas! Donc f(A+ H) = [A%] + [A2H + AHA + HA?| + [AH? + HAH + H?A + H3].
Posons u: H — A’H + AHA + HA? et o(H) = AH?> + HAH + H*A + H3.

b) Déterminer la différentielle en tout point A de M,,(IR) de f :

On montre facilement que u est linéaire de M,,(IR) dans M, (IR). Montrons que ¢(H) = o(H).
Prenons une norme d’algebre quelconque de M, (R), |¢(H)| < 3[|A||[|[H||* + |H||* = O(|H||*) = o(H).
Conclusion: ’ f est différentiable en A et df(A): H — A2H + AHA + HA? ‘

3°) Dérivée selon un vecteur

— —
L’idée pour étudier f de U dans F en a est de s’approcher de a selon une direction h € E, h # 0. On paramétre
R— F

_>
t — fla+th)
On se raméne donc a I'étude d’une fonction d’une seule variable, notion que I'on maitrise beaucoup mieux

_>
la droite passant par a et de direction h et on considére ¢ :

(dérivation, DL, intégration...)

= = =
Lemme : |Va € U, VYh € E, h #0, Ir > 0 tel que Vit e [-rr] : a+th eU.

2 : On munit F d’une norme ||. Comme U est ouvert, il existe ro > 0 tel que Bp(a,79) CU. On a :

||a—|—tﬁ>—a|| =|t| | n ||, donc pour r = Tjo, ona:Vte |[—rr:t | n I|< 7o d’oua—i—tﬁ> € Br(a,m9) C U.

» [l
Définition :
. .= —
Soient f de U dans F et a € U. Soit h € E, h # 0.
. . - . [_Tv T] — F .
On dit que f est dérivable en a selon h si ¢ : _, est dérivable en t = 0.

t — fla+th)

¢'(0) s’appelle alors la dérivée de f en a selon 7. On la note D+ f(a) | On a donc : | D3 f(a) = lim




. . . . C—C
Exemples : a) Déterminer la dérivée selon ¢ en tout point a de € de f :

z — e
Réponse : o(t) = f(a + ti) = e* T qui est de classe C™ sur IR et ¢/ (t) = ie®* . Donc ¢’ (0) = ie®.
Conclusion: | D, f(a) = e% |
- | | M (IR) — My (IR)
b) Déterminer la dérivée selon E; ; en tout point A de M, (IR) de f :
A s A2
Réponse . gO(t) = f(A =+ lLEi_’j) = (A =+ tE,‘,yj)Q = A2 -+ tAEZ‘J‘ + tE,‘,vjA + t2E727J DOIlC (,0/(0) = AELJ‘ —+ E’L,jA-

Conclusion: ’DEi‘jf(A) =AFE;; + E; jA|

- , . ) R*— R
¢) Déterminer la dérivée selon (0,1) en tout point a = (z,y) de IR* de f :
(z,y) — 3zy? + 27 + sin(zy)

Que constatez - vous ?
Réponse :

On peut dériver f

f((z
f((zy) +

,y)+1(0,1) ) et évaluer en 0, faire un DL de f( (z,y)+%(0,1) ) a l'ordre 1 ou bien "carrément"
t0,1) ) — f(z,y)  3a(y+t)* +sin(z(y + t)) — 3zy® — sin(zy)

avec la définition :

t t
~ 3ay® + 6xyt + o(t) + sin(zy + at)) — 3xy? —sin(xy)  6xyt 4 o(t) 4 sin(zy) cos(xt) + cos(zy) sin(wt) — sin(zy)
t—0 t t—0 t
6yt + o(t) + sin(zy)(1 + o(t) 4 cos(zy)(xt + o(t)) —sin(zy) 6yt + cos(xy)xt 4 o(t))
=0 t t—0 t

0
o 6y + cos(zy)x + o(1)) - 6xy + cos(xy)x, c’est exactement la dérivée partielle bien connue : a—f(m, Y).
—0 Y

Soit f: U — F, a € U, U un ouvert de E.

Proposition : | Si f est différentiable en a alors :

%
i) f est continue en a et ii) f est dérivable selon tout vecteur h et |D-f(a) = df(a)(

Démonstration 8 :

) fla+ ) = fla) + df(a)(H) + of
dimension finie). On a donc f continue en a.

i) Soit g € B, ho # 0. f(a+ the) = f(a) + df(a)(tho) + o([|tholl) = f(a) + tdf(a) (o) + [tholle(tho) =

= f(a)+ tdf(a)(f;))) + |t|Hh0||5(tf70>) et donc pour tout ¢ # 0,

7) —— f(a) + df(a)(0) + 0 = f(a) (car df(a) est continue car linéaire en

h —0

ona: fla+ th;)) — f(a) _ df(a)(f;)))+|7;f‘\\f7()>||e(tf70>) " df(a)(l?é)—i—() = df(a)(fjg). Conséquence : D}Tgf(a) = df(a)(l?é).
R*> — R

2
Réciproque Fausse : Soit f: ¢ (z,y) — Y sig # 0
x

(0,9) — 0
Montrer que f est dérivable selon toutes les directions en (0,0), que f n’est pas continue en (0,0) et donc non

différentiable en (0, 0).

Soit h = (e, §) € IR?, étudions pour ¢ € [~1,1] — {0} : 10,0 +th) = f(0,0) _ f(ta,tﬁ).

t
Premier cas : o = 0, on a alors 1((0.0) + th) —/(0,0) =0 o 0
—
_ 2

Deuxiéme cas : «a # 0, on a alors F((0,0) +th) — £0.0) _ (t8)* 5

t _ txta t—>0 «
Conclusion: ’ f est dérivable selon toutes les directions en (0, 0) ‘

1 1
= (0,0) n—>—+>c>o (0,0) et f(un) =0 'IL—>_+>OO 0. et Un = (ﬁ’ ﬁ) n—>_+>oo (070) et f(vn) =1 n—>—+>oo 1 7é 0.

Conclusion: ’ f n’est pas continue en (0,0) et donc non différentiable en (0, 0) ‘
Définition : On appelle ligne de niveau de la fonction f tout ensemble de la forme ’ Xy ={M € U tel que f(M) =k} ‘

ot k € IR. Tracer X pour k =0,1,2,—1/2 de 'exemple ci-dessus.

4°) Dérivées partielles




Soit B = (e1,...,ep) une base de E. On appelle j-éme dérivée partielle de f en a selon B, la dérivée de f en a

selon le vecteur e;.

of
6xj

On la note | =~ (a) ou D; f(a) |ou == (a) ou fi(a). On a donc | =—(a) = lim

dj

Exemples Si f: R — F, B, la base canonique de IR et a = (o, 8,7) € R”.
Alors 8—f(a) — lim fla, B,y +1) — fla, B,7) .

0z t—0 t
#
. i of
Exemple : Soit f définie de M,,(IR) dans IR par f(M) = det M. Calculer 35 (M).
1)

Réponse :

a171 ... ... a17n

Qig jo Tt ) TR .
o(t) =det(A+tE; ;) = que 'on développe par rapport a la ig-iéme ligne :

ap1 e Qn,n

det(A 4+ tE;, j,) = ¢+ (=1)%T90(a;, ;o + t)A;, . j, Ol ¢ est une constante (tout les autres termes du développement)

et A, j, le mineur du déterminant de A indépendant de ¢. On en déduit que ¢'(t) = (—1) ™A, ; et donc que ¢'(0) =

(—1)totio A, Conclusion: of

0G0+ : M 1)totio A,
L0,J0 1 === e s 8Ei,j( ) ( )

i0.jo | joli, non?

Pb : det est-elle différentiable ? det(A + H)= trichotomie —> lourd !! Heureusement il va y avoir un théoréme....

Expression de la différentielle dans une base

Soit f: U — F, U un ouvert de E, différentiable en a € U

Proposition : ) — O — L af
—————"| Soit B = (e1,...,e,) une base de E. AlorsVh € E, h = ;hjej, ona| df(a)(h ;hjﬁ(a)
P
4 df(a )( 1) Z hje; Z hjdf(a)(e;) car df(a) est linéaire. D’aprés la proposition

j=1 j=1

ci-dessus, on a : df(a)(e;) =D;f(a) = gxf( ), donc df(a )(ﬁ) Zh] gj (a).
j = '

Remarque : Si f de U C E dans F est différentiable en tout point de 'ouvert U, alors df est une application qui

P
%
va de U dans L(E, F). Notons dxj, 'application qui & h = Zhjej, associe hj, (appelée fonction jo-iéme coordonnée).

=1
of es
On a alors : df(a) = E ——(a)dz;| (forme différentielle)
"
g=1 """

Autrement dit, (dz,..., dz,) est la base de E* telle que : V(i,j) € [1,p]*> , dwz;(e;) =6; ;.

5°) Fonction de classe C*

Soit f: U — F, U un ouvert de E.

Définition :| On dit que f est de classe C' ou continument différentiable sur U,

si f est différentiable sur U et si df est continue sur U.

Théoréme fondamental :

Soit f: U — F, U ouvert de E, p =dimE. Si les p dérivées partielles de f (pour une base By de E)

sont définies et continues sur U , alors f est différentiable en tout point de U .

5 : Faisons-la dans le cas ot dimE = p = 2 avec E = IR?, By la base canonique de IR?

et F' =1R. Soit a = (o, 8). Soit h = (h1, h2). L’idée est de découper f(a + h) — f(a) en p morceaux :
f(a+h)—f(a)=f(a+h1,ﬂ+h2)—f(a,ﬁ+h2)+f(a,ﬁ+h2)—f(a,ﬁ)




Ensuite on sait que si f est différentiable en a alors df(a)(h) = hy gf (a) + ho gjyc (a).

Donc évaluons w(h) = f(a+ h) — f(a) — ( gi( )+ ho §§< )>.

P(h) = Flat b, 5 ) = fla -+ ha) + S5 ) = fla8) — (G @)+ el (@)

— [stet g - s+ ) - (Gl d) |+ | s+h) — a5 - (el .)]

Posonse4(8) = |+ i, -+ 1) = fla 5+ ) = (m G (0,) )| et eath) = | a4 ha) = S ) = (o (a.0))]
grace au théoréme des accroissements finis il existe ¢; €], a + hy[ tel que e1(h) = hy Bi(cl, B+ hsg) — %(a, ﬁ)} .

Or ? est continue sur U, donc en a, d’ou : Ve > 0, I, > 0 tel que V(u,v) € U :

xr
J(.0) = (0 Bl <1 = ]§f<u,v>—§f< <

Donc pour |hi] < ny et |ha| <mp, on afe; —af <y dou e (h)| < e x |h] <ex||(h1,h2)]so
On fait exactement pareil pour e3(h) d’ou il existe 72 > 0 tel que pour |h1]| < 12 et |ha] <12, on a ez — | < n2 d’ou

lea(h)| < € x |ha| < & X ||(h1,h2)||~. Conséquence : Posons 77 = min(n1,72), pour |h1| < n et |he| < n, on a: |e1(h)] <

£, )l et Je200] < & (11,1 done 0] = | a1 = @) = (G @)+ 32 (@) )| < 2 o
Ceci est la définition de f(a+ h) — f(a) — <h1 gf( )+ hggz( )) = o(||(h1, h2)||s) quand h tend vers 0.

Conclusion : f est bien différentiable en a = (¢, ).

Corollaire : Définition "bis" de : f est de classe C' sur U :

’ f est de classe C' sur U ssi pour toute base B de E, les dérivées partielles existent et sont continues sur U.

Démonstration 6 : =] Si f est de classe C! sur U alors elle est différentiable sur U et df est continue sur U.
Soit B = (e1,...,ep) une base de E. Vj € [1, p], 'application g—f va de U dans F' et pour tout x € U,
Ly
of .
——(z) = df(x)(e;) (démo.3).
ax]-

Comme df est continue sur U et que 'application ® : L(E, F) X E — | (u, ) — u(x) est bilinéaire donc continue,

L. Of .
par composition —— est continue sur U.

8$j
<] Soit By = (e1, ..., ep) une base de E fixée. Par le théoréme fondamental f est différentiable en tout point de

U et donc dérivable en tout point de U selon toutes les directions de F, donc dans les directions définies par les vecteurs

0 0
a—f(m) dz; . Comme les dérivées partielles o sont continues sur

de la base By. Enfin df : U — F , 2 — df(z) = 3
Ly
U et dz; constante (par rapport & z) , par théorémes généraux, df est continue de U dans F'.
Exemple : L’application det est C! sur M, (IR).

Réponse : En effet , on a vu plus haut que les dérivées partielles par rapport a la base canonique de M, (IR)

existaient et valaient (M) = (=1)"*7 A, ;(M). Toutes ces dérivées partielles sont continues sur M, (IR) car I'expression

of
8Ei7j
Enfin si on note f(M) =det M , df(M)(H) = Z hi (1) A; ;(M) =Tr( HT xcom(M) ).

(i,5)€[1,n]?
Exemple important : Application linéaire

Proposition : | Soit f: E — F une application linéaire. Alors f est de classe C! sur E et Va € E| df(a) = f
Démonstration 7 fla+h)— f(a) = f(h) = f(h)+0 = f(h)+o(h) et comme f est linéaire, on a df(a) = f. Comme
df : U — L(E, F) est constante, elle est continue sur E, d’ou f est C! sur E.

]

de

(M) est composées de sommes, différences et produits des éléments de M.

6°) Opérations sur les fonctions différentiables et les fonctions de classe C'.

a) Opérations algébriques

Soient f,g:U C E — F différentiables (resp. C!) sur U et soit A € K alors
Af + g est différentiable (resp. C!) sur U et d(\f + g) = Adf + dg.

Théoréme :




8 :
Soit a € U, posons v = df(a) et v = dg(a). Par trichotomie, f(a+h) = f(a)+u(h)+o(h) et gla+h) = g(a)+v(h)+

o(h) (n’oubliez pas de mettre les petites fleches sur les h) . On a alors (Af+g)(a+h) = (Af+g)(a)+(Au+v)(h)+o(h), comme
Au + v est linéaire, on en déduit que A\f + g est différentiable sur U et pour tout a € U et tout « € E , d(\f + g)(a)(z) =
Adf(a)(z) + dg(a)(x) et donc d(Af + g) = Adf + dg qui est bien siir continue sur U par TG si f et g sont C! sur U. On
peut donc conclure que A\f 4+ g est C! sur U si f et g sont C! sur U.

b) B(f.g)

Proposition :

Soit U un ouvert de E. Soient f: U — Fy et g: U — Fy ou E, I} et F;, sont 3 EV.
Soit B une application bilinéaire de F; x F5 dans G.

Si f et g sont différentiables (resp. C') sur U, alors B(f, g) est différentiable (resp. C!) sur U et
Va € U : dB(f,9)(a)(h) = B(df(a)(h),g(a)) + B(f(a), dg(a)(h)) .

9 :
Soit @ € U, posons u = df(a) et v = dg(a). Par trichotomie, f(a + h) = f(a) + u(h) + o(h) et gla + h) =

g(a) +v(h)+ o(h) (n’oubliez pas de mettre les petites fleches sur les h) .

B(f(a+h),g(a+h)) = B( f(a)+u(h)+o(h), g(a)+v(h)+o(h)) = [B( f(a),g(a))]+[B(f(a),v(h))+B(u(h), g(a))]+
+[B(f(a) +u(h) + o(h),o(h)) + Bo(||h|l, g(a) + v(h) + o(h))]. Il y a bien 9 termes par bilinéarité et 3 paquets (entre [ o ]
) : la constante B( f(a), g(a)), la partie linéaire et le petit o. Posons : w(h) = B(f(a),v(h)) + B(u(h),g(a)) et

w(h) = [B(f(a) + u(h) + o(h),o(h)) + B(o(||h]l,g(a) + v(h) + o(h)). On montre facilement que w est linéaire de F
dans G. B étant bilinéaire en dimension finie , elle est continue sur F} x Fy et par caractérisation , il existe k£ > 0 tel que
V(z1,22) € Fy X Fy , ||B(z1, z2)|| < E||21]] - ||z2]| (attention il y a ici 3 normes différentes notées pareil )

On en déduit que Vh € E : [|p(h)| < k| f(a) + u(h) + o(h)| - [[o(R)|| + Ek|lo(R)| - [lg(a) + v(k) + o(h)|| , d’ou par
théoréme d’encadrement lim (R

h=0  ||A]
a et dB(f,g)(a)(h) = B(df(a)(h),g(a)) + B(f(a), dg(a)(h)) . En particulier si f et g sont de classe C* sur U, alors cette

=0 : on a donc ¢(h) = o(h). On peut donc conclure que B(f, g) est différentiable en

expression est continue sur U par TG et B(f,g) est de classe C! sur U.
Exemple : Montrer que f: A+ A~1 est O sur GL,(IR) puis déterminer I'expression de df(A)(H).

e Tout d’abord U = GL,(IR) est ouvert comme image réciproque de IR* par I’application det continue sur M, (IR).

e L’expression A~1 = Tt A com(A)T, montre que les coordonnées dans la base canonique de M,,(IR) de A~' sont
e
des fractions rationnelles r; ; des coefficients de la matrice de départ A. On a donc A~! = (r; ;(A)) Chaque fonction r;
of

est donc de classe C! sur U et

T (A) = (;Z;(A)) et donc f est C! sur GL,(IR).

eOnaVA e U: Ax f(A) = I,. Utilisons la proposition précédente avec B(M,N) = M x N sur M, (IR)? et
®(A) = B(A, f(A)). D’abord ® est constante sur U (égale a I,,) donc sa différentielle est nulle (pensez a la trichotomie).
Ensuite VH € M, (IR) : d®(A)(H) = B(A, df(A)(H) + B(dId(A)(H), f(A)) = Adf(A)(H) + HA".

On en déduit que Adf(A)(H) + HA™! = (0) , d’ott par composition, | df(A)(H) = —A"1HA™! ‘

¢) Composition
Proposition :

Soient f:UCFE—V CFetg:VCF—GoukFE, FetGsont3EVetU etV 2ouverts.

Si f est différentiable en a € U et si g est différentiable en b = f(a) € V alors
gof:U CFE — G est différentiable en a et 'on a : ’ d(go f)(a) =[dg(b)] o [df(a)] = dg(f(a))o df(a) ‘

En particulier si f et g sont de classe C' respectivement sur U et V, alors g o f est de classe C! sur U.

10 :
fla+h) = f(a) +u(h)+||hller(h) et g(b+ k) = g(b) + v(k) + ||k|lea(k) avec u = df(a) et v = dg(b).




Donc go f(a+h) = glf(a+h)] = g[f(a) +u(h) + |[hller ()] = g[b + u(h) + [[hller(h)]

— g(b) +v( u(h) + [hllen(r) ) + || u(h) + llerh) || 2 (uth) + nllen(n) )

— g(8) + v u(h)) + [foen () )+ || uh) + Ipllea(h) || ex (utn) + 1Ale:h) )

g(8) + v(u(h)) + p(h) avec p(h) = [hlo(en(R)+ || ur) + 1hller (k) || 22 (utr) + Inlles(r) )
DMHW(W<MMM@(IHHuh+WWQ I e Cutw) + tinlienmy ) |-
Or || w(h) + 1Blles (h) || < By + A1 len() < Hll] ] + A] flex(R)]

Ensuite u est continue (car linéaire en dimension finie), donc il existe un nombre k > 0 tel que

lu(m)l| < k- A Done [lp(k)| < 1Al fo )+ [ & 11l + [Rlles ) | [|e2 (uw) + e ) || = o(h) par
théorémes généraux vu que li(lgnal = lign g9 = 0. On en déduit donc que go f(a+ h) = g(f(a)) +v(u(h)) + o(h) d’on

’g o f est différentiable en a ‘ et ’ d(go f)(a) =vou= dg(b) o df(a) ‘ Enfin, par composée a — d(go f)(a) = dg(f(a)) o

df(a) est bien continue sur U. Conclusion : |go f est C* sur U |.

d) TG encore et toujours!!

Corollaire : Tout "cocktail" de fonctions usuelles est donc de classe C! sur son domaine de définition (attention
aux racines carrées et aux valeurs absolues). On retrouve donc une fois de plus le label "T.G.".
Exemple :
e™¥? + sin(z + 322)
définie par f(x,y,z) =
f par f(z,y,2) P

e) Applications Fondamentales

est de classe C'! sur 'ouvert IR® — P/J; + 2y — 3z =0 par T.G.!

Théoréme 1 :

Soient g : U € RP — F de classe C! sur U et soit ug, ..., up , p fonctions d’un intervalle ouvert I C IR
dans IR de classe C* tel que Vt € I : (ul(t), cup(t) )6 U.
I—F P
Alors G : est de classe Cl sur TetVte I : |G'(t)= Zu;(t) .99 (m(t), . .,up(t))
; or;
t—g(ur(t),...,up(t)) =1 J

I—UCR?P
11 : Soit f:
{ t— (u1(t), ..., up(t))

f est de classe C'' sur I et donc par composition, G = g o f est aussi de classe C'' sur I dans F. Comme G est une

fonction d’une variable, la différentielle de G est définie par la formule : dG(a)(t) = G'(a)t pour tout t € IR ou si l'on

veut G'(a) = dG(a)(1). Soit a € I, posons b = (ui(a),...,upy(a)), on a alors

dG(a)(1) = d(g o f)(a)(1) = [dg(b)] o [df(a)] (1) = [dg(b)] (f(a)) = [dg(b)] (wi(a),. .., uj(a))-

P

P
11 ne reste plus qu’a appliquer la formule df(a)(h) = Z hj gf (a) avec h = Z hje; & la fonction g :

i=1 j=1
dG 1) = p ! 99 d el _ - dg
(a)(1) = ;1@((1,)%]' (ui(a),...,up(a)) | et donc G'(a) = ;u i(a )(%cj (ui(a), ..., up(a))
Exercice 1 : Ecrire ce théoréme avec p =2, "z, =z et 29 = y".
, R* — R ) ) .
Exercice 2 : Soit f : de classe C! sur IR?, u et v de classe C! sur IR” et soit
(z,y) — f(z,y)
R* — R
F: 7 Montrer que F est de classe C'! sur IR?, calculer g—F(a,ﬂ) et Z—F(a,ﬁ).
(a, 8) > f(u(e, ), v(e B) o B
Réponse :
oF af Ju af 8
1 2 il — _ —J
Fest O sur IR? par TG et & (0, §) = 5 (ule, ), v(ax, B) % o (o )% gl ot ) x (o)
OF af ou af v
et %( ,B) = 9 (u(a, B),v(a, B)) x %(a B) + 6‘7( u(ev, B),v(a, B)) X %(aaﬁ) :
v(x)
Exercice 3 : Dériver formellement / flz,t)de .
u(z)



v(x)
Réponse : Posons F(z) = / f(z,t)dt. L’idée est de "différentier" (au sens usuel du terme) les & des bornes et
u(x)
v(y)
le = a l'intérieur de l'intégrale. Pour cela on introduit une fonction de deux variables : G(z,y) = / flz,t)det .

u(y)
Par le programme de MPSI, 66(; (z,y) = f(z,v(y)) - v'(y) — f(z,u(y)) - ' (y) et avec le programme de MP,

v(y)
%(x,y) = / —f(x,t) dt. Enfin F(z) = G(x,z) et donc

O uly) 0%

9G , oG, ('@ of e o
%(»L,IH@(:L,:E) /u@ 5! (&) dt+ f(z,0(2)) - v'(2) = flz, u(z)) -u'(2) -

Exercice 4 : Soit un fonction f de classe C! sur IR? telle que V(z,y) € IR? : f(y,z) = —f(z,7).

F'(z) =

Qu’en déduire pour les dérivées partielles 7

f) Régle de la chaine

Calcul des dérivées partielles de G : (U1, ..., Um) — f(@1 (U1, s Um), s Zp(Ur, oo, Um))-

La régle de la chaine est la notation : VEk € [1,m]

)

P
i %
8uk z:: ox uk

Cette écriture certes "abusive" (car on omet les points ot ’on évalue les différentes dérivées partielles) est trés simple
a retenir (et & écrire).

7°) Caractérisation des fonctions constantes de classe C*

Théoréme 1 :

Soit U un ouvert de E. Soit f une fonction de classe C' d’un ouvert U dans F et soit (a,b) € UZ.

Soit 7 est une application de classe C* de [0,1] dans U (arc de classe C') tel que v(0) = a et (1) = b.

1
Alors on a : | f(b) — f(a) = /0 df(y(t)) -~'(t)dt

Rappel : le - signifie comme pour les équa. diff. : df(y(¢)) - 7' (¢) = df (v(t))(' (1)) .

12 : Soit B = (e1,...,ep) une base de E. On peut donc identifier £ & IR” et noter a = (a1,...,ap)
(en fait a de coordonnées (ai,...,ap) ), b = (b1,...,b,) et f(z1,...,2p) pour tout * = (21,...,2,) € U. Notons enfin
v(t) = (y1(t), ..., 7p(t)). Posons G(t) = df (v(t))(7'(¢)). On a donc G(t Z% ~Y1(t),...,vp(t)) : on reconnait la
dérivée de la fonction F : ¢t — f(y1(t),...,vp(t)) , soit G(t) = F'(t). On en dedult que
1

/ df(v(#) -/ (t)dt = /O F'(t)dt = F(1) — F(0). Or F(0) = f(71(0),...,7(0)) = f(7(0)) = f(a) et de méme
F(1) = f(b). On conclut f(b /) df(y ~'(t) dt

Remarque : 'introduction d’une base n’est pas indispensable si on maitrise bien les différentielles et notamment les
composeées : on reconnait directement que G(t) = df(y(¢))(y/(t)) est la dérivée de f(v(t)).

Corollaire :

Si U est un ouvert connexe par arcs de E et f : U — F de classe C! sur U :
of
’ 8l‘j

f est constante sur U <= df est nulle sur U <= Vj € [1,p] , Ve € U (x)=0

13 @il faut que v soit C'! dans le théoréme précédent.
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Premier cas (exigible) : U convexe

Soit (a,b) € U?, montrons que f(a) = f(b) a 'aide du théoréme ci-dessus.
On considére 'arc v : [0,1] — U , t — (1 —t)a + tb. Cet arc est de classe C! & valeur dans U par convexité, d’ot :
1 1
f(b) — fla) = / df(v(t) -~/ (t)dt = / 0dt = 0, donc on a bien f(a) = f(b).
0 0

Deuxiéme cas (non exigible) : U connexe par arc

Soit (a,b) € U?, montrons que f(a) = f(b) & l'aide du premier cas. Il existe donc une arc vy qui n’est que C°
de [0,1] dans U et tel que 7(0) = a et (1) = b. L’idée c’est qu’autour de a il y a une boule (donc convexe) dans U,
donc le long de I'arc 7y dans cette boule la fonction est constante et on avance de proche en proche jusqu’a b. Précisons :
Notons X = {t € [0,1] tel que f(y0(t)) = f(a) } On a X non vide car 0 € X, X C [0,1], donc posséde une borne
supérieure «. D’autre part X est un fermé relatif de [0, 1] comme image.... et donc un fermé de IR car .... On a donc a € X.
Supposons que a # 1. Posons ¢ = vy(a), il existe r > 0 tel que B,(¢,7) C U (pour une norme choisie quelconque de
E), car U est ouvert. Ensuite par continuité de la fonction o en « : il existe n > 0 tel que V¢ € [a — n,a + n] C [0,1] ,
70 (%) = Yo ()|l = l|70(t) — ¢|| < r. Or la boule B,(c,r) C U est ouverte et convexe et la différentielle de f y est nulle donc
la fonction f est constante sur cette boule ouverte. On en déduit que V¢ € [o —n,a + 1] = f(70(t)) = f(¢) = f(a), donc
a+n € X : absurde.

8°) Fonctions vectorielles de plusieurs variables

Soient B = (e1,...,ep) une base de E et B’ = (e}, ...,e),) une base de F. Soit f : U C E — F. Notons (fi,... f)

UCE—F
. Z1 fl(ml,...,xp)
les fonctions coordonnées de f dans la base B’ : f :
I A C))
Tp) falze, ..o 2p) .

Théoréme :

f est de classe C* sur U SSI Vi € [1,n] : f; est de classe C! sur U et dans ce cas df(a)(h) = Z dfi(a)(h)el |
i=1

14 : =] f; est de classe C! par composition : f; = dy; o f ot dy; est la fonction i-iéme fonction

n
coordonnée dans la base B’ (y = Z yrey € F —y;)
k=1

] fila+h)e; = fia)e +us(h)e; + |hlles(h)e} et done : Y fila+h)e; =Y fila)e;+ > ui(h)e;+ Y [|hlles(h)e}.
i=1

i=1 i=1 i=1



Matrice Jacobienne : On appelle Matrice Jacobienne de f: U C E — F, dans les bases

of1 ofi
8—3;((1) aip(a)

B=(e1,...,ep) et B'=(e,...,e,)de Eet F,a €U, JfB’B/(a):Jf(a):(gf(a)>: :
j Dy )

0z Oz

Jacobien cas F = F : On appelle Jacobien de f : U C E — E, dans la base B = (es,...,e,) de E, au point a de

U, le déterminant de la matrice jacobienne que I'on note :

of 0f1
) 87331((1) BTCP(Q)
MU =det(Jr(a) =| :
sy p 8fp afp
on'® o,

Exemples : Calculer la matrice Jacobienne et le Jacobien des fonctions suivantes :

R?® — R?

et g

R? — IR? T = 7 cosf cosp
. (r,0) — (rcos@,rsinf) . (r,0,¢) —les coordonnées sphériques : ¢ y = rsinfcos

z=rsinp

| 4 )

cosf —rsind
Ji(r,0) = et det(J¢(r,0)) = r (le méme r qui apparait dans les intégrales doubles :
sing 7 cost // f(m,y)dacdy:// f(rcosf,rsinf)rdrdd )
D D’

w : ’ Jf(a) = Mg s (df(a)) ‘

15 : Exercice

df(a)(h) = 3 dfi(a)(h)ei et 3 fila+h)e; =} fila)ei+ 3 uih)ei+ > |Ihllei(h)e;.

= i=1 i=1
Proposition 2 : Composée :

Soient f:UCFE—V CFetg:VCF—GoukFE, FetGsont3EVetU etV 2ouverts.
Si f et g sont de classe C!, alors go f : U C E — G et Va € U, en posant b = f(a), on a Jyor(a) = J,(b) x J¢(a)

16 Exercice (avec la démonstration 10 (composée de différentielles)).

B) FONCTIONS NUMERIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES I

1°) Algébre C(U)
Définition : Soit U un ouvert de E. |C1(U) = {f :U — TR, f declasse C! sur U }

Théoréme : ‘ (CYU), +, -, x ) est une IR—algébre‘

10



o(f -
De plus si f et g sont dans C*(U), alors (/- 9) =

893]'
1
. 5(?)
SiVr e U, f(z) #0et f C! sur U, alors ? est C' sur U et on a sur U : 9
17 j
o)
of-9) _ of S L Of
* oz, g It F 5, * ox @)= f(@)? Ox; )

Exercice : Determmer oYU )*

Réponse : Grace au théoréme précédent, on a C1(U)* = {f € CY(U) telle que Vo € U , f(z) #0 }
2°) Gradient

(ensemble des éléments inversibles).

Théoréme-Définition :

Si E est un IR-espace vectoriel euclidien et si f : U — IR est C'! sur U C E, alors pour tout point a € U,

il existe un unique vecteur de F, noté V f(a) (ou grad f(a) ), tel que :

VE ISR df(a)(ﬁ):( Vfa) | 7 ) |. On dit alors que’ Vf(a) est le gradient de f en a ‘

18 :

Par l'isomorphisme canonique entre 1" espace euclidien E et son dual E* (théoréme de représentation de Riesz), pour
toute forme linéaire ¢ de E*, il existe un unique vecteur o de E tel que VI e E, E(ﬁ) = (7|ﬁ>)

Or { : 7 — df(a)(ﬁ) est une forme linéaire de E dans IR donc il existe un unique vecteur o de E tel que
VI € E, to(R) = df(@)(R) = (T|R).

Expression du gradient dans une base OTN :

of
o)
!
Soit B une base OTN de E alors pour tout @ de U, on a : | V f(a)
5‘f
L (a)
Zp B
19
%
Avec les notations ci-dessus, si B = (e1,...,e,) est une base OTN de E et que h a pour coordonnées (h1,...,h;),
— 0
alors on sait que df(a)(h) = a—f(a)hj : on reconnait I’expression du produit scalaire dans une base OTN des vecteurs
»
j=1
of .
81'1 h’l
et | ¢ . Par unicité du gradient, on peut conclure.
87"

—4 h )
&”Up ((l) 5 P B
Interprétation géométrique du gradient :

Définition :

Soit U un ouvert de IR?, f : U — IR une fonction différentiable sur U. On appelle graphe de la fonction f ou

surface d’équation cartésienne z = f(z,y) (dans le repére canonique de IR?) | ensemble

S ={(z,y,2) € R® tel que z = f(z,y)} . On le note S/z: f(z,y)

Le gradient de f en a donne, lorsqu’il est non nul, la direction de plus grande croissance de f ou autrement dit le
gradient est colinéaire et de méme sens que le vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a est maximale.

En effet, lorsque |ju|| = 1, d(f)(a)(u) = (gradf(a)|u) prend la plus grande valeur possible lorsque

d
U= gt f(a) (c’est le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz).

[gradf(a)]
De plus, pour cette valeur de w, d(f)(a)(u) = ||gradf(a)]|.

11



Dans le cas p = 2, si on imagine un marcheur se promenant sur une surface S / z = f(z,y), le gradient de f en un
point indique la direction horizontale pour laquelle I'altitude augmente le plus. Pour gagner le sommet d’une montagne au

plus vite, le marcheur a tout intérét a suivre (lorsque c’est possible) cette direction & tout moment.

12



