Spé MP* 13/14 Révisions d’oral T.D. 1

1. (TPE) Montrer que, pour tout (a,b) € Z? ettout n € N*,  a =b [n] = a* = b* [n?].

2. (Mines Ales) Soient (a,b) € C? et M = (m;j) € M, (C) ob my; vauta+bsii=jabsii=j—1,1sii=j+1,et
0 dans tous les autres cas. Calculer det M.

3. (CCP) Soient E = {ay,...,a,} un ensemble de cardinal n et {Q,...,Q,} une famille de p parties de E, deux
a deux distinctes. On suppose qu’il existe ¢ € N* tel que, pour tout couple d’indices (i, j) tel que i # j, on ait
Card(Q,; N ;) = a. On pose d; = Card(Q;).

Le but de I’exercice est de montrer I'inégalité p < n.
a. Donner une inégalité vérifiée par d; et a.

b. Soit M = (mjj) € Mpn(R) ot m;j vaut 1 si a; € Q;, 0 sinon. On pose U = M'M € .#,(R). Vérifier que les
coefficients diagonaux de U sont dy,...,d, et que les autres coefficients sont tous égaux a a.

¢. Montrer qu’il existe au plus un i € [1, p] tel que d; = a.
d. Déterminer le rang de U et conclure.
4. (Mines Ales) Soient A € #,(R) et ¢ : M € M, (R) — (rA)M + (trM)A.
a. Donner le noyau et I’'image de ¢.
b. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

5. (TPE) On munit .#,(R) du produit scalaire (A,B) — tr("AB). Déterminer la distance d’une matrice M au sous-
espace ., (R) des matrices symétriques.

6. (TPE) On consideére .#,(R) muni du produit scalaire défini par (X|Y) = tr('XY). Soient A € #,(R) et ® : X €
Mpy(R) — A'XA. Déterminer ®*.
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7. (Mines Algs) Soit (a,b) € R?. Nature de la série de terme général u,, = sin(w).
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8. (Isup) Donner une condition nécessaire et suffisante sur (¢, ) € R* x R pour que I'intégrale / W existe.
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9. (Mines Ales) Etudier la limite de o Z T quand « tend vers 0.
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10. (Mines Ales) Soit (a,) une suite réelle décroissante de limite nulle. On suppose que la série de terme général a,
est divergente. Déterminer le rayon de ) a,x".
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o Montrer que la suite (|1,|) décroit vers 0. Montrer que la série Y~ I,

11. Pour n > 1, on pose I, :/
0

converge et calculer sa somme.
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12. (CCP) Pour x et y dans R* , on pose G(x, :/ dt
(CCP) Pour x et y p (x,) b )

a. Montrer que G est bien définie et que, & x > 0 fixé, G(x,y) admet une limite finie positive notée G(x) quand y
tend vers oo,
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b. Montrer que, pour tout n > 0, G(n,y) = — (/ 1] dt —/ tL J dt).
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c. On pose H(n) = nG(n). Montrer que la série de terme général H(n) —H(n—1) — o est convergente, et en
n
déduire un équivalent de G(n).
. . . X =x+y—x
13. (TPE) Soit 1 teme différentiel (S) : .
(TPE) Soit le systeme différentiel (S) {y" Yty —y
Ecrire (S) sous la forme d’un systéme différentiel d’ordre 1. Le résoudre.



