Spéciales MP* — 22 /23 — Préparation a 1’oral

Sauf mention contraire, les énoncés qui suivent ont été posés a I'oral CC-INP en MP en 2022.

Algébre générale

1.

2.

(IMT MP) On note U, le groupe des racines n-iémes de I'unité. Soit f : U, — U, 2 — 22

a. Pour quels n € N*| f est-elle bijective ?

b. Pour quels n € N* a-t-on fo f=1d7

(IMT MP) Soit A un anneau commutatif. On dit qu’un idéal I de A est premier si et seulement si
V(z,y) € A> zyel= (zelouyel).

a. Dans le cas A = Z, rappeler quels sont les idéaux de Z ; lesquels sont premiers ?

b. Soit A un anneau commutatif dont tous les idéaux sont premiers; montrer que A est un anneau
intégre, puis que A est un corps.

. a. Enoncer le théoréme de Rolle.

b. Soit P € R[X]. Si a est une racine d’ordre k de P, quel est son ordre dans P’ ? Justifier.

c. Montrer que si P est scindé sur R, alors P’ I’est aussi.

Algébre linéaire élémentaire

4.

Soit F un espace vectoriel de dimension finie ; soit (f,g) € L(E)2.
Montrer que 1g(f +g) =18 f +189 < [ImfNImg={0g} et Ker f+Kerg = EJ.

. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

a. Soit p un endomorphisme de E vérifiant p> = p. Montrer que Kerp @ Imp = E et que p est la
projection sur Im p de direction Ker p.

b. Soit f € L(E). Montrer que ’on a équivalence entre les deux énoncés :
i. E=Kerf®Imf;
ii. il existe g € L(E) tel que fog=0et f+ g € GL(E).

. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Soit (u,v) € L(E, F)?. En étudiant la

restriction de u & Ker(u + v), montrer que dim Ker(u + v) < dim(Ker u N Kerv) + dim(Imu N Im ).

. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et f un endomorphisme de F vérifiant : f2 = —Idg.

a. Montrer que f n’admet pas de valeur propre réelle, et qu’il est bijectif.
b. Montrer que n est pair.

. Soit u un vecteur non nul. Montrer que Vect(u, f(u)) est stable par f.

<]

d. On prend ici n = 4. Montrer 'existence de deux vecteurs u et v tels que (u, flw),v, f(v)) soit une
base de E.

e. Généraliser ce dernier résultat.

. (IMT PSI) Soit A = (a;;) € GL,(R); on pose A~' = (b;;). Soit J € M,,(R) la matrice dont tous les

coefficients valent 1.

a. Donner les coefficients de M = JA~!; déterminer son rang.

n n

b. Montrer que det(4—J) = <1 — ZZ bij> det A.

i=1 j=1

Réduction des endomorphismes

11 -1
11 0 0

9. Soitn>2,et A= | . € M, (R).
0 .0
10 0 1

a. La matrice A est-elle diagonalisable 7
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10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

b. Dans le cas n = 2, déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

c. On suppose désormais n > 3. Montrer que 1 est valeur propre de A, et donner une base du sous-espace
propre associé.

d. Montrer que, si A # 1 est valeur propre de A, alors (A—1)2 =n— 1.
e. Calculer det A.

(CC-INP PSI) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2; soit ¢ une forme linéaire non nulle
sur E. Pour tout € E, on pose f(x) = p(x)a — p(a)z.

a. Montrer que f € L(E). Que vaut f(a)?

b. Trouver les éléments propres de f; & quelle condition f est-elle diagonalisable ?

Soit E = R, [X]; soit u 'endomorphisme de F qui, & un polynéme P, associe le polynome P(1 — X).
a. Calculer u o u. En déduire les valeurs propres de u. Que peut-on dire de u?

b. Soit f une fonction de R dans R, vérifiant f(1 — z) = —f(x) pour tout z € R. Que peut-on dire du
graphe de f?

c. En déduire les sous-espaces propres de u. Est-ce que u est diagonalisable ?

Soit E = R,[X]. Soient F et G deux polyndémes de degré n + 1. On note f I’application qui, & un
polynome P € E, associe le reste de la division euclidienne de F'P par G.

a. Montrer que f est un endomorphisme de F.

b. Dans quels cas f est-il un automorphisme de £'7 On pourra commencer par étudier cas ou F et G
sont premiers entre eux.

c. On suppose que F' et G sont premiers entre eux, et que G est scindé & racines simples.
Trouver les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

a —b —c —d
b a d —c

: 2, 12 _
Soient a,b,c,d € C tels que a® +b° #0 et M = c —d a b
d ¢ —=b a

a. Calculer MM7T. En déduire det(M).
b. Si a? +b? + c? + d* # 0, montrer que rg(M) = 4. Si a® + b + ¢ + d? = 0, montrer que rg(M) = 2.
c. Soit w € C tel que w? = b + ¢ + d?. Quelles sont les valeurs propres de M ?

d. Montrer que M est diagonalisable.

. 0D
a. Soit A= (a O) € My(R).

Montrer que A est diagonalisable dans Ms(R) si et seulement si  [ab > 0 ou a = b = 0].

0 - 0 a,
s T I
b. On suppose n pair. Soit A = . Déterminer un plan stable par A. Donner une
0o . .
ag 0 - 0

condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.
On note f ’endomorphisme de M, (R) défini par f : M — aM + bM7T ot a et b sont des réels fixés.

a. Montrer que M, (R) est somme directe de l'espace S des matrices symétriques et de 'espace A des
matrices antisymétriques.

b. Exprimer f en fonction de p et ¢, ou p est la projection sur S parallélement & A et ¢ la projection
sur A parallélement & S.

c. Exprimer f2 en fonction de f et Id.

d. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit un automorphisme ; exprimer
dans ce cas f~! en fonction de f et Id.

Soit A € GLg(R) telle que A3 — 342 +2A =0 et tr(A) = 8.
a. Quelles sont les valeurs propres possibles de A7

b. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2>
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c. Déterminer le polyndme caractéristique de A.
17. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n. Soit v € L(E) admettant n valeurs propres distinctes.

a. Soit v € L(F). Montrer que vou = uo v si et seulement si u et v admettent une base commune de
vecteurs propres.

b. Soient B une base de E et A la matrice de u dans B. Discuter le nombre de solutions de I’équation
X?% = A, d’inconnue X € M, (R).
18. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).
a. On suppose que f est diagonalisable. Montrer que f? est diagonalisable et que Ker f = Ker f2.
b. On suppose que f? est diagonalisable et que f est inversible.

i. On note A1,...,\, les valeurs propres distinctes de f2. Montrer que le polynome Hf:l(X2 - \)
est un polynoéme annulateur de f.

ii. En déduire que f est diagonalisable.
c. On suppose que f? est diagonalisable et que Ker f = Ker f2. Montrer que f est diagonalisable.
d. Montrer que, si f? est diagonalisable, f ne I’est pas forcément.
19. (IMT MP)
a. Soit X = (1 0 --- O)T € M, 1(R). Soit F' 'ensemble des matrices M € M, (R) pour lesquelles

X est un vecteur propre. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de M € M, (R), et donner sa
dimension.

b. Méme question avec X colonne non nulle quelconque.

Espaces euclidiens

20. Soit E = Ry[X]. Pour P = Z?:o a; X" et Q = Z?:o b; X%, on pose (P|Q) = Z?:o a;b;. On admet que
(.|.) définit un produit scalaire sur E.
Soit F = {P € E|P(1) = 0}.
a. F est-il un sous-espace vectoriel de E'? Si oui, donner une base de F'.

b. Soit P = X. Déterminer d(P, F') (on pourra chercher une base orthonormée de F).

21. Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. Soit B = (e, ..., e,) une base de E.
On note B’ = (uq,. .., u,) la base orthonormée obtenue en appliquant le procédé de Gram-Schmidt & la
base B.

N

a. On note Mg (B) la matrice de passage de B’ & B.
Prouver que det M/ (B) = [T\, (e; | wi).
b. Montrer que, pour toute base C orthonormale de E, on a |det M¢(B)| < [Ti; lle:]l-
c. Prouver que l'inégalité précédente est une égalité si et seulement si la base B est orthogonale.
22. Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Soit p un projecteur orthogonal de F.

a. Montrer que, pour tout (4, B) € M, (R)?2, tr(AB) = tr(BA). En déduire que deux matrices sem-
blables ont la méme trace.

b. Montrer que, pour tout z € E, (z,p(x)) = (p(z),p(z)).
c. Montrer que trp =rgp.
d. Soit B une base orthonormée de E; soit A = (a;;) la matrice de p dans B.
Montrer que > 1", Y27, a;F = 1gp.
23. Soit E un espace euclidien. Pour tout sous-espace I’ de E, on note pg la projection orthogonale sur F.

a. Soit F' un sous-espace de E. Montrer que, pour tout z € E, |[pr(z)|| < ||z||, et qu’on a égalité si
et seulement si x € F.

b. Soit F un sous-espace de E. Montrer que V(z,y) € E> (x|p(y)) = (p(z)|y). Qu’en conclut-on?

c. On suppose trouvés 3 sous-espaces F', G et H tels que ppopg = py. Montrer que H = F NG,
puis que pr o pG = PG O PF-

d. Réciproquement, on suppose trouvés F et G tels que pr o pg = pg © pr. Montrer qu’il existe un
sous-espace H tel que prope =pu.

<3 >
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24. Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux de FE.
a. Montrer que tout projecteur orthogonal est un endomorphisme autoadjoint.
b. Montrer que p o g o p est un endomorphisme autoadjoint.
c. Montrer que (Ker g + Im p)* = Im ¢ N Kerp.
d. Montrer que p o g est diagonalisable.
25. On note E l'espace C°([—1,1],R). Pour tout (f,g) € E?, on pose ¢(f,g) = fil f(t)g(t) dt.
On note P le sous-espace vectoriel constitué des fonctions paires, et Z celui des fonctions impaires.
a. Montrer PO Z = E.
b. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E'; on suppose dans la suite £ muni de ce produits scalaire.
c. Montrer que P+ =T.
d. Pour f € F, exprimez l'image de f par la symétrie orthogonale par rapport a P.
26. Soit n € N*. On munit M, (R) du produit scalaire défini par V(A, B) € M,(R)? (A|B) = tr(ATB).
On note S,,(R) Pensemble des matrices symétriques de M, (R) et A, (R) = {M € M, (R) | MT = —M}
I’ensemble des matrices antisymétriques.

a. Montrer que A, (R) et S, (R) sont supplémentaires dans M, (R).

b. Montrer que S, (R) = A,(R)*.
0 2 -1

c. Onpose M= 2 0 1 |. Calculer la distance de M a S3(R).
-1 -1 0

d. Soit H = {M € M,(R) | tr(M) = 0}. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de M, (R), et
déterminer sa dimension.

e. On note J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients valent 1. Calculer la distance de J & H.

27. Soit F un espace euclidien. On note A(F) 'ensemble des endomorphismes antisymétriques de F, c’est-
a~dire des endomorphismes u € L(F) vérifiant u* = —u.

a. Soit u € L(F). Montrer que u € A(E) <= Vx € E, (u(z)|z) =0.
Quelles sont les valeurs propres possibles pour un endomorphisme antisymétrique ?

b. Caractériser les endomorphismes de A(FE) a l’aide de leur matrice dans une base orthonormée.
Dans toute la suite de I'exercice, u est un endomorphisme antisymétrique fixé.

c. Soit F' un sous-espace stable par u. Montrer que F- est stable par .

d. Montrer que u? est un endomorphisme symétrique.

e. Soit z un vecteur propre de u?. Montrer que Vect(z, u(z)) est un sous-espace stable par w.

f. On suppose maintenant que Ker(u) = {0}. Montrer qu’il existe une base orthonormée B de E telle

que :

0 —X\

A O (0)

0 —Xo
Matg(u) = A2 0
(0) 0 =X
Ap O

ol A1,..., A, sont des réels non nuls.

28. Soient E un espace euclidien, et u € L(E).
a. On suppose que u posséde deux valeurs propres de signes opposés. Montrer qu’il existe x € E\ {Og}
tel que (z|u(z)) = 0.
b. On suppose que u est autoadjoint et de trace nulle. Montrer qu’il existe x € E \ {Og} tel que
(z|u(z)) = 0.
c. On suppose seulement tru = 0. En étudiant v 4+ u*, obtenir la méme conclusion.
29. Soient E un espace euclidien, et u € L(E) tel que u? = 0.
Montrer que Ker(u + v*) = Keru N Ker(u*).

<4 >
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Espaces vectoriels normés

30. (IMT MP) Pour tout n € N et tout P € R[X], on pose 0, ( fo t"P(t) dt.
a. Pour tout P € R[X], montrer que N(P) = sup{|0,(P | n € N} est bien défini.
b. Montrer que N est une norme sur R[X].

31. Soit E un espace vectoriel normé ; soit A une partie de E. Soit f : E — R telle que, pour tout x € F,
f(x)=1sixz € A, et f(x) =0 sinon (fonction indicatrice de A).

a. Montrer que E est connexe par arcs.
b. Montrer que f est continue sur F si et seulement si A est & la fois ouverte et fermée.
c. Quelles sont les parties de E qui sont & la fois ouvertes et fermées?

32. a. Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé, et K un compact de E. Montrer que K est fermé et borné.
On étudie I'espace E = C°([0,27],C), muni de la norme || ||, définie par |||z = 027r |f(z)]2dx.

b. On admet dans un premier temps que ||.||2 est une norme sur E. Pour n € N et 2 € [0, 27], on pose
fulz) = &2
i. Montrer que pour tous entiers n et p distincts, ||fn — fpll2 = 2y/7.
ii. En déduire que la boule fermée B(0,1) n’est pas compacte.

2 2
. . 2 L2 u U
c. i. Démontrer, pour tout (u,v) € C?, I'inégalité |uv| < % + %

27 2 2 27
A 1
En déduire que, pour tout (f,g) € E? et tout A € R, / Ifg] < —/ I+ = e g%
0 0

2 2
. Soit (f,g) € E?. En étudiant la fonction h: A€ Ry — — / | fI? +2>\2 / lg/*, démontrer

que / Fal < I1£1l2llg]l.
0

iii. En déduire que || ||2 vérifie I'inégalité triangulaire, puis que c’est une norme.

Suites et séries numériques

1
14wy,
a. Montrer que la suite (u,) est bien définie, qu’elle converge, et déterminer sa limite.

33. (CC-INP PSI) On définit la suite (un)peny parug=1et VR €N wuyyq =

b. Définir par récurrence deux suites d’entiers (pp)nen €t (gn)nen telles que Vn € N w, = &.
c. Trouver une expression de u,, en fonction de n. n
34. (ENSEA MP) Pour tout n € N*, on note (E,,) ’équation > ,_, 2% = 1.
a. Pour tout n € N* montrer que (E,) admet une et une seule solution z,, dans R, et que z,, € [1/2,1].
b. Montrer que la suite (2, )nen+ converge.
c. Déterminer sa limite.
35. (IMT MP)

a. Montrer que, pour tout n € N* ’équation cosx = nx a une et une seule solution dans Ry ; on
note x,, cette solution.

b. Etudier le sens de variation et la convergence de la suite (z,).
c. Donner un développement asymptotique a deux termes de x,,.

36. (CC-INP PSI) Soit (un)nen la suite définie par ug € ]0,7/2[ et Vn € N wy,y1 = sin(uy).
a. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie, qu’elle converge, et déterminer sa limite.
b. Montrer que la série > u converge; on pourra étudier w, 1 — .
c. Etudier la convergence de la série Z u2 ; on pourra étudier In(u,+1) — In(uy,).

(=)™ 0

37. (IMT MP) Nature de la série Z T s
sinn

n>1

5>
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,1)n+1 n

38. Soit a > 0. On définit la suite (u,,) par la donnée de u; > 0et Vn>1 wuppq = (_1_71)
n «

Ul .
k=1
Pour tout n > 1, on pose S, = > p_, uy.

a. Montrer que In(S,,) est bien défini pour tout n. Exprimer In(S,11) en fonction de In(S,,).

_1 n
b. Donner un développement asymptotique & deux termes de In (1 + ( a) )
no

c. Montrer que, si o > 1/2, alors la série ) u, converge. Et si a < 1/27

Intégration

1 xr
39. On note E I'ensemble C°(R™,R). Pour f € E, on définit 'application u(f) par u(f)(x) = g/ f(t)dt
0

siz>0,et u(f)(0) = f(0).
a. Soit f € E. Montrer que u(f) est continue sur R™, et dérivable sur R™* ; déterminer u(f)’.
b. Montrer que u est un endomorphisme injectif de E. Est-il surjectif ?

c. Déterminer les éléments propres de wu.
oo —t

40. (IMT MP) Pour n € N, on pose I, = / eT dt.

n
a. Pour quels n € N, I'intégrale I,, est-elle convergente 7

b. Etudier la convergence de la série > u,.

P_t

+oo
41. Pour tout n € N et tout t € Ry, on pose  fi,(t) = m et J, = / fn(t) dt.
0

a. Pour tout n € N, justifier 'existence de J,,. Déterminer la limite de la suite (J,,).

b. Calculer f! pour tout n. En déduire une relation entre J,, et J, 11, puis un équivalent de J,, quand
n tend vers +o0.

Int
42. Pour tout t > 0, on pose f(t) = (12715)2
a. Montrer que f est intégrable sur |0, +ool.
1 +oo
b. Calculer / f(t)dt et f(¢)dt.
0 1

+o0 et
43. a. Soit o € R7.. Montrer que / I dt converge.
1

+oo
b. En déduire la nature de / sin(#?) dt.
1

Too /tsint

dt converge.
J1 t+ cost

c. Montrer que

T tsint
t2+1

¥ t] sint|
2+1

44. a. Montrer que l'intégrale I = / dt est convergente.
0

dt.

b. Pour tout z € R, on pose J(z) = /
0

n—1 T :
N sinu
Montrer que Vn € N*  J(nw) = kz_o/o (u+ k”)mdu

c. L’intégrale I est-elle absolument convergente ?

/2 gin((2n + 1 ™/2 gin((2n + 1
45. Pour tout n € N, on pose I, = / M dt et J,= / M dt.
0 sin(t) o t

a. Justifiez 'existence de ces intégrales.
b. Montrer que la suite (I,,) est constante ; on pourra considérer I, — I,,_1.
w/2
c. Soit ¢ une fonction de classe C! sur [0, 7/2]. Montrer que  lim @(t)sin((2n + 1)t) dt = 0.

n—-+o0o 0

d. Montrer que lim (I, — J,) = 0 et en déduire la valeur de lim J,.
n—+oo n—-+o00

<16 >
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Intégrales dépendant d’un parameétre

46. (CC-INP PSI)

1— nx
Soit a € [0, 1]. Pour tout n € N et tout = € ]0,1], on pose fn(z) = “(13— — / fn(z)da.
x x

a. Montrer que la suite (f,)nen converge simplement sur [0, 1], et determlner sa limite. Existe-t-il des
valeurs de a pour lesquelles la suite converge uniformément sur [0, 1] ?

b. Montrer que I,, est bien définie pour tout n € N.
c. Sia € [0, 1], montrer que la suite (I,,)nen converge.

d. Ce résultat reste-t-il vrai pour a =17

oo gt
47. Pour n € N*, on pose [, = / — T
0 (1+t4)n

a. Montrer que I,, existe pour tout n € N*,

b. Montrer que la suite (I,,) converge, et déterminer sa limite.

c. Pour n € N* exprimer I,,11 en fonction de I,,.

d. En déduire une autre méthode pour déterminer lim [,,.

arctan(zt)
t(1+412)

a. Montrer que, pour tout v € R, |arctanu| < |ul.

48. Soit I : xE]R»—>/ dt.

b. Déterminer le domaine de définition et le domaine de dérivabilité de F.

c. Donner une expression simple de F’, puis de F.
(iz—1)t

Vit

a. On donne fo e~ dt = /7 /2. Calculer f(0), aprés avoir justifié son existence.

49. Soit f : xER%/

b. Montrer que f est définie et de classe C! sur R.
c. Montrer que Vo € R 2(z+14)f'(z) = —f(z), puis donner 'expression de f.

Suites et séries de fonctions

+o00 (_1)71
50. On pose S(x) = Z .

n=0

pour tout z > 0.

g

Montrer que S est définie et de classe C! sur R%.

. Etudier le sens de variation de S.

=

1
. Montrer que Vx>0 S(zr+1)—S(z)=~": en déduire un équivalent simple de S en 0%.
x

]

d. Déterminer la limite de S en +oo.

e*’ﬂI

“+o0
On pose f = ZU"‘

n=1

51. Pour z € Ret n € N*, on pose u,(z) =(—1)"

a. Montrer que f est définie sur R,.

b. Montrer la convergence uniforme de > u, sur R, ; en déduire que f est continue sur Ry. Y a-t-il
convergence normale sur Ry 7

c. Montrer que f est de classe C' sur R, et donner, pour # > 0, une expression explicite de f'(z).

Z*‘” (-1)"
d. Déterminer f; en déduire la valeur de .
n

n=1
= 2 2
52. Soit S:z € R+—> g I
n=0

a. Quel est ensemble de définition D de S'?

b. Montrer la continuité de S sur D (on pourra travailler sur un segment).

Q7>
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c. Déterminer lim S(x).
T—+00

Toe 2,2 Too T
d. i. Calculer /0 e " dt pour x € R% . On rappelle que /0 e V/2dt = \/;

ii. Donner un équivalent de S(x) en 0.
1
53. Pour (p,q) € N? on pose I,,= / 2P (lnx)? dx.
0

a. Pour (p,q) € N2, étudier la convergence de I, ,

b. Pour (p,q) € N?, calculer I, ,.

1
c. Calculer/ exp(z Inz) dz.
0

1
54. (CC-INP PSI) Pour n > 2 et x € R’ , on pose u,(z) = nY

z?Inn’
a. Déterminer le domaine D de convergence simple de la série >, <o Un.
=

b. La convergence est-elle normale sur D7
+oo

Z Un ()

k=n-+1
La somme S de la série est-elle continue sur D ?

1

c. Montrer que Vn 2 2 VeeD m

<

d. La fonction S est-elle intégrable sur D7
“+oo
55. Soit I' : x — / t*Le~t dt.
0

a. Montrer que I' est bien définie sur ]0, +o00[.

b. Montrer que I est de classe C' sur ]0, +oc[, et I” sous forme intégrale.

+oo yx—1_,—t +oo n
t*te AT ()
C. MOHtI‘eI‘ que vl’> 1 VAG]—l,l[ A mdt:;m
Séries entiéres
+oo
56. a. Soit f:z+—— Zlnnx".
n=1
Déterminer le domaine de définition I de f.
= 1. 1
b. Soit g : x — Zanx" avec a1 =-1 et Yn>=>2 a,=-In(l—-)——.
— n n

Déterminer le domaine de définition J de g.
c. Montrer que Vz el g(x)=(1-2)f(z)+In(l—2x).

In(1 —
d. Montrer que f(z) ~ —M quand z tend vers 1~.
e. Déterminer un équivalent de f en (—1)F.

On étudie la série entiére E anpx”.

1
dt

57. Pour tout n € N, on pose a, = /
n>0

o (2+2)n
a. Montrer que le rayon de convergence R de cette série entiére vérifie R > 2.

b. Calculer la somme de la série pour z € | — 2, 2[; puis montrer que R = 2.

ei2" I
58. Pour tout n € N* soit f,, : x — . Soit, §' = Z fn-
nTL
n=1
a. Montrer que S est de classe C* sur R.
ok

. L 2
b. Quel est le rayon de convergence de la série entiére Z Tk x" 7

k>0
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c. Quel est le rayon de convergence de la série de Taylor de S en 07

s
59. a. Calculer I,, = / sin®"(x) dx pour tout n € N,
0

1 1 /2n
b. Montre e Yue|-1,1 = — u”.
ntrer qu ] [ 1_u ;)4“(”)

g 1
):/ S S
0 v1—x2sin’t

Justifier que f est développable en série entiére sur | — 1, 1], et exprimer ce développement.

c. On pose f(z

Equations différentielles

60. (CC-INP PSI) On consideére I’équation différentielle (E) :  4zy”+2y'—y = 0. Trouver I'unique solution
développable en série entiére & 1'origine respectant la condition y(0) = 1.
61. Soit (E) : (22 — 1)y + 22y’ — 2y = 0.

a. Déterminer ses solutions polynoémiales.

b. En déduire ’ensemble des solutions sur | — 1, 1].
' = z + cost
62. Résoudre le systéme y =y + ¥
Z = x + sint

Y a-t-il des solutions telles que x et z soient bornées sur R et que z(0) = z(0)?

Fonctions de plusieurs variables

63. (IMT PSI) Etudier la continuité en (0,0) de chacune des fonctions suivantes, toutes supposées nulles en
(0,0), et définies respectivement, pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)}, par :

3y Ty 3y
- _vJ . -y - *J9
. s Ty . 1 .
64. Soit f : R?2 — R définie par f(z,y) = sin si (z,y) #(0,0),et  f(0,0) =0.
(z,y) oy Pt (z,y) # (0,0) (0,0)

a. Prouver que f est continue sur R2.

b. Pour 0 € | — m, 7], on pose ug = (cos @, sind). Trouver les § pour lesquels f admet une dérivée suivant
le vecteur ug en (0,0).

c. La fonction f admet-elle des dérivées partielles en (0,0)?

d. Pour (z,y) # (0,0), calculer %(:ﬂ,y)

e. La fonction f admet-elle des dérivées partielles d’ordre 2 sur R??
65. Soit 2 = {(x,y) € R?|z > 0 et y > 0}. Soit ® : (z,y) — (xy,z/y).
a. Montrer que ® réalise une bijection de {2 dans lui-méme, et déterminer sa réciproque.

b. Soit f une fonction de classe C2 de Q dans R, et F' = f o .
of of *f *f

Exprimer 2 a—y, Py et 8Ty en fonction des dérivées partielles de F'.
c. Résoudre sur ) x%(z, y) + yg—i(x, y)—2f(z,y)+2=0.
20%f 5 0%f

d. Résoudre sur Q =z =0.

0%z y%
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Probabilités

66.

67.

68.

69.

70.

Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de paramétre p € 0, 1][.
On pose U = min(X,Y) et V = max(X,Y).

a. Pour n € N*) donner P(X < n) et P(X > n).

b. Pour n € N*, donner P(U =n) et P(V =n).

c. Soit n € N*. Que peut-on dire des événements (X =n)N (Y =n) et (U =n)N(V =n)? Les
événements U et V sont-ils indépendants 7

d. Donner lespérance de U et de V.

Soient Aj, As et Az trois personnes arrivant en méme temps i la poste, dans laquelle il n’y a que deux
guichets ; Az doit donc attendre que A; ou A, ait fini avant de passer au guichet. Pour tout 4, le temps
passé au guichet par A; est donné par une variable X; suivant la loi géométrique de paramétre p € |0, 1].

Soit Y le temps d’attente de Az avant d’accéder & un guichet. Soit Z le temps total passé par Az (temps
d’attente pour accéder a un guichet attendre le guichet et temps passé au guichet).

a. Calculer, pour tout k¥ € N, P(Y > k); en déduire la loi de Y.
b. Déterminer la loi de Z.
c. Déterminer le temps moyen passé par As a la poste.

Soient a €]0,1[ et b € R%. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans N?, dont la loi
e b

= mak(l —a)" % sin >k et

conjointe est donnée par V(n,k) € N*° P(X =n,Y = k)
P(X=nY =k =0sin<k.

a. Déterminer les lois de X et de Y ; ces deux variables sont-elles indépendantes ?
b. Déterminer la loi de X — Y ; vérifier que X — Y et Y sont indépendantes.

(IMT MP) Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On en tire k boules simultanément. Soit
X la variable aléatoire donnant le plus petit des numéros tirés.

a. Donner la loi de X.

n—k+1 n—i
b. Calculer Z (k B 1).

i=1
c. Calculer I'espérance de X.

(CC-INP PSI) Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires, mutuellement indépendantes, suivant
toutes une loi de Bernoulli de paramétre p.

Yi+---+Y,

n

Pour tout n € N* on pose Y, =X,41+X, e M,=

a. Enoncer la loi faible des grands nombres.
b. Les variables (Y},),en sont-elles indépendantes ?
c. Pour tout n € N*| calculer ’espérance et la variance de M,,.

d. Montrer que, pour tout € > 0, hrf P(|M,—2p| >¢)=0
n—-+0oo
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Indications

1. Pour les deux questions, on se simplifie la vie en passant dans Z/nZ grace a I'isomorphisme usuel.

2. b. Pour intégre : {0} est un idéal. Pour corps : prendre z # 0, et considérer par exemple I'idéal engendré
par x2.

3.b.0OnaP=(X—a)Q, avec Q(a) # 0.

4. Commencer par noter que, dans tous les cas, Im(f + ¢g) C Im f 4+ Im g.

5. b. i. = ii. : prendre pour g une projection bien choisie. ii. = i. : décomposer z en [z — g(z)] + g(x).

7. d. Prendre u # Op et montrer que (u, f(u)) est libre. Prendre ensuite v ¢ Vect(u, f(u)) et montrer que

(u, fu),v, f(v)) est libre. e. Montrer que ’on peut répéter la construction du d.
9. d. Si X est vecteur propre, examiner la premiére coordonnée de (A — I,,)2X, aprés avoir montré que la
premiére coordonnée de X n’est pas nulle. e. Montrer que, si A # 1, alors rg(A — A\,) > n — 1.

10. b. Les deux valeurs propres trouvées sont-elles distinctes ?

11. b. et ¢. On se raméne 3 un probléme de parité par translation sur la variable.

12. b. Dans le cas ou F et G ne sont pas premiers entre eux, les décomposer sous la forme F = DF)
et G = DGy, ou D = F AG. c. Les vecteurs propres associés & A sont les éléments du noyau de
I’endomorphisme obtenu en remplacant F' par F' — \; utiliser b. pour déterminer les A\ pour lesquels on a
bien des solutions non nulles.

21. a. Noter que Mp/(B) est triangulaire. b. Exprimer M¢(B) en fonction de Mp/(B) et Mc(B').

22. c. Ecrire la matrice de p dans une base bien choisie. ~ d. Le nombre étudié est > |[p(e;)||* (avec des
notations évidentes). Utiliser b, puis c.

24. d. Les vecteurs de Im g NKer p et de Ker ¢q sont des vecteurs propres pour poq. Montrer que Im p admet
une base de vecteurs propres pour po qo p.

26. c. Décomposer M sous la forme S + A. e. Déterminer le projeté de J sur H+.

27. a. Pour le sens <=, penser & la démonstration des formules de polarisation. f. Récurrence sur dim F,
en utilisant e. et c.

29. Montrer que Imu et Im u* sont orthogonaux.

31. b. Pour le sens direct, utiliser 'image réciproque par une fonction continue ; pour la réciproque, montrer

que, pour tout x € F, f est constante sur une boule de centre x. c. Image continue d’'un connexe par
arcs.
34. b. Etudier le sens de variation de la suite. c. Utiliser z,, > /.

42. b. Choisir la bonne primitive dans l'intégration par parties.

44. c. Dans la somme précédente, minorer chaque terme en minorant simplement l'intégrale sur [r/4, 37 /4]
par exemple.

46. c. Convergence dominée. d. Minorer l'intégrale en majorant le terme 1 4 x™, puis poser u = nz.
47. c. Intégration par parties dans I,,, en primitivant le facteur 1. d. Ecrire I,, sous forme d’un produit
et passer au logarithme.

56. d. et e. La fonction g a des limites finies en 1 et —1.

66. b. Commencer par calculer P(U > n).

69. c. Utiliser p(g) = q(gj) pour faire apparaitre la somme du b.

<11 >



