Rappels sur les suites numériques

Le présent chapitre est un chapitre de révisions techniques et de compléments sur les suites numériques ,c’est a
dire & valeurs réelles ou complexes (on note K le corps R ou C). Les résultats vus ici seront complétés lors du
cours sur les séries et du cours sur les espaces vectoriels normés.

I Rappels sur les suites récurrentes linéaires

I[.1 Suites géométriques

4' Définition I

une suite est géométrique si elle est solution d’une récurrence

Untl = Alnp
pour un certain nombre (réel ou complexe) A. De fagon équivalente une suite géométrique s’écrit sous la forme
Uy = CA”

pour une certaine constante C'.

Soit A € C.
La suite (A")nen converge vers 0 si et seulement si [A| < 1.

la suite (A"),en est non bornée (son module tend vers 'infini) si et seulement si || > 1.

La convergence des suites géométriques "'emporte" sur celle des fonctions puissance. Pour |A| <1 on a :

lim nPA\" =0
n—oo

Lorsque |\ =1 (X # 1), la suite n’est jamais convergente tout en restant bornée. Pensez par exemple au cas de
la suite ((—1)")nen. La situation peut étre compliquée : il existe § # 0 [2n] tel que X = €. Il y a alors deux
possibilités :

e Sil existe (p,q) tels que 6 = %’T, (\™) est périodique.

e Si 6 ¢& mQ, on peut montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (\") est le cercle unité tout
entier. La démonstration de ce dernier point (hors programme) est difficile et reportée en fin de chapitre.

Somme géométrique : Il est essentiel de connaitre la formule :
1— )\n+1

T+ A4 A =
A+ =



I RAPPELS SUR LES SUITES RECURRENTES LINEAIRES

1.2 Récurrence linéaire d’ordre 2

Soit P un polynéme unitaire de degré 2 : P = X2 —aX —b (b # 0). Une suite (u,) vérifie la relation de récurrence
d’ordre 2 si on a pour tout n :

Unp2 — QU411 — bu, =0 (RP)

Le polynoéme P s’apelle polynéme caractéristique, ou compagnon, de la récurrence(Rp) (on notera que si b =0 la
récurrence est en fait d’ordre 1 et on écarte ce cas, ce qui revient a supposer que 0 n’est pas racine de P).

On a le théoréme suivant :

—| Théoréme I

i. L’ensemble S des solutions dans KN de (Rp) est un sous-espace vectoriel de dimension 2.

ii. Au couple («, 8) donné, il existe une unique solution (u,) vérifiant ug = « et u; = .

iii. Si P a 2 racines distinctes dans C notées A et p, (A") et (u") forment une base de S. Si P a une racine
double A, alors (A") et (nA™) forment une base de S.

iv. Si K = R et que P n’a pas de racine réelle, si A et X sont les deux racines complexes avec \ = re?
alors u, = r"sin(nf) et v, = r’ cos(nf) sont les termes généraux de suites formant une base de S.

I

une autre fagon de dire la méme chose est d’écrire les solutions : elles sont de la forme
Uy = aA" + b

ou
Uy = a\” + bn\"

Démonstration abrégée et exemples.
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I RAPPELS SUR LES SUITES RECURRENTES LINEAIRES

I.3 Récurrences linéaires d’ordre p > 2 (HP)

A un polynéme P = X7 —ap_1 XP71—...—ag (ap # 0), on associe plus généralement (Rp) la relation de récurrence

Untp — Ap—1Upgp—1 — *+* — aolUy =0

Le théoréme ci-dessous généralise ce qui précede :

—| Théoréme I

L’ensemble S des solutions est un K espace vectoriel de dimension p. L’application ® suivante est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels :

& S — K?
‘ (un)nEN L — (u()a"':upfl)

o Si P possede p racines simples A1, ..., Ay, alors (A7), ..., (A;) forment une base de S.
e Si les racines de P sont Ay, ..., A\, de multiplicités respectives my, ..., m,., alors les termes généraux des solutions
sont de la forme :

un = QAT + -+ + Qr(n)A;

ou (; est un polynéme de degré inférieur ou égal a m; — 1.

La démonstration de ce résultat sera donnée en annexe.

Exemple. Trouver les solutions de la récurrence uy3 = up
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II RECURRENCE DU TYPE Uy, = F(Uy)

IT Récurrence du type u,.1 = f(u,)

On propose ici un plan d’étude général de ce type de suites. La fonction f est supposée continue sur une partie A
de R et a valeurs dans R.

I1.1 Plan d’étude

On considere f : A — R continue sur lintervalle I, ainsi que la suite définie par la relation de récurrence
Un+1 = f(uy) et son premier terme ug. Pour étudier (uy,), on procede ainsi :

i. Tracer le graphe de f et la doite y = x : le dessin est d’une grande aide pour ces suites

ii. Rechercher un intervalles stable par f :
lorsque J est stable, c’est a dire tel que f(J) C J, alors si ug € J la suite est bien définie et est a valeurs
dans J : on peut alors travailler en sécurité. Il peut arriver que cette recherche d’intervalle stable soit
difficile, comme par exemple dans 'exemple upi1 = unl_l ot l'on peut vérifier qu’il existe une infinité de
valeurs de ug pour lesquelles la suite n’est pas définie.

iii. On cherche les points fixes de f.

En effet, comme f est continue ce sont les seules limites possibles.

Une fois déterminé un tel intervalle, on étudie la convergence. Il n’existe pas de technique générale d’étude, on
dispose cependant de deux outils importants.

i. L’argument de monotonie.

— Si f est croissante sur J, alors (u,) est monotone.
— Si f est décroissante sur J, alors (ug,) et (u2,+1) sont monotones de sens contraire.

ii. L’argument de contraction : le théoréme du point fixe

Rappelons que f est contractante lorsque il existe un K positif strictement plus petit que 1 et tel que

|f(x) = fy)| < K|z —y|

—| Théoréme I

Si f: I — I est contractante et si 'intervalle I est fermé, alors f posséde un unique point fixe dans I.
De plus si a € I la suite récurrente associée a f de premier terme a converge vers ce point fixe.
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II RECURRENCE DU TYPE Uy, = F(Uy)

Exemple. Etudier les suites (uy,) et (vy,) en fonction de leur premier terme, avec :
Un+1 = SN vy,

Up41 = COS Uy,

Dans le cas général, I’étude des suites u,+1 = f(uy,) est trés difficile. ’exemple suivant pourtant simple est
célébre : u, 11 = u2 + ¢ lorsque c est une constante complexe. L’ensemble des valeurs de ug € C pour lequel
la suite (u,) est bornée peut prendre selon la valeur de la constante ¢ des formes inattendue ( Fractales
de Julia, on peut montrer ( voir TD) que c’est toujours une partie compacte de C ). A titre d’exemple (
difficile)on pourra en étudiant le développement en base 2 étudier pour la suite récurrente suivante :

Upt1 = Min(2up, 2(1 — uy))

en montrant :
- il existe une infinité de valeurs de ug € [0, 1] telles que la suite soit périodique.
-1l existe un choix de ug tel que la suite (u,) soit dense dans [0, 1]
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III RAPPEL SUR LE THEOREME DE CESARO

IITI Rappel sur le théoreme de Cesaro

ITI.1 Lemme de Cesaro

—| Lemme I

Soit (tn)nen une suite de réels admettant comme limite £ € R. On pose v, = “0E=5a. Alors (v,) converge
également vers £.

Si le lemme de Cesaro est si important ¢’est que 'argument de sa preuve est fondamental et reservira tout au long
du cours d’analyse. A savoir refaire impérativement ! !

Démonstration.

Remarque. Une version équivalente du Lemme est : Soit (u,) une suite telle que u,41 — v, — £. Montrer que
Un ¢
n
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III RAPPEL SUR LE THEOREME DE CESARO

II1.2 Un exemples de référence

La suite up41 = sinu,
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IV SUITES EXTRAITES - VALEURS D’ADHERENCES

IV  Suites extraites - valeurs d’adhérences

IV.1 Définitions

Extractrices

4' Définition I

On appelle extractrice toute application ¢ : N — N strictement croissante.

Ci-dessous une propriété immédiate, mais notable.

Proposition

Si ¢ est une extractrice, Vn, ¢(n) > n en particulier ¢(n) tend vers l'infini.

Suite extraite

Définition

Soit (up)nen € KN. On appelle suite extraite toute suite de la forme (u¢(n))neN ou ¢ est une extractrice.

Exemples et explications

Composition d’extractrices
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IV SUITES EXTRAITES - VALEURS D’ADHERENCES

IV.2 Valeurs d’adherence

On appelle valeur d’adhérence de la suite (u,) toute limite d’une suite extraite convergente.
Exemples :

Lien avec la convergence.

Proposition

— Si (uy,) converge vers ¢, alors toutes ses suites extraites convergent vers /.
— Une suite qui a au moins deux valeurs d’adhérences diverge.
— Toute valeur d’adhérence d’une suite extraite de (uy ), est aussi valeur d’adhérence de (up)p.

Une caractérisation théorique

—| Théoréme I
Soit £ € K. ¢ est une valeur d’adhérence si et seulement si pour tout € > 0, 'ensemble £, = {n € N, |u,, —¢| <
€} est infini.
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IV SUITES EXTRAITES - VALEURS D’ADHERENCES

Suites extraites recouvrant N

Proposition

(up) converge si et seulement si (ugy,) et (ugp+1) convergent et ont la méme limite.

Ceci n’est pas réservé aux suites paires et impaires. Plus généralement, si ¢1, ..., ¢, sont des extractrices qui re-
convrent N (c’est & dire telles que tout entier n est obtenu a l'aide d’une des extractrices) alors (u,) converge si
et seulement si toutes les (ug,(,)) convergent et ont la méme limite.

IV.3 Exemples

1

Déterminer les valeurs d’adhérence de la suite u, = (—=1)" + .15.

Un exercice d’oral difficile

Soit (S,,) une suite réelle tendant vers +oo avec Sp4+1 — S, tendant vers 0. Déterminer I’ensemble des valeurs
d’adhérences de (7).
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IV SUITES EXTRAITES - VALEURS D’ADHERENCES

IV.4 Théoréme de Bolzanno-Weierstrass

Le théoreme majeur de ce paragraphe est le suivant.

—| Théoréme I

Toute suite bornée (réelle ou complexe) posséde (au moins) une valeur d’adhérence.

Le cas réel a été vu en premiere année. Nous ne traitons que le cas complexe. Il est important d’avoir bien compris
le principe d’extrantions successives présenté ici.

Démonstration.

—| Corollaire I

Si une suite numérique bornée n’a qu’'une valeur d’adhérence, alors elle converge.

( c’est faux pour une suite non bornée)
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V. COMPARAISON ASYMPTOTIQUE DES SUITES

V  Comparaison asymptotique des suites

V.1 Comparaisons usuelles.

Il est tres important de bien maitriser le resultat suivant :

Proposition

soient a, b €]0,1[ a,, 5 > 0 on a les relations de comparaison suivantes (au voisinage de +00 ) :

e = O(W) ou encore :
-a"™ = o(-%) ou encore :

- a"™ = o(b") si et seulement si a < b

_% = 0(@")

En utilisant ces comparaisons, on est en général en mesure de décider si une suite tend vers 0.
Voici une liste d’exemples de difficulté croissante.

27’L
A T =
A T

lim 2V ™" =

n—oo

1
Trouver selon a : lim (3" +a")n =
n—oo

Pour a < 1, a®" = o(-L;)

Un dernier exemple sera utile pour les séries

Proposition
Ona —i;— = o(—L1;) siet sculement sia >boua=>bet c>d
n%In’n n¢lnn
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V. COMPARAISON ASYMPTOTIQUE DES SUITES

V.2 Vitesse de convergence

4' Définition I

Soit (uy), une suite qui tend vers [. On dit que la convergence est au moins polynémiale si u, — [ = o(n%)
pour au moins un « > 0.

On dit que la convergence est au moins géométrique si u, — [ = o(a™) pour au moins une valeur de a €]0, 1[.

la convergence polyndmiale est considérée comme lente. par exemple si o = 2 il faudra connaitre w1999 pour avoir
une précision d’environ 6 chiffres significatifs.

La convergence géométrique est un peu meilleure. Elle est souvent assez facile a tester : en effet on a le résultat
suivant ( qui sera utile dans le cours sur les séries) :

si il existe un réel a €]0, 1] tel qu’a partir d’un certain rang |u,41 — | < alu, — | alors la convergence est au moins
géométrique.

Exemple. Reprenons les suites récurrentes vues en exemple : quelle est la vitesse de convergence ?

Dans ces deux cas, la convergence reste assez lente.

4' Définition I

On dit que la convergence est ( au moins) quadratique si il existe une constante c telle que |u,+1—1| < clu, —1|?

Dans ce cas, on peut montrer que u,, — [ = 0(a2") pour un certain a €]0,1[. La convergence est infiniment plus
rapide.
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VI SUITES DE CAUCHY

VI Suites de Cauchy

Ce paragraphe est hors programme

VI.1 Définition

4' Définition I

Soit K =R ou C, et soit (u,) une suite a valeurs dans K. On dit que (u,) est de Cauchy lorsque :
Ve>0,3dNygeN, Vn > Ny, Vp = No, |up —up| <€
Autrement dit, lorsque :

Ve>0,3dNoeN,Vn >Ny, Vp=0, |upyp —un| <€

Remarque. L’intérét est de montrer la convergence sans avoir recours a la limite en question.

VI.2 Propriétés

Proposition

i. Toute suite convergente est de Cauchy.
ii. Toute suite de Cauchy est bornée.

iii. Toute suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence converge.

Démonstration.

—| Théoréme I

Toute suite de Cauchy de réels ou de complexes converge. On dit que R et C sont complets.

Démonstration.

14
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VIII ANNEXE 2 : RECURRENCES LINEAIRES D’ORDRE P

VII Annexe 1 : valeurs d’adhérence de la suite (™), lorsque ¢ n’est pas

rationnel.

On montre que tout les nombres complexes de module 1 sont des valeur d’adhérence de cette suite. La preuve de
ce résultat est difficile. Si vous souhaitez la lire, armez vous d’un stylo, faites un dessin et lisez lentement.

Posons z, = 2™ La suite z, est bornée donc par le théoreme de Bolzano Weierstrass, elle posséde une valeur
d’adhérence a € C qui est forcément de module 1 puisque |z,| = 1 pour tout n. Soit alors ¢ une extractrice

correspondante. La suite Z*QLJ;) est convergente de limite 1 Donc pour tout € > 0 il existe n tel que \Z"’Lil) -1 <e.

o(n Zo(n

Mais % est aussi égal & z, avec p = p(n + 1) — p(n) est un terme de la suite (z,) (différent de 1 car § n’est
as rationnel). Ainsi on a prouvé :

Ve>0,Ip>0,0< |z, — 1| <e¢

Ceci prouve que 1 est une valeur d’adhérence de la suite (zp).

Nous montrons qu’en fait tout les points du cercle unité sont des valeur d’adhérence. Pour cela, considérons 4,
I'argument du nombre complexe z, ( il est proche de zéro). Soit z un nombre complexe de module 1. On peut
écrire z = €' et on peut toujours choisir & de méme signe que dp quitte a rajouter un multiple entier de 2m. Ceci
fait, il existe un entier naturel n tel que |a — nd,| < |§,|. Comme la fonction = — €@ est 1 lipschitzienne, on a
alors |e'® — eMP| < |¢i% — 1|, ce qui se rébecrit |z — 2| < |2p — 1] < &.

Ainsi pour tout € > 0 il y a une élément de la suite a distant de moins de € de z. Ceci assure que z est une valeur
d’adhérence.

VIII Annexe 2 : Récurrences linéaires d’ordre p

On prouve dans cette section le théoreme relatif aux suites récurrentes d’ordre p. Une autre preuve plus efficace
sera vue lorsque nous disposerons des outils d’algebre linéaire suffisants. Celle qui suit est élémentaire.

En gardant les notations du théoreme, il suffit de montrer que :

i les suites du type
un = Q1(n)AY + -+ + Qr(n)A}

ou (; est un polynoéme de degré inférieur ou égal & m; — 1
sont bien solutions de la récurrence.

ii Elles forment un espace vectoriel de dimension p.

En effet, nous savons déja que I’ensemble des solutions est un espace de dimension p, via la bijection linéaire
avec RP définie par (un)nen — (uo, ..., Up—1).

Rappelons qu’on a supposé que le terme constant du polynéme P est non nul, car sinon la récurrence est
en fait d’ordre strictement inférieur & p a parti d’un certain rang. Ceci signifie que tous les A; sont non nuls.
Notons alors E I’espace vectoriel KN des suites & valeurs dans K, et D : (uy)n € E + (upni1)n 'endomor-
phisme de décalage d’indice. . La démonstration repose sur les deux résultats suivants :

R1 Siu, = Q(n)A™ , avec Q polynome de degré d alors pour tout scalaire p la suite (vy)y = (D—pld)((un)n)
a un terme général de la forme v, = S(n)A" ot S est un polynome de degré d si A # p et de degré d — 1

siA=p (sid=0, on av, =0 dans ce second cas) .

Ce premier résultat se prouve par un calcul direct sans difficulté.
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IX ANNEXE 3 : DEVELOPPEMENT DE REELS A L’AIDE DE SUITES D’ENTIERS.

R2 si P = XP — Zz;é apXF =TI (X —X\)™ est le polynome caractéristique de la récurrence, alors (up)n
vérifie Rp si et seulement si (D — M\ Id)™ o...o0 (D — X\Id)™ ((up)n) est la suite nulle.

Ce second point traduit simplement le fait que 'endomorphisme (uy)n +— (tn4p — Zz;é xlUnik)n de E
est égal & DP — P ~1 ;. D¥ = (D — M\ Id)™ o...0 (D — \Id)™

On démontrer alors le point [i] sans difficulté : si u, = Q;(n)A!" avec deg(Q;) < m; — 1, alors I'application
itérée du résultat R1 donne (D — A Id)™ o...o (D — A Id)™ ((un)n) = (0)n.

Pour montrer le point [i4] il faut montrer que la famille de cardinal p des suites n — n*A\?, pour 0 < k <
m;—1, 1 <i < r est une famille libre, ce qui revient & montrer que si la suite u, = Q1(n)A} 4+ -+ Q- ()
est la suite nulle, alors tous les (); sont nuls.

Supposons donc cette suite nulle, on évalue alors 'endomorphisme (D — A\ Id)™ o...0 (D — \,—11d)
sur la suite (uy,). Comme c’est la suite nulle on trouve d’une part 0, mais d’apres R1, si @, est non nul, on
trouve une suite v, de la forme S(n)A} avec S non nul, puisque la racine A, est distincte des précédentes.
Enfin, on a supposé A, non nul donc pour tout n, S(n) = 0 ce qui contredit I’hypothese. Ainsi @, = 0 et
symétriquement tous les autres Q;.

mr—1

IX Annexe 3 : Développement de réels a ’aide de suites d’entiers.

L’idée générale de ce paragraphe est de donner des méthode de représentations "presque bijectives" des nombres
réels a l'aide de suites d’entiers. La plus utile et la mieux connue est le développement en base 10, que nous
généralisons a une pase b quelconque, puis nous donnons quelques autres exemples.

IX.1 Développement en base b

Dans cette partie on se donne un réel z € [0, 1] et un entier b > 1. Le plus souvent, on aura b = 10 ou b = 2.

—| Théoréme I

Il existe une suite (a,) d’entiers de [0,b — 1] tel que :

+00
€r =
k=1

an,

2

Si lon impose que (a,) est non constante égale a b — 1 a partir d’un certain rang, alors on a l'unicité de la
suite (a,).

Cette écriture s’appelle le développement en base b de z. Les situations les plus usuelles sont les cas ou b = 10 (
développement décimal) et b = 2 ( développement binaire)

Démonstration. Voir cours sur le séries
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IX ANNEXE 3 : DEVELOPPEMENT DE REELS A L’AIDE DE SUITES D’ENTIERS.

Le développement en base p possede la propriété suivante :

Proposition

x est rationnel si et seulement si la suite (a,) associée est périodique & partir d’un certain rang.

Par exemple :

% = 0.3333333333333... en base 10.
i = 0.25 = 0.250000000..... en base 10 ( développement fini donc bien sur périodique & partir d’un certain rang).
% = 0.01 en base 2.

m = 3.1415926535..... a un développement qui ne devient jamais périodique (et donc en particulier, est infini).

IX.2 Autres exemples

Les exemples suivant ne sont pas détaillés. Ils sont difficiles, et si vous étes intéressés, vous pouvez trouver des
références sur internet. Le troisieme est extrémement classique et la littérature le concernant est abondante.
Développement en série factorielle

Tout réel = de [0, 1] se décompose sous la forme

ou ay, est un entier vérifiant 0 < a,, <n — 1. Il y a de plus unicité, si on suppose que a, — (n — 1) n’est pas nul a
partir d’un certain rang.

Développement en série de Engel

Tout réel de ]0,1] se décompose de fagon unique sous la forme

1 1 1
rT=—+ +
ap  aoar  apaias

+...

ou (an)n est une suite croissante d’entiers avec ag > 2.

Développement en fractions continues

Ce développement a fait 'objet de nombreuses question d’oral a divers concours.

Si ’on note
[ag, ..., an] =ag+—7—

pour tout réel x il existe une unique suite (a,) d’entiers non nuls ( ou bien nuls & partir d’un certain rang) telle
que z = lim,,_,~o[ag, . . . , an]
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