Espaces préhilbertiens

Dans tout ce chapitre, le corps de base des espaces vectoriels considérés sera R ( Il est possible de définir des

produits scalaires sur les espaces complexes, mais les axiomes sont différents. Cette définition sort du cadre du
programime.)

I Rappel sur les produits scalaires

4' Définition I

Un espace préhilbertien réel est un R-espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire (E, (-|-)).

I.1 Produits scalaires de référence

¢ R" muni du produit scalaire canonique est un espace préhilbertien

Rappelons que le produit scalaire canonique posseéde une écriture sous forme de produit matriciel. Si X et Y sont
n

deux vecteurs (colonnes) de R", XY7 = Y X7 est la matrice de M;(R) ayant comme unique coefficient 3 2;%;.

=1

o Sur M,,(R), on pose (A|B) = Tr(AT B), c’est le produit scalaire canonique.

e E=C"a,b],R) muni de (:|-) est un espace préhilbertien, avec :

o) = [ g ar

e Plus généralement, si w est une fonction strictement positive continue, on définit le produit scalaire a poids sur

C%([a,b],R) :
b
(ol = [ FOgtw(0) e

I[.2 Cauchy Schwarz et Inégalité triangulaire

Proposition

(zly) < [lzllllyl]

Avec égalité si et seulement si x, y sont positivement liés ( resp liée si ’on met une valeur absolue ou un carré)

Proposition

Iz +yll < llz]l + [yl

Avec égalité si et seulement si x,y sont positivement liés

Dans ces deux formules ainsi qu’ensuite, on note ||z|| = y/(z|x) la norme de x pour z € E (norme euclidienne)



I RAPPEL SUR LES PRODUITS SCALAIRES

I.3 Formules de polarisation

Si (E, (-|)) est un espace préhilbertien,
V(@ y) € B2 (aly) = 5 [llz +yl? — =) - lyIP?]

[z + wlI? = llz = yII?]

===

Remarque méthodologique :
On est amené a utiliser une de ces identités de polarisation a chaque fois ’on dispose d’une information relative
a la norme et que l'on cherche un renseignement sur le produit scalaire.

I.4 Identité du parallélogramme :

Toute norme préhilbertienne vérifie :

le +yl? + llo = ylI? = 2 (|llI* + [19]1?)

Cette formule s’interprete géométriquement : "la somme des carré des diagonales vaut le double de la somme des
carré des cotés",(c’est la formule de la médiane qui n’est pas sans rappeler les cours de college.)

I.5 Complément 1 : Représentation des formes linéaires
Pour zg € E, 'application (zo|-) définie ci-dessous est une forme linéaire sur E :

E — R
x  — {(xolx)

(zol") :

Proposition (Théoréme de Riesz)

Soit E un espace préhilbertien. On considere 'application ¢ définie ci-dessous :

FE — FE*
r — (z])

Si E est de dimension finie, alors ¢’est un isomorphisme appelé isomorphisme canonique.

A chaque f € E*, il existe un unique vecteur z € E tel que f = (x|).

Démonstration.

Exemple.
A chaque f € M, (R)*, il existe une unique matrice A telle que f = M —— Tr(AM).

—| Corollaire I

Si E est un espace euclidien (préhilbertien de dimension finie), alors tout hyperplan H de E admet un unique
vecteur normal, a un scalaire multiplicatif pres.
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II ORTHOGONALITE

II Orthogonalité

I1.1 Définition

4' Définition I

— Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux lorsque (x|y) = 0.
— Une famille (e;);cr est dite orthogonale lorsque pour tout i # j, (e;le;) = 0.
— Une famille est dite orthonormale si elle est orthogonale et si tous ses vecteurs sont unitaires.

Exemple.

Théoréme de Pythagore

Si (1, ...,Zn) est orthogonale, alors ||z1 + -+ + 2|2 = ||z1]|® + - + ||za]/?

La réciproque est vraie seulement dans le cas n = 2.

Proposition

Toute famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est libre.

La preuve doit étre connue.

Plus généralement, on définit I'orthogonalité entre sous-espaces :

4' Définition I

Soient A et B deux sous-espaces vectoriels. On dits que A et B sont orthogonaux (A L B)lorsque pour tout
a € A, pour tout b € B, {(a|b) = 0. (ce qui équivaut & A C B+ et & B C AL).

4' Définition I

Soient Ay, ..., A, des sous espaces vectoriels. On dit qu’ils sont orthogonaux si pour i # j, 4; L Aj.

Proposition

Des espaces orthogonaux sont en somme directe
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II ORTHOGONALITE

II1.2 Orthogonal d’une partie

4' Définition I

Soit A C E. On note A+ = {rx € E, Va € A, (z|a) = 0}.

Propriétés élémentaires

Proposition

— AT est un sous-espace vectoriel de E
— Al = (Vect(A))*+

— Bt ={0}

— ACB= Bt c At

— ANAt= EO}

— Ac (at)

Le second point de la proposition précédente fait qu’on s’intéressera presque toujours au cas ou A est un espace
vectoriel.

I1.3 Propriétés de 'orthogonal en dimension finie

Proposition (supplémentaire orthogonal)

— Pour tout sous-espace vectoriel F' de E de dimension n, on a :
E=FeoF*
(On dit que F* est le supplémentaire orthogonal de F.)
— Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a :
F= (FL)l

— dimFt=n—dimF

Ce résultat est une conséquence du procédé de Gram Schmidt (voir plus loin).

Voici un exemple d’utilisation de ce résultat :

II.4 Operations algébriques sur ’orthogonal

Proposition (Comportement par intersection et somme)

i. F-nGt=(F+G)*
ii. FL+Gtc(FnG)*t

En dimension finie, I'inclusion précédente devient une égalité.
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II ORTHOGONALITE

Démonstration.

Un contrexemple en dimension infinie £ = C%([0,1],R) muni de son produit scalaire canonique et F =
{ fEE| Jl0,1/2) = 6} Trouver F- et vérifier que ce n’est pas un supplémentaire de F.

I1.5 Complément 2 : Aspect topologique

Proposition

L’espace (F, (-|-)) hérite d’une structure d’espace vectoriel normé pour la norme /(-|-).

Proposition

L’application qui, & un couple (z,y) € E?, associe (z|y) est continue. Ainsi, (zo|-) est une forme linéaire
continue pour tout zg € E.

Exercice de cours : En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz démontrer que la norme d’opérateur de la forme
linéaire (xq|-) vaut |lzo|.

Voici une intéressante conséquence de ce résultat :

Proposition (topologie et orthogonalité)

i. F- est un fermé
L
i. (F) =F+
iii. Si F' est dense dans E, alors F- = {0}
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II ORTHOGONALITE

I1.6 Rappel sur le procédé de Gram-Schmidt

Proposition (procédé de Gram-Schmidt)

Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien. Soit (v, ..., v,) une famille libre de E. Alors il existe une unique famille
de n vecteurs (wy, ..., wy) orthonormée de E telle que :

i. Vi€ [1,n], Vect < vy, ...,v; > = Vect < wy, ..., w; >
ii. Vi € [1,n], (wi|v;) >0

I1.7 Conséquences directes du procédé de Gram-Schmidt en dimension finie

Proposition

Soit E un espace euclidien.
FE possede des bases orthonormées.

Plus précisément : toute famille orthonormée peut étre complétée en une base orthonormée (théoréme de la
base orthonormée incomplete), de plus

Pour tout sous espace vectoriel F' si (v1,...,vp) est une base orthonormée de F, et si on complete en
(v1,...,vy) orthonormée, alors (vp41,...,vy) est une base orthonormée de Ft
Exemples
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II ORTHOGONALITE

I1.8 Propriétés des bases orthonormées

Les bases orthonormées existent toujours en dimension finie et parfois en dimension infinie. Elles jouent un réle
crucial.

Soit B = (e;); une base de FE.
B est orthonormée si et seulement si 'une des propriétés suivante est vérifiée :

— expression des coordonnées :
Pour tout z et pour tout i, e} (x) =< e;|x >
(les coordonnées sont les projections sur les vecteurs de base)

— expression du produit scalaire :
pour tout z,y dont les coordonnées dans B sont (z;); et (y;); on a < x,y >= >, x;y; ( la somme est

forcément finie!!)

Cette derniere propriété explique 'importance du produit scalaire canonique.

I1.9 Traduction matricielle

Matriciellement, le procédé de Gram Schmidt se traduit de la fagon suivante :

Proposition

Pour tout M € GL,(R), il existe T" une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement
positifs et O une matrice orthogonale telles que M = OT'. 1l y a unicité des matrices O et T'.

Démonstration.

I1.10 Polynémes orthogonaux

Le procéde de Gram Schmidt est valable dand R[X] :

Proposition (Gram-Schmidt, cas dénombrable)

Soit (£, (-|-)) un espace préhilbertien. Soit (ey,)nen une famille libre. Alors il existe une unique famille ortho-
normée (v, )nen telle que :

i. Vi € [1,n], Vectvy, ...,v; = Vect ey, ..., e;
ii. Vi e [1,n], (e;|vi) >0

Démonstration. Il suffit de procéder par récurrence.

Cas des polynémes

Le théoreme précédent se traduit de la fagon suivante :
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II ORTHOGONALITE

Proposition

Pour tout produit scalaire sur R[X], il existe une base orthonormée échelonnée en degré. Cette base est unique
si 'on impose que les coefficients dominants des vecteurs de base soient positifs.

Ce résultat important permet de définir les familles de polynémes orthogonaux.
Nous en verrons des exemples.

I1.11 Projections orthogonales

4' Définition I

Soit p € L(E). On dit que p est un projecteur orthogonal lorsque kerp L Im p.

Remarque. Les assertions suivantes sont équivalentes :

L
— kerp@Imp=F

— (kerp)t =Imp
— (Imp)L = kerp
Proposition

Les projecteurs orthogonaux ont les propriétés suivantes :

i. p est un projecteur orthogonal
ii. Vo € B, [lp(x)] < |||
iii. V(z,y) € E2, (zlp(y)) = (p(z)ly)

Il s’agit d’un exercice classique, il faut savoir le refaire.

Le résultat suivant est souvent utilisé en sciences ( notamment en physique et en mécanique) : il faut savoir s’en
servir.

Projection sur un vecteur et sur un hyperplan
Soit 77 un vecteur unitaire. La projection othogonale sur la droite R77 est 'application p définie par :
p(z) =<m,x >

La projection sur un hyperplan H est 'application z — x— < 7,z > 7 ou 7 est un vecteur unitaire normal a H.
Exemple : Trouver la matrice du projecteur orthogonal sur le plan ax + by + cz = 0.
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II ORTHOGONALITE

I1.12 Le théoréme des projections

Théoréme de la projection orthogonale

i
ii.
iii.

iv.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Alors :

Le projecteur orthogonal sur F' existe
=
FoF-=F
Si B = (ey, ..., e) est une base orthonormée de F' alors p(z) = > "1 (ei|x;) e;
(propriété de minimisation)Pour tout  de E, on a :
pour tout y € F' I'inégalité :
Iz = p(@)[| < [z = yll

avec égalité si et seulement si y = p(x).

. Pour tout z on a d(z, F) = ||z — p(x)]|.

La propriété de minimsation est 1’'un des aspects les plus intéressants, en voici des exemples.

I1.13 Exemples d’application a des problémes de minimisation

Exemple. Déterminer inf | M — A||? avec :

A symétriques

)

Exemple. Un exemple & base d’intégrales ( classique!!)
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III ANNEXE 1 : DETERMINANTS ET MATRICES DE GRAM

IIT Annexe 1 : Déterminants et matrices de Gram

4' Définition I

Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien réel et soit (z1,...,z,) € E™. On note g(z1, ..., ) la matrice :

((@ilz5)) i 5)e,ng2

g(x1,...,zy,) s’appelle la matrice de Gram des vecteurs z; .

Son déterminant G(x1, ..., x,) est appelé le déterminant de Gram de (1, ..., ).

Les determinants de Gram ont des propriétés remarquables :

Proposition

Soit (A1, ..., \n_1) € R*"1. On note z,, = z,, — 2?2—11 Aiz;. Alors :

G(zl,...,xp_1,%n) = G(1, ..., Ty)

Démonstration. Soit j € [1,n]. On a par bilinéarité du produit scalaire :

n—1
<fm$3> = <l’n — Z )\ixi .%'j>
=1
n—1

= (@nlzs) = Y Ni (@ila))

i=1

Ainsi, si 'on note C1, ..., C), les colonnes et Ly, ..., L, les lignes de G(z1, ..., x,), on applique les transformations :

n—1
Cn — Cn — Z )\ZC’l

i=1
puis :

n—1
Ly +— Ly — Y NL;
i=1

et I'on obtient G(x1, ..., Zp)

Proposition

Pour tout (z1,...,2,) € E™, on a :

G(x1y .y n) = G(x1, ooy 1) d(zp, Fn_1)2

avec F; = Vect(eq, ..., €;).

Démonstration. On pose z,, = zp,—pr, ,(y). D’apres la propriété précédente, puisque pr, , (xy,) € Vect(eq, ..., en),
G(x1, .y Tp—1,%n) = G(x1,...,x,). Or :

(mile) -+ (@ifon-1) 0
G(x1,y .0y Tp) = : :
(@15 012n) (@no1|z1) - {EnoilEa) O

On obtient G (21, ...,2n) = G(21, ..., Tn_1)||7n | en développant.
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III ANNEXE 1 : DETERMINANTS ET MATRICES DE GRAM

—| Corollaire I

On déduit des deux derniéres propriétés les conséquences suivantes :
i. G(xy,...,zn) 20
i G210y 2) = 21| @2] - |Z0]1* avec &3 = z; — pr,_, (25)

iii. Soient F' un sous-espace vectoriel de E, (1, ..., ;) une base quelconque de F, et x € E. Alors :

e

Proposition

Soit (x1,...,xn) € E". rgg(z1, ..., Tp) = 18(T1, ..., Tp)

Démonstration. Soit (A1 ---A,) € R™. On pose y = > 1L \iw;.
- \p) Ekerglay, ..., x,) <= Vie [1,n], (y|z;)
— y e Vect(x1, ..., 1) "
— Mz +---+ Az, =0

On considere alors ¢ :
p K" — K
AL An) AT Ay

Alors n —rg(x1,...,2,) = dimker ¢ = n —rg ¢ = n — rg(z1, ..., x,), d’ou le résultat.

Expression a ’aide des coordonnées dans une BON

On suppose que E est de dimension finie p. On munit E d’une base orthonormée B = (eq, ..., p). Soit (21, ..., Tp)
une famille de vecteurs, et A = Matg(z1, ..., zp).

On a l'égalité g(z1,...,,) = LAA.
(exercice : vérifier cette formule, en regardant notamment soigneusement les tailles des matrices......)
On en déduit le résultat géométrique suivant :

Inégalité de Hadamard

Proposition (Inégalité de Hadamard, HP)

Soit B = (e, ..., €,) une base orthonormée de E. Soit (z1, ..., z,) une famille de vecteurs. Alors :
n
|det Matg (21, ..., 2n))| < H Il |2
i=1

Il y a égalité si et seulement si la famille (x, ..., z,,) est orthogonale.

Démonstration. |det (Matg(z1,...,2,)| = Vdet tAA = \/G (a1, ..., x,), or :
G(a1, .y n) = |aa P2l - lzn]® < ool za]?
Il y a égalité si et seulement si pour tout @ € [2,n], ||x; —pr,_, (zi)]| = ||xi||, autrement dit si la famille (x4, ..., zy)

est orthogonale.
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IV ANNEXE 2 : INEGALITE DE BESSEL EGALITE DE PARSEVAL

IV Annexe 2 : Inégalité de Bessel egalité de Parseval

Dans cette section on se propose d’examiner les conséquences du théoréme des projections dans des espaces de
dimension infinie (principalement des espaces de fonctions).

IV.1 Inégalité de Bessel finie

Proposition

Soit (E, (:|-)) un espace préhilbertien et (eq, ..., e,) une famille orthonormée. Alors, pour z € E :

n

> (eile)® < lz))®

=1

Il y a égalité si et seulement x € Vect(eq, ..., e5).

C’est une conséquence immédiate du théoreme des projections, puisque la somme de gauche est la norme du
projeté orthogonal.

IV.2 Inégalité de Bessel, cas général

—| Théoréme I

Soit E un espace préhilbertien de dimension infinie. Soit x € E, et soit (e )nen une famille orthonormale de
E. La série de terme général <en|x>2 est convergente et de plus :

> (enla)® <lz)®

neN

Démonstration. Posons S, = 3.7, (ex|z)?. La suite (S,,) est croissante et S, < ||z/|? par le cas fini. Ainsi, (S,,)
converge, et sa limite est inférieure & ||z ||%.

Le théoréme suivant caractérise 1’égalité dans 'inégalité de Bessel.

—| Théoréme I

On garde les notations précédentes On pose F,, = Vect(ey, ...,e,) et p, le projecteur orthogonal sur F,. On
note F' = U, en Fn = Vect((en)nen.

Il y a égalité dans l'inégalité de Bessel si et seulement si p,(x) converge vers z (pour la norme associé au
produit scalaire), quand n tend vers l'infini.

Il y a égalité si et seulement = est dans I'adhérence de F' (pour cette norme).

Démonstration.

lz1* = S = llz]1* = llpa(2)]1*
lz = pn ()]

Ainsi, S, —— ||z]]? <= ||z — pu(2)|| —— 0 = pp(r) —— =.
n—+00 n—+oo n—-+o0
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IV ANNEXE 2 : INEGALITE DE BESSEL EGALITE DE PARSEVAL

Proposition (égalité de Parseval)

On suppose que le sous espace F' engendré par les (e;,) est dense dans E alors on a :
“+o00
Vaz € B, ||z> =Y (z]e;)?
i=1

(égalité de Parseval)

Ce résultat est tres utile pour les séries trigonométriques et pour les polynémes orthogonaux.

13 MP*3



	Rappel sur les produits scalaires
	Produits scalaires de référence
	Cauchy Schwarz et Inégalité triangulaire 
	Formules de polarisation
	Identité du parallélogramme:
	Complément 1 : Représentation des formes linéaires

	Orthogonalité
	Définition
	Orthogonal d'une partie
	Propriétés de l'orthogonal en dimension finie
	Operations algébriques sur l'orthogonal
	Complément 2 : Aspect topologique
	Rappel sur le procédé de Gram-Schmidt
	Conséquences directes du procédé de Gram-Schmidt en dimension finie
	Propriétés des bases orthonormées
	Traduction matricielle
	Polynômes orthogonaux
	Projections orthogonales
	Le théorème des projections
	Exemples d'application à des problèmes de minimisation

	Annexe 1: Déterminants et matrices de Gram
	Annexe 2 : Inégalité de Bessel egalité de Parseval
	Inégalité de Bessel finie
	Inégalité de Bessel, cas général


