Sujet type CCP

Le but de ce probleme est d’établir des propriétés de la fonction Gamma d’Euler.

I.La fonction I'.

On définit la fonction I" d’Euler, pour tout réel x > 0, par :

+oo
I(z) = / e i dt
0

I.A. Montrer que la fonction ¢ — e %*~1 est intégable sur ]0, +oof si, et seulement si, z > 0.

I.B. 1. soient a et b deux réels strictement positifs tels que a < b. On définit une fonction ¢ en
posant

(t) = |Intle~ttet si t €]0,1]
- Intle b= si t>1
|

Démontrer que cette fonction est intégrable sur |0, +o00[

2. En déduire en appliquant le théoréme de Leibniz que la fonction I' est de classe C! et stric-
tement positive sur |0, +ool.

I.C. Exprimer I'(x 4+ 1) en fonction de = et de I'(z).

I.D. Montrer que I'(n) = (n — 1)! pour tout entier naturel n > 1.

II.Formule de Stirling.

II.A. En appliquant la formule de Stirling démontrer qu’'on a, quand n tend vers linfini, le
développement suivant :

In(n!) =nln(n) —n+ hr1(2n) + %1n(27r) +o(1)

IT1. L’identité d’Euler.

Dans cette partie, nous allons établir I'identité d’Euler suivante :

xT

(I11.1)

nin
v 0, I'(x) = 1
>0, I'(z) naufoox(x—i-l)...(m—i—n)

On désigne par (f)n>1la suite de fonctions définies sur |0, +o0[ par :

fn(w:{ (1=5)"e! st t€lon]

0 si t>n

et on définit pour tout réel x > 0 les suites ([,,(x))n>1 et (Jn(z))n>0 par :

I (x) = /On (1 — :L>ntfl dt

Jn(x) = /01(1 — 1)t at



ITI.A. Montrer que, pour tout entier n > 1, la fonction f,, est continue et intégrable sur |0, +oo|.

ITII.B. 1. Démontrer que pour tout t > 0, f,(t) — e **~! quand n tend vers 'infini.
2. Etablir I'inégalité

t n
<1 — ) "t <e L st €)0,n]
n

3. En déduire en utilisant le théoreme de convergence dominée que, pour tout xz > 0,

lim I,(x) =T'(x)

n—-+oo
ITI.C. Montrer que pour tout entier n > 0 :
n+1

Int1(z) = In(z+1)

ITI.D. En déduire que pour tout x > 0,

n!
(x+1)...(x+n—-1)(z+n)

In(z) = .

ITI.E. Etablir l'identité d’Euler (I11.1).

IV.Une intégrale a parametres.

Dans toute la suite, on définit une fonction h sur R par
h(u) =u—[u] —1/2

ou la notation [u] désigne la partie entiere de w.

IV.A. Dessiner soigneusement le graphe de I'application h sur l'intervalle [—1,1] et vérifier que
cette fonction h estl- périodique.

IV.B. Montrer que la fonction H définie sur R par :

est continue, de classe C' par morceaux et périodique de période 1.
IV.C. A Tlaide d’une intégration par parties, justifier pour x > 0 la convergence de 'intégrale

suivante : oo
h
/ (W .
0 U+

indication : intégrer h dans fox b

IV.E. Soit ¢ l'application définie pour tout = > 0 par

+oo m
o(x) :/0 hw) du

u—+x

En reprenant l'intégration par parties de la question I'V.C, démontrer que ¢ est de classe C!

sur R™ et que pour tout z > 0
+o00 h(u)
'(x) = —/ ——— du
¢ (z) . @tu?



V. Une autre identité due a Euler.

Nous allons maintenant établir une autre formule importante due & Euler, valable pour tout x > 0 :

h(u)
T+ u

du

1 t+oo
In(D(z +1) = (2 + 5) In(z) — 2 +In(v37) - /0

ou h est I'application définie a la partie IV.
On fixe donc = > 0 et pour tout entie naturel n, on définit F,,(z) par

n!naf—‘rl
Fy(z) =In ((9:+1)(x+2)...(:c+n+1)>

V.A. Montrer que pour tout entier naturel i :

T+itl 1, i1
/ In(t) dt = In(z + i) — / T
wti i U+

V.B. En déduire que

n+1 U
Fo(z) = Gp(z) — /0 ;il du
Gn(z) =In(n!) 4+ (z + 1) In(n) — <x +n+ g) In(x+n+1)+n+1+ <x+ ;) In(x)
V.C.

C.1 En utilisant la formule de Stirling, montrer que

lim_Gn() = (¢ + ) In(x) — 2+ In(v27)

n—-+o0o

C.2 En déduire que

+0o0 U
In(C(z+1)) = (z+ %) In(x) — z + In(v2r) — /0 xhi—?u, du

D.1 En reprenant l'intégration par parties de la question IV.C, déterminer la limite de ¢(x)
quand x tend vers l'infini.

D.2 En déduire la formule de Stirling généralisée :

F(z+1)~ (Eyg 2

e
cette formule justifie que la fonction gamma est bien le prolongement naturel de la factorielle

V.D. Une autre application :
Trouver une relation entre I'V(2) et ¢/(1). Puis exprimer I'V(2) sous forme d’une somme de série.



