DS5 corrigé (d’apres Centrale PSI 2011)

1 La fonction I'.

LA. f,:t+— t*"le~! est continue sur RT*; les seuls problemes d’intégrabilité sont aux voisinages
de 0 et de +o0.
- Au voisinage de 0, f.(t) ~ t*! est intégrable si et seulement si 1 — 2 < 1 (fonctions de
Riemann).
- Au voisinage de 400, f(t) = o(1/t?) (croissances comparées) et f, est donc intégrable.
Finalement f, est bien intégrable sur R si et seulement si x > 0.
I.B. Soit h: (x,t) — e~ 't*~!; h est continue sur R** x R** et admet sur cet ensemble une dérivée
partielle par rapport a x qui est aussi continue. Enfin,

ettt si t€0,1]
V0 < a <b, Vo € [a,b], VYt >0, |h(z,t)] < ¢o(t) = { R
oh |In(t)|e"tt2! si t € [0,1]
- < —
Ox (x,t)‘ < a(t) { In(t)e tb=1 si t>1

$o et ¢y étant intégrables sur RY (négligeables devant 1/t? au voisinage de +oc et devant ¢3!
au voisinage de 0 par croissances comparées et continues par morceaux ailleurs), le théoreme
sur les intégrales & parametres indique que I' € C1(RT*) avec

V0 < a < b, Yz € [a,b], Vt >0,

+o0
Vo >0, IV(x) = / In(t)e 't~ dt
0

Par ailleurs, la fonction intégrée étant positive, continue et non nulle sur R, on a aussi
Vz >0, I'(x) >0

I.C. Soit > 0. Pour [a,b] C R™, une intégration par parties donne

b b b
/ et dt = [—e 7] + m/ e "t dt
a a
En faisant tendre a vers 0 et b vers U'infini (les différentes limites existent bien) on a donc
Ve >0, 'z +1) = 2I'(z)

I.D. Un calcul direct donne :

r@)=[-e",> =1

La formule de la question précédente donne alors directement par récurrence

Vn € N*, I'(n) = (n — 1)!

2 Formule de Stirling.

II.A. On pose v, = (Q)"nﬁ La formule de Stirling stipule que v, — 1 quand n tend vers l'infini.

Ceci donne : v, =1+ o(1)
En prenant le logarithme il vient In(v,) = o(1) Il suffit de développer le terme de gauche pour
avoir le résultat voulu.

In(n)

In(n!) =nln(n) —n+ — +In(v27) 4+ o(1)



3 L’identité d’Euler.

III.A. f, est continue sur R™ (le seul probléme est en n ou le raccord se fait bien, limite & droite
et gauche valant 0), nulle au voisinage de +oo (ou elle est donc intégrable) et équivalente a
t*~1 en 0 (ou elle est intégrable puisque x > 0). C’est donc une fonction intégrable sur RT*.

ITL.B. La suite de fonctions (f,) converge simplement sur R** vers ¢t + e~'#*~! (puisque I'on a
(1 —u/n)"=exp(nln(l —u/n)) — exp(—u) quand n — +00).

Les f,, ainsi que la limite simple sont continues sur R™*.
Par concavité de In, on a Yu > —1, In(1 4+ u) < u; on a donc (croissance de I’exponentielle)

vt €]0,n[, 0 < fo(t) < prlgnin(1-1) o jo—1,—t

et I'inégalité reste vraie trivialement pour ¢ > n. Le majorant est intégrable sur RT™* (déja vu)
et le théoreme de convergence dominée s’applique pour donner

+oo +oo
lim [,(x) = lim fu(t) dt = / e 'l dt =T(x)
0

n—-+0o0o n—+00 Jg

ITI.C. Soit a €]0, 1] ; une intégration par parties donne
1 T 1 1
1
/ (1 —w)" ot do = [u(l - u)”“] + n—f—/ u®(1 —w)" du
a x a x a

En passant a la limite a — 0 (les différentes quantités existent ; en particulier, x > 0 donne
x — 1> —1 et on a l'intégrabilité au voisinage de 0)

n+1
T

Int1(z) = In(z+1)

ITI.D. On montre par récurrence que la propriété

n!
z(z+1)...(x+n-1)

Ve >0, J,(x) = Jo(z +n)
est vraie pour tout n > 1.
- Initialisation : le résultat est vrai au rang 1 d’apres la question précédente.
- Hérédité : supposons le résultat vrai au rang n > 1. En utilisant la question précédente et
I’hypothese de récurrence au rang n avec x + 1, on obtient le résultat au rang n + 1.
Le calcul de Jy étant immédiat, on trouve alors

n!
(x+1)...(x+n)

In(z) = .

ITI.LE. Le changement de variable u = ¢/n donne

n t\ " 1 In®
/ (1 - ) o dt = nx/ (1 —w)"u® du = nn
0 n 0 z(x+1)...(x+n)

et la question ITI.B indique alors que




4 Une intégrale a parametres.

IV.A. Sans difficulté.
IV.B. h est, comme la fonction partie entiere, 1-périodique. Son intégrale sur [t,¢ + 1] est donc
indépendante de ¢ et vaut 0 (calcul pour ¢t = 0 par exemple). On en déduit alors que

x+1
Ve, H(z +1) — H(x) :/ h(t) dt =0

ce qui montre que H est aussi 1-périodique. De plus, pour tout entier n, f(? h=0et
[z] o x
Va, H(x) :/ h(t) dt+/ h(t) dt :/ h(t) dt
0 (] [z]

Le changement de variable u = t — |x| donne (avec la périodicité de h)

(z — [a])(x = [2] = 1)
2

z—|[z] z—|z]
v, H(x):/o h(u) du:/o (u—1/2) du =

H est, comme la fonction partie entiere, continue et de classe C' par morceaux sur R.

IV.C. Soit n € N. h est continue sur [n,n + 1] et, d’apreés le théoreme fondamental, I’application
T — ffh est une primitive de h sur [n,n + 1[. En ajoutant une constante, on garde une
primitive. On a donc aussi H qui est une primitive de h sur [n,n + 1[. Une intégration par
partie donne alors

(%) : Va € [n,n+1], /all(u)du: [H(u)r-l-/naH(u)du

n TH+u r+ul, (x4 u)?

En faisant tendre a vers n + 1 dans cette relation, on a alors (puisque H(n) = H(n + 1) =0)

n+1 U n+1 u
(%) /n ;S_Ldu:/n Mdu

La fonction u — % étant continue sur RT, elle présente un unique probléme, pour Iexistence

d’intégrale, au voisinage de +o0o. Soit alors b > 0. On a

b bl-1 g1 b
/ L(u) du = Z / L(U) du +/ L(u) du
0o T+u o Jk r+u b T+ u

Avec (%) et (xx) on a donc (en tenant compte de H([b]) = 0)

b b
[ [, 1O
0o TFu o (z+u)? (x +b)?
H étant continue et périodique est bornée sur R. Le second terme du membre de droite est donc
de limite nulle quand b — +o00. De plus, u — I;J(:) est continue sur RT et dominée par 1/u?
au voisinage de +00. C’est donc une fonction intégrable sur R*. On a ainsi 'existence d’une
limite quand b — +oo pour l'intégrale du membre de droite ci-dessus. Finalement, 'intégrale

proposée existe et
too p too I
/ (u) du = / 7@) du
0o T+u o (z+u)?




IV.E. On va utiliser la théoreme de régularité des intégrales a parametres.

-Yu>0, z— H(u)2 est de classe C! sur RT* de dérivée x — —2 H(“)g
(z4uw) (z+u)
-V >0, urs x> (5J£Z§2 et ur— x> —2(;1(5;3 sont continues sur R*.

- Soit [a, b)) C RT*. On a

Va € [a,b], Yu >0, xHM_ A H]oo
(x +u)? (a+u)?

H(u) 2[|H oo
b > —o— 2l floo
Vz € [a,b], Yu >0, |z~ P _x,_>(a+u)3

Les majorants sont intégrables sur R (continus et dominés par 1/u? au voisinage de +00).
Le théoreme s’applique et le calcul de la question IV.C donne ¢ de classe C! sur RT* avec

T _2H (u)

Vz >0, ¢'(z) = /

o (x+wu)?

Par ailleurs, le méme calcul qu’en I'V.C donne
“+oo “+o00
/ h(u) du — / 2H (u) du
0 (ﬂ? + U)Q 0 (x -+ U)S

h(u)

+oo
Vo >0, ¢ :—/ ——d
z ¢ () . arur ™

On a donc finalement

5 Une autre identité due a Euler.

V.A. Une intégration par partie donne (on primitive 1 en t —x — i — 1)
z+itl z+itl .
s t—x—i—1
/ In(t) dt = [(t — x — i — 1) In(8)] =2+ / trzmizly,
T+1 T+1 t
Avec le changement de variable u = t — x dans l'intégrale du membre de droite, on a alors
z+itl i+, i1
/ In(t) dt = In(z + i) — / ST
T+ i u—+x
V.B. On a tout d’abord
i+l p, i+l — i —1/9 i+, 1 1 i+l g
WGN,/ () du:/ uz/du:/ uzdw/ u

T+ u u+x u—+x 2 u-+x

En sommant ces relation de ¢ = 0 a ¢ = n et en utilisant la relation de Chasles et la question
précédente, il vient

n+1 h(u) z+n+1 1 Mt Jdu
du =1 ... - In(t) dt +
/0 2 = e+ 1) () / n(t) +2/0 P

Le calcul des intégrales est immédiat (z — xIn(x) — x est une primitive de z — In(z)) et on
obtient la quantité

1n((33+1)...(:v+n)(x+n+1))—(:1:+n+;’)ln(x+n+1)+(x+n+1)+x1n(x>_OH_ln(;)

On a alors

n+1 h(u) B n!n;r+1 _
Gn(x)—/o x+udu_ln((x+1)...(x+n+1))_Fn(x)

4



V.C.1 On écrit que

In(n) N In(27)

In(n!) =nln(n) —n + 5 5

+o(1)

(x+n+3)ln(a:+n+1) = (n—I—x—i—%) (ln(n)+ln(1+ 1+x>

n

_ (n+w+g) <ln(n)+1zx+o<:¢>)

;)ln(n) +(1+2) +0(1)

= nln(n) + (z +

On en déduit alors que

In(2m)
* 2

+o(1)

c’est a dire que

lim Gp(x) = (x+ %) In(z) — z + In(v2n)

n—-+o0o

V.C.2 Avec l'identité d’Euler et la continuité de In, on a F,(z) — In(I'(z + 1)) quand n — +o0.
On a ainsi, en passant a la limite dans V.B,

(N + 1)) = (2 + =) In(x) — 2 + In(v/27) /m hlu)
n(I'(z =(x+ z)In(z) — 2+ In(v27) — u
2 0 T+u
V.D. 1. En utilisant la formule
too p too
(w) du :/ _Hw) 5 du
o T+u 0 (z+u)
on voit que [p(z)| < [; oo (lm Tz du. Cette dernieére intégrale se calcule : elle vaut ”HJ”

Par encadrement on a donc lim, o ¢(x) = 0.

2. On passe a 'exponentielle dans I'identité de V.C.2 : il vient I'(z +1) = (£)* v 2nze? ™) ce
qui conclut.
V.E Si on dérive cette relation, on obtient alors

L(x +1) = In(z) + z+1/2 -1+ /+0° 7( h(w) du
0 U

Lz +1) x + )2
ou encore | ) T
Mzxz+1 1 h(u
———~=1In — ———d
I(zx+1) ()+2:17+/ (u+ x)? "
En appliquant pour 2 = 1 on a I'(2) = In2 + 3 Ly intg ™ @ J(rl))z du. En utilisant la périodicité
de h il \(/i§nt : ) )
+oo  h(u n+1l h(u u—1/2
0 (u+1)2 du = n 0 f (u—l—l)2 du = Zn =0 fO (ut+n+1)2 du = n 0 fO (ut+n+1)2 du

Cette derniere intégrale se calcule facilement.



