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L'objet de ce probleme est I'étude du noyau de Poisson sur le demi plan {(x,) € R?, y > 0}.

Premiére partie

Yy . . . .
5~ est une fonction continue sur R. Les deux seules singularités
x?+y

1) Ay > 0 fixé, la fonction = +—

pour l'intégrale sont donc en +00 et en —00. Comme cette fonction est paire, il suffit d'étudier la premiére

singularité. Or, on a la majoration

1 v 1
Oé—ﬁ =0 — | T = +00Q.
Tty x
+00 1
Comme l'intégrale / —; dx est convergente, le théoréme de comparaison assure la convergente de
T
+00
l'intégrale K (x,y) dy. La remarque de parité et le principe de séparation des singularités, permet-
1
+00
tent de conclure quant & la convergence de K(z,y) dz.
—00
Pour le calcul, on utilise une primitive classique, pour y > 0 de x —— sur R, A savoir £ —
' ' ' x?+y

1 x .
—arctan —. On peut donc écrire,

+00 1 T T—+00
K(z,y)dr = — |arctan — .

™ r——00

On a alors la réponse | K(z,y) = 1.

2) La fonction K est de classe C™ sur II,, en tant que fraction rationnelle. Un calcul direct (2 détailler)

donne alors

2 Ty 1 22—y
K (z,y) = ———"—, MK (x,y) = ———.
1K@ y) = —— @+ ) b K (T, y) = — @+ )
Pour les dérivées secondes, on a déja
2 Y32’ — ) 2 Y32’ — )
RK(x,y) = "L et 5K (z,y) = —— T —— 22,
1 K(z,y) T @) et 05 K(z,y) T @12

Donc, par somme

DK + 03K = 0.

3) On peut raisonner par récurrence (généralisée) sur m + n.

Sim +n = 0, alors, puisque, dans ce cas, m = n = 0, en posant P ¢(z,y) = =, on a bien
s

P(x,y)
22 vy’

K(z,y) =



Soient (m,n) € N? tel qu'il existe P,, », un polynéme de degré majoré par 2(m + n), tel que

Prn(x,y)
m an m,n L,
0"0y K(x,y) = W

Soient alors (m/,n/) € N? tels que m/ + n' = m +n + 1. On a deux cas.

Sim' =metn' =n+ 1.

On a alors, selon le théoréme de Schwarz, qui s'applique ici, puisque K est C'™,

Pnn(z,y)
(1_2 + yQ)Tn+n+l

_ (372 + yQ)GQPm,n(xa y) - 2(m + T+ l)me,n(l”, y)
- (IQ + yg)m+n+2 :

OB K (z,y) = 05 (0]'04K) (z,y) = Ds

On pose alors Py, p,1(z,y) = (x? + y2)8gpm,n(:l:, Y) —2(m +n+ 1)yP,, n(x,y). Il reste & prouver que le
degré de P, .1 par rapport & « est inférieur a 2(m + n + 1).
On a en effet
deg, Py n.1 < max (2 +deg, Py, pn,deg, Pmn) L2(m+n) +2,

par hypothése de récurrence.
Ainsi, défini, P, ;.1 est bien un polynéme dont le degré par rapport & x est inférieur a 2(m + n + 1).
Sim' =m+letn=n
On raisonne de la méme fagon avec

Pt n(@,y) = @ + Y01 Py (@, y) = 2(m + 1+ DLy ().
Pour le degré, on on considére

deg, Pp.1n< max (1 +deg, Pn, 1 +deg, Pm,n) LMm+n)+1.
On a également le résultat.

Deuxiéme partie

4) Comme produit de fonctions continues, ¢ — f(t) K (x —t,y) est continue. Les seules singularités sont
en —0OC et +00Q.

Comme f est bornée sur R, on peut poser M = sup | f|.
R

Par séparation des singularités, on commence par étudier l'intégrabilité de f sur [1, +oo[. On a l'inégalité

0<V®K@%¢wM§MK@—@w=O(%)7

1
avec t — 2 intégrable sur [1, +0o[. Donc, par le théoréme de comparaison t — f(t)K(z — t,y) est
intégrable sur [1, +oo[.

Sur ] — 00, —1], on raisonne de méme avec l'inégalité suivante

Par regroupement, t — f(t) K(x — t,y) est intégrable sur R.

5a) Selon la question précédente, on peut écrire, pour tout (z,y) € I1,,

tyw - [ foK@-tpar=2 [ L0

T Jr (@ — )% + ¢
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Selon les inégalités de la question précédente, avec les mémes notations, pour (z,y) € I1,,

2| <M [ K togpdt =M [ Kwpdu=
R R

en effectuant le changement de variable u = x—t, ce qui ne change pas la nature convergente de l'intégrale.
La fonction @ est donc bornée. Pour montrer qu'elle est continue, on utilise le théoréme de continuité

sous le signe intégrale. On réutilise, le changement de variable précédent, afin d'écrire,

&z, y) - /R J (@ — K (u, y) du.
W)

. . T —
Des lors, pour montrer que @ est continue, il suffit de montrer que (z,y) — / f(Q—
R U+

5 dy est continue.
Yy

1
Pour ce faire, on considére K : (u,y) — —5 5 ainsi que € > 0. On note F. = R X [¢g, +ool.
u® + vy
A u fixé dans R, la fonction (,y) — f(x — u) K (u,y) est continue sur Fy.

A (z,y) € F. fix¢, la fonction u — f(z — u) K| (u, ) est continue et intégrable sur R.
On a I'hypothése de domination (avec M = sup |f| € R, puisque f est bornée)

1
|f @@ = w)Ki(u, )| <M ——.
u- +€

Le membre de droite est continu et intégrable sur R.
Le théoréme de continuité sous le signe somme permet alors d'écrire que (x, y) — / fle—uw) K (u, y)du,
R

est continue sur F;, donc sur l'union de tous les F. pour ¢ € R}, c'est-a-dire I1,.

Par produit de fonctions continues, on en déduit que

@) = By = 2 [ =0 Ko,y dy

est continue sur I7,.

5b) Selon, la question précédente, on a, pour f € F,
V(x,y) € I, [Pz, <[ fI]

On en déduit ||@||<|| f]|. I s'ensuit que f +— @ est continue, de norme ||P|| inférieure a 1.
En prenant f = 1, la fonction constante, on a, pour tout (z,y) € II,, ®(x,y) = 1, selon la question 1.

Par conséquent, ||P;|| = || f]|, et, avec le résultat précédent, on peut conclure,

111 = 1.

6) Pour montrer que @ est C™, on prouve, par récurrence, que @y est de classe C ¥, pour tout k entier

naturel. Pour le cas k = 0, c'est le résultat de la question 5a.
Soit £ € N. Supposons que P est de classe c*.
Pour prouver que & est C*1 il suffit, selon le théoréme fondamental de calcul différentiel, de prouver

que pour tout (m, n) € N? tels que m+n = k, toutes les fonctions du type 01" 0y P admettent des dérivées
continues sur II,. Dans la suite, on fixe m et n entier naturels tels que m + n = k.

Pour cela, on utilise le théoréme de dérivation sous le signe intégrale. On note H un compact de I1,.

3



A (z,y) fixés dans H, les fonctions suivantes sont continues et intégrables sur R

t= [0, K(z —t,y)
t= [(1)0:0," 0, K(z —t,y)
t— f($)0,0;'0,K(x —t,y)

A t fixé, les fonctions suivantes sont bien définies et continues (selon la question 3 ce sont méme des

fractions rationnelles).

(z,y) = f)0,0,"0,K(xz —t,y)

Comme H est un compact de I1,, il existe € > 0 tel que (z,y) € H = y > 0. Les deux fonctions
t,2,y) = [07 0K (z — t,y)] et = (t,2,y) [0]0)" K (z —t,y)] .

n'ont donc pas de péles sur H.

En utilisant la question 3a, on a
deg, [0]"' Oy K (x — t,y)] < —1 et deg, [0]'0}" K(z — t,y)] < —1.

Comme z et y sont dans un compact, il existe une fraction rationnelle g, sans pdles sur R, telle que

g(t)=0<

7 t2> si [t| — +00 et, pour tout (z,y,t) € H X R
+

(7 O K (x — t, )] < g() et [00) K(x —t,y)] < g(b).
L'intégrabilité de g assure I'hypothése de domination. Le théoréme de dérivation permet alors d'écrire

que Py est C*! sur H.

Pour le caractere C**! sur I7,, on passe a 'union de tous les compacts de I1,, c'est-a-dire I, lui-méme.
Passons au calcul du Laplacien de @;. On utilise la formule de Leibniz, légitimée par le théoréme de

dérivation sous le signe somme. Soient (z,y) € 11,

DB (x,y) + 2B (2, y) - / FOPK @ —t,y)di + / FORK @ —t,y) dt.
R R

- / f@® (01K + O3K) (x —t,y) dt = 0,
R

puisque, selon la question 2 K est elle-méme harmonique.

Ainsi| 0P + 03d; = 0.

7) Posons ici H = {(z,y) € R?, y>a}, et M un majorant de f.

Pour montrer qu'une fonction de classe C I est uniformément continue il suffit, selon le théoréme des
accroissements finis de montrer que ses dérivées sont bornées. Ce théoréme s'applique effectivement sur
H, puis que H est convexe.

On applique la formule de Leibniz, selon la question 6. On a, pour (z,y) € H

2y (x —1)
019 (z,y)| = /I;f(t)alK(x_tay) dt‘ = ‘_?/Rf(t)((:zz—t)2+y2)2
2y (x — 1)
S AT
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Montrons que cette derniére intégrale est en O(1/y) sur H. On a en effet

(x —1) * x—t e t—x
= dt + d
/R /oo ((z = 1) + y?)? t /a: ((z = 1)* +y?)° t

] T ] +00

1
Y2

: . 2M 2M
On reporte dans l'expression précédente, ce qui donne [0,P(z,y)|<—<—.
ym o am

Cette premiére dérivée est donc bornée. Passons a la seconde.

On a cette fois

1 (@ — )% — |
0D e(z,y)| = — t
|2 f(fl? y)| W/}{f()((il'}—t)2+y2)2
_M (z—t’+y* = M 1 "
Sk (@-0rey)? T T R@ -0+ y?
M[l t—x}t**“ M M
<— | —arctan = —<—
T |y Yy liv s ¥

Cette dérivée est également bornée.

8) Soient (z,y) € II,, on peut écrire

#a) = [ FOKG =t dt= [ e 0K du

ainsl que \@f(.r,y) — flzo)| < /R |f(x+uw) — f(xo)| K (u,y) du.

On procéde par découpe en trois de cette intégrale. On commence par écrire que f est continue en x. 1l

existe alors a tel que
9
Vr R, fo— a0l < o = @ — fan)|<

Dans toute la suite on considére €]y — a/2; xo + a/2[, fixé. On commence par étudier l'intégrale pour

Ty — a<x + u<xg + @, c'est-a-dire

g
/] 1) = oKy dus,

car / K(u,y) du = 1.
R
Passons a l'intégrale sur [zg + @ — z, +00[. On a alors g + @« — x > 0 et, en notant M = sup | f]
R

/[, B [|(f(fU+’LL)_f(l'o)|K(u,y)du<¥ ydu

2 27
[zo+a—z,+00[ U™ + Y

9 _
<M (l — —arctan M) ,
T Y

2
<M (1 — — arctan g) .
T 2y

. « . . . . .
Il existe alors 3 € } 0; 5 [ tel que siy € }0; i [ alors cette derniére intégrale est inférieure a

NGO
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Enfin, par le méme raisonnement (2 détailler), il existe n €]0, B[ tel que siz € [zo—n, zo+n] ety € [0, 7],

alors
/]_ ‘ _]|(f(1'+U)_f($0)|K(u,y)du<§

En regroupant les intégrales, par somme, il vient, pour (x,y) € II, tels que |x — z|<n et y<n
D (@,y) — f(wo)|<e.
9a) On procéde de maniere analogue a la question 8.
9b) Selon la question 7, @ est uniformément continue sur H, = {(z,y) € R?, y=a}. 1l suffit donc de

prouver que 5f est uniformément continue sur B, = {(z,y) € R?, 0<y<a}, en choisissant convenable-

ment a.

!
Soit o > 0, on pose € = 5 > 0 dans la question précédente, et on en déduit 7 > 0. On pose alors 3 = 7.

On considére ensuite (x,y) et (z',4') dans Bg tels que
[z —a/[<Bet |y —y|<p.
On peut alors écrire
|Dr(x,y) — Pp(a, y)|I<|Py(x,y) — f(xo)| + D', y) — flxo)|<2e = a.

On a donc bien I'uniforme continuité sur Bg, puis sur H,, avec a < . Donc l'uniforme continuité sur

P,

Troisiéme partie
10a)
On écrit, pour (z,y) € I1,,

Y dt
Pr(z,y) %/Rf(t)m

QU
Yy iz €
_Z ezaz > Qdu
™ JR uc+y

d
g/f(x+u) Y
T Jr u? + 2

On a donc le résultat avec

y emu
9y = = / 5 3 du.
T JRUT+Y
10b) Selon la question 6, @ est de classe C™, etl'on a 812Q5f + 822¢f = 0. Remplagons @ par sa définition,
0 @)g(w) + 33 [ (2)g(y) = 0, pour tout (x,y) € II..

Comme f(x) = e il vient, pour y > 0,

—a?g(y) + 9" () = 0.

@Y, avec A et 1 constantes a déterminer.

On obtient alors g(y) = Ae™ + pe™

Selon la question 9, @ est une fonction uniformément continue sur I1,, donc A = 0, de plus @¢(z, y) tend

vers f(x) si y tend vers 0, donc p4 = 1. On a donc

@f(x,y) _ eia(mw'/y).
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11) Avec les notations de la question précédente, on a, sia = p > 0,

@) = ~9@ et v(-p) = DB).

On en déduit
D(p) = T olpla
a
+00 .
On en déduit que l'intégrale / e "M (p) dp converge, et I'on peut calculer
—00
+00 +00
/ o~ Plaxiy) dp = —1 e Pla+iy) = ! .
0 a+ 1y 0 a+ 1y
Des lors

[ e | [T ooy [T e ruen ),
— 0 0

o0

en faisant le changement de variable p — —p. On obtient donc

+0O 1 1
/ e P (p) dp = { R ]
_ ala+iy a—1y

0.9}

D'ou la réponse

" —ipy 2w
/ e ") dp = 55—
- x?+a

oo

12a) Soit x € R, on écrit en faisant le changement de variable u = z + 27 — ¢,

h(x+27r):/f(t)K(a:+27r—t,yo)dt:/f(sc+27r—u)K(u,yo)du.
R R

Ona f(x +27m —u) = f(xr — u). On en conclut h(x + 27) = h(z). La fonction h est donc 27-périodique.
12b) Pour A € N, on peut écrire

A
/ f@ — DK a0)dt = lim / @ — DKt yo) dt,
R A—+00 —A

puisque cette intégrale converge. On a de plus, M € R,,

/ @ — DK,y dy' <M K(t,y0) dy.
R\[-A4,4] R\[-A4,4]

Il y a donc convergence uniforme lorsque A tend vers +00, on peut donc inverser la limite et |'intégrale

N 27 ' A
h(n) = %/o e " lim (/_A fx ——t)K(t,yo) dt) dx

A—+00

sulvante

27 A
= i e |im (/ flx ——=t)K(t,yo) dt) dx
—A

2w A—r+00

L'inversion des intégrales est legltlmee par le theoreme de Fubini. On se concentre sur |'intégrale de 0 &

2,



1 27 ) 1 2m—1 ) ) o
— e " f(x—t)yder = — / e e () du = e~ f(n).
2w 0 2w ¢

On reporte dans l'expression de ;L\(n) Il vient,

hn) - T /R K ) de = T e

selon la question 12.

h(n) = ZF(n)e inw.
Yo

Quatriéme partie

13) On utilise la question 9. Montrons que f est uniformément continue. Soit € > 0. Selon I'hypothése

lim f(z) = 0,ilexiste R > Otel quesi |z| > R, alors \f(a:)\gg On note dans la suite Fr = R\[—R; R].

|| —+00
On considére alors K = [—2R;2R]. Alors f est continue sur le compact K, donc y est uniformément

continue. Il existe donc 1 €]0; RJ tel que
V(z,y) € K*, |z —y|<n = [f@) - fy)le

Soient alors z et y dans R, tels que |z — y| <n. On a alors deux cas, soit = et y sont dans K, d'ou
|f(x) — f(y)|<e, soit = et y sont dans Fg, et donc

[f@) = fWILIf@]+[fW<e.

Dans les deux cas, on a le résultat.
14) On procéde par découpe en deux. f est continue et converge en +00. Par conséquent, f est bornée,

et I'on note M = sup | f].
R

Pour ¢ > 0, il existe A > 0 tel que [t|>A = |f(t)|<g On a alors

/ FOK @ —t,y) dt‘ < / K(t,y)dt = =
R\[—A,4] 2 Jr 2
ainsi que, pour Yy =0,

MA 2y
T (x— AP+ y?

A A y 1
[ soxe-twal-| [ rol i<

Puisque, en prenant £2>A4, t — est décroissante sur [—A, A]. On utilise alors la propriété,

(@ —t)?%+12
valable pour a et 3 réels, 2a8<a? + 8% (car 0<(a — B)* = o® + % — 203.)

A
/ FOK @ —t,y) dt‘ < M4
_A s

g
ng, pour x assez grand, (z=>u > A).
T —

Il vient alors,

Des lors

/f(t)K(a:—t,y) dt| <e.
R

Déterminons maintenant a. Supposons ¢y > 0 et « réel. On a les mémes majorations que précédemment,

S
A étant fixé pour que [t|>A = |f(t)|<§



' / FOK @ —t,y) dt‘gf.
R\[-A,A] 2

4 MA 2 IMA
‘ / JOK@ —t,y) dt‘ < yQ < .
—A ™ (x — A) + y2 Yy

. . . € . .
Ce dernier membre peut étre rendu inférieur a g Siy estassez grand (y=a). La relation de Chasles donne

alors

/ FOK@—t,y) dt‘ <
R

15) Montrons que ®;(z, y) tend vers 0, lorsque |x|+y tend vers +00. Soit £ > 0. Il existe, selon la question
précédente (u, a) dans R, tels que, si y=a ou |z|<u alors |5f(a:, y)‘ <e. Posons M = 2 sup(a, u). Alors,

si|z]+y>=M ona|z|>M/2, ouy>M/2, donc |z| >u ou y>a. Il s'ensuit, que, dans ce cas, |P(x, y)| <e.

En conséquence de quoi,

lim 5f(3:,y) =0.

|| +y—+00

16) On note ||?|| la norme de 'application f +— @. Pour f dans Ej, on a pour tout (z,y) € II,

@) \ [ roKe -t dt‘<||f\|oo [ K@=t = 5]

On en tire ||?]|<1. Comme il y a égalité dans les inégalités précédentes, pour la fonction z — 1, on en

déduit

12 = 1.




