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I. Opérateur gradient d'un champ scalaire
Définition :

Soit f{M) un champ scalaire, on appelle gradient de /I'opérateur tel que :
L df (i) = gradf (). di

Théoréme d'Ostrogradski :

Soient @(M) un champ vectoriel défini dans tout I'espace, V un
volume délimité par une surface fermée X orientée par sa normale
sortante.

La divergence de d est définie par :

# d(M).ds (M) = ﬂ div a(M) dv (M)
X |4

Propriétés :
= Surface d'équation f(M) = cte : df (M) = gradf(M).W = 0. Les surfaces d'équation f(M) = cte sont
orthogonale aux lignes de champ de gradf (M)

= On dit qu'un vecteur @(M) dérive d'un potentiel scalaire f(M) lorsqu'on peut écrire :
d(M) = —gradf (M)

Expression du gradient en coordonnées cartésiennes :

of of of
df = 6xdx+6ydy+ aZdz
dM = dxuy + dyu, + dzu,

gradf (M) = (gradf) u; + (gradf) u, + (gradf),u;

On obtient donc :

)
gradf(M) = fﬁ+a£*+a£7

Expression du gradient en coordonnées cylindriques :

_of of of
df =——dr +=5d0 +——dz

M = dru; + rdOug + dzu,

On obtient donc :

of ~ 10f . of
gradf(M)—— +—% g+a—uz

Expression du gradient en coordonnées sphériques :

3 a
df ——fd +£d€ +£d<p

M = drur + rdOug + r sin 6 dou,,

f_> 13f_, 1 of _,
gradf(M)— rt r a0 g+rsin96(pu‘”

Expression de la divergence en coordonnées cartésiennes :

da, 0da, Oa
div (M) = —" +a_yy + azz

Expression de la divergence en coordonnées cylindrigues :
16(rar) 1dag Oa,
“or r o0 oz

div a(M) =

Expression de la divergence en coordonnées sphériques :
1 6(r a,) 1 9(sinBay) 1 da,
ar rsin 6 a0

dmd) = rsin 6 d¢
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Propriété :
Un champ vectoriel d(M) vérifiant div d(M) = 0 est un champ vectoriel a flux conservatif. Le flux a
travers toute surface fermée du champ vectoriel est nul.

III.L opérateur rotationnel d'un champ vectoriel

Théoréme de Stokes : /.,
Soient d(M) un champ vectoriel défini dans tout I'espace et une surface £ ds(M)
orientée par un contour (C) fermé.
Le rotationnel de d est défini par :
_ (S
3§ ap).dip) = f f 7ot a(M). dS(M)
PE(T) ME(s)
Expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes : o "
aaz 6ay a_ O
6y 0z ox
rot |20 00z 10, |y
dz  Ox dy
da, da, |0 |%
dx___ 0dy 0z
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Expression du rotationnel en coordonnées cylindriques :
| 10a, OJday
r 06 0z
rota| 20 0%
0z oar
1d(rag) 10a,
r or r 00

Expression du rotationnel en coordonnées sphériques :
| 1 9(apsing) 1 Oag
|rsin 6 a0 rsin 8 dg

rot L dar 19(ray)

rsinf dp r Or
1d(rag) 10a,
r Or r 960
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Expression du laplacien vectoriel en coordonnées cartésiennes :

Propriété :

Un champ vectoriel (M) vérifiant 7ot d(M) = 0 est un champ vectoriel & circulation conservatif. La
circulation sur fout contour fermé orienté du champ vectoriel est nulle. La circulation sur une courbe
ouverte he dépend pas du chemin suivi.

IV. L'opérateur laplacien

Il peut s'appliquer & un champ scalaire ou vectoriel.

Expression du laplacien scalaire en coordonnées cartésiennes :

Il transforme un champ scalaire en champ scalaire.
9%f 9*f 9%*f
AF (M) ox?  0y? 0z

Expression du laplacien scalaire en coordonnées cylindriques :
10 , ofy 10%f 0%f
a0 =751 57) * 7aagrt 52

Expression du laplacien scalaire en coordonnées sphériques :
10 ,.0 1 9 a 1 92
Af (M) = ( 2—f)+ ( f)+ s

— = in g — 'S
r2or\” or SMY56) T2 sin? 6 d¢p?

r2sin 6 96

Il transforme un champ vectoriel en champ vectoriel.

0%a, 0%a, 0d%a,

A0 =52 T2 T oz

R 0%a, 0%a, 0%a,
Aa(M) Aay =W+ ayz aF 922
0%a, 0%a, 0%a,

LS TE T ae ol

V. Composition d'opérateurs

On retient les quatre relations suivantes :

rot (gradf(M)) =0
div (rot @) = 0
r_ot'(md) ﬂd (diva)—Ad
div (gradf) = Af

VI. L'opérateur nabla V

L'opérateur nabla est un opérateur vectoriel défini uniquement en coordonnées cartésiennes qui permet
d'écrire tous les opérateurs dans ce méme systéme de coordonnées.

On peut ainsi écrire en coordonnées cartésiennes uniquement :
gradf =V f
divda=V.d
rotd=VAd
Af=V2f
AG=Vd




