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ELECTROMAGNETISME 

Analyse vectorielle 
 

I. Opérateur gradient d’un champ scalaire 
Définition : 
Soit f(M) un champ scalaire, on appelle gradient de f l’opérateur tel que : 

𝑑𝑓(𝑀) = 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑀). 𝑑𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  
 
Propriétés : 
 Surface d’équation f(M) = cte : 𝑑𝑓(𝑀) = 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑀). 𝑑𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0. Les surfaces d’équation f(M) = cte sont 

orthogonale aux lignes de champ de 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑀) 
 On dit qu’un vecteur 𝑎⃗(𝑀) dérive d’un potentiel scalaire f(M) lorsqu’on peut écrire :  

𝑎⃗(𝑀) = −𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑀) 
 

Expression du gradient en coordonnées cartésiennes : 

𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

𝑑𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑥𝑢௫ሬሬሬሬ⃗ + 𝑑𝑦𝑢௬ሬሬሬሬ⃗ + 𝑑𝑧𝑢௭ሬሬሬሬ⃗  
𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑀) = ൫𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓൯௫

𝑢௫ሬሬሬሬ⃗ + ൫𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓൯௬
𝑢௬ሬሬሬሬ⃗ + ൫𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓൯௭

𝑢௭ሬሬሬሬ⃗  
On obtient donc : 

𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑀) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑢௫ሬሬሬሬ⃗ +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑢௬ሬሬሬሬ⃗ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑢௭ሬሬሬሬ⃗  

Expression du gradient en coordonnées cylindriques : 

𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑟
𝑑𝑟 +

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑑𝜃 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

𝑑𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑟𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ + 𝑟𝑑𝜃𝑢ఏሬሬሬሬ⃗ + 𝑑𝑧𝑢௭ሬሬሬሬ⃗  
On obtient donc : 

𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑀) =
𝜕𝑓

𝜕𝑟
𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑢ఏሬሬሬሬ⃗ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑢௭ሬሬሬሬ⃗  

Expression du gradient en coordonnées sphériques : 

𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑟
𝑑𝑟 +

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑑𝜃 +

𝜕𝑓

𝜕𝜑
𝑑𝜑 

𝑑𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑟𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ + 𝑟𝑑𝜃𝑢ఏሬሬሬሬ⃗ + 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜑𝑢ఝሬሬሬሬሬ⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑀) =
𝜕𝑓

𝜕𝑟
𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑢ఏሬሬሬሬ⃗ +

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜑
𝑢ఝሬሬሬሬሬ⃗  
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II. L’opérateur divergence d’un champ vectoriel 
Théorème d’Ostrogradski : 
Soient 𝑎⃗(𝑀) un champ vectoriel défini dans tout l’espace, V un 
volume délimité par une surface fermée Σ orientée par sa normale 
sortante. 
La divergence de 𝑎⃗ est définie par : 

඾ 𝑎⃗(𝑀). 𝑑𝑆ሬሬሬሬ⃗
ஊ

(𝑀) = ම 𝑑𝑖𝑣 
௏

𝑎⃗(𝑀) 𝑑𝑉(𝑀) 

 

Expression de la divergence en coordonnées cartésiennes :  

𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗(𝑀) =
𝜕𝑎௫

𝜕𝑥
+

𝜕𝑎௬

𝜕𝑦
+

𝜕𝑎௭

𝜕𝑧
 

Expression de la divergence en coordonnées cylindriques : 

𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗(𝑀) =
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑎௥)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑎ఏ

𝜕𝜃
+

𝜕𝑎௭

𝜕𝑧
 

Expression de la divergence en coordonnées sphériques : 

𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗(𝑀) =
1

𝑟ଶ

𝜕(𝑟ଶ𝑎௥)

𝜕𝑟
+

1

𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕(𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑎ఏ)

𝜕𝜃
+

1

𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑎ఝ

𝜕𝜑
 

 

Propriété : 
Un champ vectoriel 𝑎⃗(𝑀) vérifiant 𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗(𝑀) = 0 est un champ vectoriel à flux conservatif. Le flux à 
travers toute surface fermée du champ vectoriel est nul. 
 

III. L’opérateur rotationnel d’un champ vectoriel 
Théorème de Stokes : 
Soient 𝑎⃗(𝑀) un champ vectoriel défini dans tout l’espace et une surface Σ 
orientée par un contour (C) fermé. 
Le rotationnel de 𝑎⃗ est défini par : 

ර 𝑎⃗(𝑃). 𝑑𝑙ሬሬሬ⃗ (𝑃)

௉∈(୻)

= ඵ 𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑎⃗(𝑀). 𝑑𝑆ሬሬሬሬ⃗ (𝑀)

ெ∈(ௌ)

 

 

Expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes : 

𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑎⃗  

ተ

ተ

𝜕𝑎௭

𝜕𝑦
−

𝜕𝑎௬

𝜕𝑧
𝜕𝑎௫

𝜕𝑧
−

𝜕𝑎௭

𝜕𝑥
𝜕𝑎௬

𝜕𝑥
−

𝜕𝑎௫

𝜕𝑦

=

ተ

ተ

𝜕  

𝜕𝑥
𝜕  

𝜕𝑦
𝜕  

𝜕𝑧

∧
ተ

ተ

𝑎௫

𝑎௬

𝑎௭

 

 

𝑃 

𝑀 

𝑑𝑙ሬሬሬ⃗ (𝑃)

𝑑𝑆ሬሬሬሬ⃗ (𝑀) 

(𝑆) 

(Γ) 

𝑉 

Σ 
𝑃 

𝑑𝑉(𝑃) 

𝑁 
𝑑𝑆ሬሬሬሬ⃗ (𝑁) 



Electromagnétisme                                                                             Analyse vectorielle 

 3

Expression du rotationnel en coordonnées cylindriques : 

𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑎⃗  

ተ

ተ

1

𝑟

𝜕𝑎௭

𝜕𝜃
−

𝜕𝑎ఏ

𝜕𝑧
𝜕𝑎௥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑎௭

𝜕𝑟
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑎ఏ)

𝜕𝑟
−

1

𝑟

𝜕𝑎௥

𝜕𝜃

 

 

Expression du rotationnel en coordonnées sphériques : 

𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑎⃗  

ተ

ተ

1

𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕൫𝑎ఝ sin 𝜃൯

𝜕𝜃
−

1

𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑎ఏ

𝜕𝜑

1

𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕𝑎௥

𝜕𝜑
−

1

𝑟

𝜕൫𝑟𝑎ఝ൯

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑎ఏ)

𝜕𝑟
−

1

𝑟

𝜕𝑎௥

𝜕𝜃

 

Propriété : 
Un champ vectoriel 𝑎⃗(𝑀) vérifiant 𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑎⃗(𝑀) = 0ሬ⃗  est un champ vectoriel à circulation conservatif. La 
circulation sur tout contour fermé orienté du champ vectoriel est nulle. La circulation sur une courbe 
ouverte ne dépend pas du chemin suivi. 
 

IV. L’opérateur laplacien 
Il peut s’appliquer à un champ scalaire ou vectoriel. 

Expression du laplacien scalaire en coordonnées cartésiennes : 
Il transforme un champ scalaire en champ scalaire. 

∆𝑓(𝑀) =
𝜕ଶ𝑓

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑓

𝜕𝑦ଶ
+

𝜕ଶ𝑓

𝜕𝑧ଶ
 

 
Expression du laplacien scalaire en coordonnées cylindriques : 

∆𝑓(𝑀) =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
൬𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝑟
൰ +

1

𝑟ଶ

𝜕ଶ𝑓

𝜕𝜃ଶ
+

𝜕ଶ𝑓

𝜕𝑧ଶ
 

 

Expression du laplacien scalaire en coordonnées sphériques : 

∆𝑓(𝑀) =
1

𝑟ଶ

𝜕

𝜕𝑟
൬𝑟ଶ

𝜕𝑓

𝜕𝑟
൰ +

1

𝑟ଶ sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
൬sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃
൰ +

1

𝑟ଶ sinଶ 𝜃

𝜕ଶ𝑓

𝜕𝜑ଶ
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Expression du laplacien vectoriel en coordonnées cartésiennes : 
Il transforme un champ vectoriel en champ vectoriel. 

∆ 𝑎⃗(𝑀)

ተ

ተ
∆𝑎௫ =

𝜕ଶ𝑎௫

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑎௫

𝜕𝑦ଶ
+

𝜕ଶ𝑎௫

𝜕𝑧ଶ

∆𝑎௬ =
𝜕ଶ𝑎௬

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑎௬

𝜕𝑦ଶ
+

𝜕ଶ𝑎௬

𝜕𝑧ଶ

∆𝑎௭ =
𝜕ଶ𝑎௭

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕ଶ𝑎௭

𝜕𝑦ଶ
+

𝜕ଶ𝑎௭

𝜕𝑧ଶ

 

V. Composition d’opérateurs 
On retient les quatre relations suivantes : 

𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  ቀ𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑀)ቁ = 0ሬ⃗  
𝑑𝑖𝑣 ൫𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑎⃗൯ = 0 

𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  ൫𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑎⃗൯ = 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗) − ∆ 𝑎⃗ 
𝑑𝑖𝑣 ൫𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓൯ = ∆𝑓 

VI. L’opérateur nabla 𝛁ሬሬ⃗  
L’opérateur nabla est un opérateur vectoriel défini uniquement en coordonnées cartésiennes qui permet 
d’écrire tous les opérateurs dans ce même système de coordonnées. 

∇ሬሬ⃗

ተ

ተ

𝜕 

𝜕𝑥
𝜕 

𝜕𝑦
𝜕 

𝜕𝑧

 

 
On peut ainsi écrire en coordonnées cartésiennes uniquement : 

𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓 = ∇ሬሬ⃗  𝑓 
𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗ = ∇ሬሬ⃗ . 𝑎⃗ 

𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑎⃗ = ∇ሬሬ⃗ ∧ 𝑎⃗ 
∆𝑓 = ∇ሬሬ⃗ ଶ 𝑓 
∆ 𝑎⃗ = ∇ሬሬ⃗ ଶ 𝑎⃗ 


