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Algébre générale

1.

Enoncer le petit théoréme de Fermat.

. Montrer qu’il existe une infinité de multiples de 13 de la forme 2™ — 3.

o T o

Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts. Montrer que, pour tout n € N, pq divise nP?—nP —n?+n,

31 29 839
. Montrer que, pour tout n € N, k, = n + L + -

a1 59 @ est un entier naturel.

=B

e. Montrer que p?~! +¢?~t =1 [pq].
(IMT) Résoudre 2? +x+1=0 dans Z/7Z puis dans Z/217Z.

3. Soit (A,+,.) un anneau; on note 1 le neutre de la multiplication. Soient a et b dans A tels que 1 — ab

soit inversible. Montrer que 1 — ba est inversible, et préciser son inverse.

. (TPE) Soit P = X3 — X + 1.

a. Montrer que P a trois racines distinctes a, b et ¢ dans C.
b. Calculer a® +b? 4+ c? et a” +b" + .

(IMT) Pour quelles valeurs de n € N*| le polynéme P, = (X 4+ 1) — X™ — 1 a-t-il une racine multiple
dans C?

Algébre linéaire élémentaire

6. Soit n € N*. On note u et v les endomorphismes de R,,[X] qui, & un polynéme P, associent respectivement
P(X +1)et P(X —1).
Déterminer, en fonction de k € R, le rang de u + kv.
ar + (b—1)y +2z=1
7. Résoudre le systéme ax + (20— 3)y + 2z = 2 d’inconnue (z,y, 2) € C3, en discutant sui-
ar + (b—1)y + bz =2b—3
vant les valeurs des paramétres complexes a et b.
8. (IMT) Soit A = (a;;) € M, (R), telle que a;; > 0 pour tout (3,7), et Z;”Zl a;; < 1 pour tout . Montrer
que det A < 1.
31 0 e 0
4 ) 1 n+1 1
9. (IMT) Pourn > 1,s0it D, = | o -, 0 |- Montrer: Vn>1 D,=(n+1)! T
k=1
: . 2n—1 1
0o - 0 n?  2n+1
10. (IMT) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L(E), nilpotent d’indice p.

a. Soit « € E et k € N* tels que u”*(x) # 0. Montrer que la famille (z,u(x),u?(z),...,u"(x)) est libre.
b. Déterminer Ker(exp(u) —Idg).

Réduction des endomorphismes

0 0 a

11. Soient a € C,et A= 1|1 0 O

310
a. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

b. Déterminer un réel M > 0 tel que, pour tout a tel que |a] < M, la suite (A™) tende vers 0.

a]_ a]_ PR a]_

a2 a/2 PR a2
12. Soient aq,...,a, des réels non tous nuls, et A =

an an PR an

a. Quel est le rang de A7

b. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit la matrice d’un projecteur.
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On revient au cas général ; on pose B = 24 — (tr A)L,.

c. Calculer le déterminant de B. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que B soit inversible.

d. Calculer B?. Calculer B~! dans le cas ot B est inversible.

1 1 ... 1
13. Soit A = L2
: . -1
1 ... 1 n
a. Calculer det A ; qu’en déduit-on sur le spectre de A?

b. Montrer que, si k € [1,n — 1], alors k n’est pas valeur propre de A.
n—1 1

c. Soit A € R. Montrer que A est valeur propre de A si et seulement si Z P 1.
k=0

d. Montrer que A admet n valeurs propres réelles distinctes.

14. a. Localiser les racines réelles de X3 — X — 1.
b. Soit A € M,,(R) vérifiant A3 = A + I,,. Montrer que det A > 0.

15. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2n + 1 et u € L(E) tel que v® — u? +u — Idg = 0.
a. Montrer que u est inversible et déterminer u=!.
b. u — Idg est-il inversible ?
c. u est-il diagonalisable 7

16. Soit f un endomorphisme de R3 non nul vérifiant f2 + f = 0.
a. Montrer que f n’est pas surjective.
b. Montrer que f n’est pas diagonalisable, et que R3 =Im f @ Ker f.
c. Soit z € R?*\ Ker f. Montrer que (f(z), f2(z)) est une base de Im f.
d. Calculer tr f.

1 0 O
17. Trigonaliser A= [1/2 2 -1
12 1 0

18. Soit A € M,,(C) une matrice nilpotente.
a. Quel est le polyndme caractéristique de A7
b. Démontrer que A™ = 0.
. Prouver que det(A + I,) = 1.
. Soit M € M,,(C) inversible et commutant avec A.
i. Que dire de AM~1?
ii. Montrer que det(A + M) = det M.

iii. Cette égalité reste-t-elle vraie pour toutes les matrices inversibles ?

<]

=}

iv. Cette égalité reste-t-elle vraie pour toutes les matrices commutant avec A7

19. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient f et g deux endomorphismes de F, et A € C,
vérifiant fog=go f+ \f.

a. On suppose ici A = 0. Montrer que f et g ont un vecteur propre commun.

b. On suppose désormais A # 0. Soit x un vecteur propre de g, associé & une valeur propre p. Pour k € N,
exprimer g(f*(x)) en fonction de X, p et f*(x).

c. En déduire que f et g ont un vecteur propre commun.
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Espaces euclidiens
20. Pour tout (4, B) € M,,(R)?, on pose (A|B) = 'AB.
a. Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur M, (R).
b. On note || || la norme associée ; montrer que VA € M, (R) |trA| < /n|4].
c. Soit G = {/\In ;A€ R} 'ensemble des matrices scalaires. Déterminer G+ ; pour tout M € M, (R),
donner une expression de la distance d(M, G).
21. On admet que (A, B) € M, (R)? — (A|B) = tr(* AB) est un produit scalaire sur M,,(R).
a. Montrer que U'espace S, (R) des matrices symétriques et ’espace A, (R) des matrices antisymétriques
sont supplémentaires orthogonaux dans M, (R).

0 1 2
b. Soit M= 2 0 1]. Calculer la distance de M a S3(R).
-1 -1 0

c. Soit H Pensemble des matrices de M, (R) de trace nulle.
i. Montrer que H est un sous-espace de M,,(R) et déterminer sa dimension.
ii. Soit J € M, (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1. Déterminer la distance de J & H.
22. Soit £ = C%([0,1],R). Si (f,9) € E?, on pose  (f|g) = fol (f(Dg) + f(t)g'(¢)) dt.
a. Montrer que I'on définit ains un produit scalaire sur F.

b. Soit U = {f € E|f(0) = f(1) =0} et V. = {f € E|f” = f}. Montrer que U et V sont deux
sous-espaces de | orthogonaux pour le produit scalaire précédent.

c. At-on E=U®V?
23. Soit F un espace euclidien; soit B = (e1,...,e,) une base orthonormée de E. Si {1 et {5 sont deux
formes linéaires sur E, on pose ({1, 02) = > 1, l1(ex)l2(ex).

a. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur I’espace E* des formes linéaires sur E.
b. Montrer que ¢ ne dépend pas de la base orthonormée choisie.

24. Soit E un espace euclidien, muni de deux bases orthonormées e = (ey,...,e,) et ¥y = (y1,...,Yn). Soit
x = (x1,...,2,) une famille de vecteurs.

a. Montrer que dete(x1,...,2,) = dete(y) dety(z1, ..., zp).

b. Montrer que |dete(z1,...,2,)| < [Ii_, |lzkll; dans le cas (x1,...,2,) libre, on pourra penser au
procédé d’orthogonalisation de Schmidt.

c. Soit M = (m;;) € Mu(R); on pose Noo (M) = max{|my;l; (i, ) € [[l,n]]Q}.
Montrer que |det M|Y"™ < /ANy (M).
25. On munit Pespace M,, 1(R) des colonnes du produit scalaire (X,Y) — (X|Y) =*XY.
a. Soit V une colonne unitaire. On lui associe la matrice carrée Hy = I,, — 2VV.
Montrer que Hy est une matrice orthogonale ; décrire géométriquement ’endomorphisme associé.

b. Soient X et Y deux colonnes distinctes et de méme norme. Montrer que X + Y et X — Y sont
orthogonaux.

c. Montrer qu’il existe une colonne unitaire V telle que Hy X =Y.
26. Soit E un espace euclidien. Soient a et b deux vecteurs unitaires et indépendants de E. Pour tout x € E,
on pose f(x) = (a|zx)b+ (blx)a.
a. Montrer que f est un endomorphisme symétrique de E.
b. Déterminer le noyau de f.
c. Déterminer valeurs propres et vecteurs propres de f.

27. Soit E un espace euclidien de dimension 2n. Soient F' et G deux sous-espaces de dimension n de E, tels
que E = F & G; on note p (respectivement ¢) la projection sur F' de direction G (respectivement sur G
de direction F).
Soit ¢ une isométrie vectorielle de E, telle que ¢(F) C G. On pose f(z) = cp(p(w)) +p7t (q(m)) pour
tout x € E.

a. Montrer que p(F) = G. Montrer que fo f =1dg, f(F)=G et f(G) =F.
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b. On suppose que V(z,y) € F? (¢(z)|y) = (z]|¢(y)). Montrer que f est une isométrie.
c. Etablir la réciproque du résultat prouvé en b.
28. Soit A € M,, 1(R) une colonne non nulle. On pose B = A'A.
a. Montrer que B est diagonalisable.
b. Déterminer le rang de B. Calculer B2.
c. Donner les éléments propres de B; puis exprimer det([,, + B) en fonction de tr B.
29. Soit M € M, (R) telle que MM = M'M et M? = —41,.
a. Montrer que ‘M M est diagonalisable.
b. Montrer que ‘MM ne peut avoir que 4 et —4 comme valeurs propres ; puis que seule 4 convient.
c. Montrer que M /2 est orthogonale. Quelles sont les matrices de Mo (R) vérifiant les conditions posées 7

30. a. Soit X € M, (R) vérifiant X ‘XX = I,,. Montrer que X est inversible, puis qu’elle est symétrique,
puis que X = I,,.
b. Soient A et B dans GL,(R) vérifiant *(AB) = B~'A7!B~1A~!. Montrer que A et B sont inverses
I’une de ’autre.

Espaces vectoriels normés

31. Soit £ = C°(]0,1],R) I'espace des fonctions continues de [0,1] dans R, muni de la norme || |lo. On
considére la partie A= {f € E| f(0) =0 et fol f(t)dt >1}.
a. Montrer que A est un fermé de E (on pourra utiliser des suites).
b. Soit f € A; montrer que || f]lo > 1.

c. Soient n € N* et oy, € ]0,1[; soit f,, une fonction de E vérifiant f,(0) = 0, f,, est affine sur [0, a,,] et
fn est constante égale & 1+ 1/n sur [«, 1].
Montrer que I'on peut choisir «;, de maniére a avoir f,, € A. En déduire la valeur de la distance d(0, A)
de la fonction nulle a la partie A. Cette distance est-elle atteinte ?

32. (IMT) Soient E = C°([0,1],R), O = {f € E|f(1) >0} et F = {f € E| [} f(t)dt <0}.
a. Montrer que O est un ouvert pour la norme || ||oo-
b. Montrer que F' est un fermé pour la norme || ||, puis pour la norme || ||;.

c. L’ensemble O est-il ouvert pour la norme || |1 ?

Suites et séries numériques

33. Soit (2,,) une suite complexe, telle que les séries > z, et > 22 converge, et que Re(z,) > 0 & partir d'un
certain rang.
a. Montrer que > Re(z,)? converge, puis que Y |z,|? converge.

b. Montrer, a 'aide d’un exemple, que > |z,| peut ne pas converger.
ST

NG

c. Pour n € N*, on pose z, = Montrer que (z,) vérifie les deux premiéres hypothéses, mais que

3" |zn|? diverge.
34. a. Montrer que la série > sin(m(2 — v/3)") converge.
b. Montrer que Vn € N 7(2 —V3)" + (2 +/3)" € 2Z.
c. Etudier la convergence de la série E sin(m(2 4+ v/3)").

—2) et v, = n=3/4,

35. Pour n € N*, on pose

1 Un+1
Untl o Untl B studiant -, en deduire que la série 3 u,

a. Montrer que, & partir d’un certain rang,
n Un UTL

diverge.
un+1 L . 9s .
b. Montrer que la série Z [ ln(l + ) + ln()} converge. FEn déduire qu’il existe C' > 0 tel que
uy,

—2/3
Uy ~ Cn=2/3,
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36. Soient a € R et (u,) une suite réelle vérifiant Untl _ 24 O(%)
Uy +00 n n
a. Montrer que u, a un signe constant & partir d’un certain rang.
(n+1)%un1
N*Us,

b. Montrer que la série Zln(

finie non nulle.

) converge ; en déduire que la suite (n®u,) a une limite

n

B n
c. Etudier la convergence de la suite de terme général v, = .
nle
COS U — .
37. (IMT) Soit (u,) une suite réelle vérifiant w, = (-1)"=—=—"=L pour tout n € N*. Etudier la conver-
n
gence de la série > uy,.
38. On définit la suite (u,) parug =1et Vn €N wuyyq = uzen, n—1
a. Soit (a,) une suite réelle, convergente de limite ¢; pour n € N*, soit b, = — Z ay. Montrer que
(bn) converge vers L. =0
b. Montrer que (u,) converge, et déterminer sa limite.
1
c. Pour n € N, on pose v, = — —. Déterminer la limite de (v,,).
Un+1 Unp

d. Déterminer un équivalent de wu,. La série Y u,, converge-t-elle?
39. Soit (uy,) une suite réelle décroissante telle que la série Y u,, converge.
Pour tout n € N, on pose v, = n(ty, — Up41)-
a. Montrer que Y v, converge.
b. En déduire que la suite (nu,) converge et déterminer sa limite. En déduire la valeur de 3 u,,.

Intégration

40. Pour f € C°(R,R), on note u(f) la fonction u(f) : # € R — fﬂl f(t)dt.
a. Montrer que u est une application linéaire.
b. Soit f € C°(R,R), et g = u(f). Montrer que g est de classe C*, et déterminer g'.
L’application u est-elle surjective 7 injective 7
c. Soit f € C°(R,R), admettant une limite £ en +o0o. Montrer que u(f) tend vers £ en +oc.

La réciproque est-elle vraie ?
2n

. LT N
41. Calculer ”EIJI:OC T Généraliser a, hm Z X
k=n k=n
. T tgint
42. a. Montrer que l'intégrale I = mdt converge.
Jo
T tlsint (t + km)sint
b. Soit n > 1; on pose J, = / | ‘ dt. Montrer que J, = Z/ ™) dt
0 (t+ kﬂ'

c. L’intégrale I est-elle absolument convergente?

, . . o s T Int dt
43. a. Déterminer le domaine de définition D de F : z +—— 1524—72
0 X

b. Calculer F(1) a l’aide du changement de variable u = 1/t.
c. Calculer F(x) pour tout x € D.

44. Soit f € C1 (R4, R) telle que les fonctions ¢ — f/(¢)? et t — t2 f(¢)? soient intégrables sur R .
a. Montrer que t — tf(¢)f'(t) est intégrable sur Ry.

b. Montrer que Vz e Ry zf(x / f@) dt+2/ tf(t)f'(t) dt

c. Montrer que zf(z)? 0.

w—>+oo

o

. Montrer que f? est intégrable sur R, , et que

(/Om fa) < ([

—+o0

t2f(t)? dt) ( /0 = f(t)? dt)

<5 >



MP* - 16/17 Oral CCP 2016

Intégrales dépendant d’un parameétre

45. a. Pour n € N*| justifier 'existence de I,, = fol Intln(l —¢™)dt.

b. Déterminer lim I,.
n—-+4oo

46. a. Pour n € N*| justifier 'existence de I,, = f;roo nexp(—t")dt.

“+o0 e~ U
b. Montrer que  lim I, :/ du.
1

n——+oo u
e at
47. a. Pour n € N* justifier Uexistence de I, = / —_—.
o (A+)"
b. Déterminer la limite de la suite (I,,).

c. Justifier la convergence de la série > -, (—1)"T'I,; donner une expression de sa somme sous forme
=
intégrale.

48. Pour n € N, on pose I, = O+OO

e~ tsin®" t dt.
a. Pour tout n € N, justifier I'existence de I,,.
b. Pour tout n € N, déterminer une relation entre I,, et I, ;1.
c. Etudier la convergence de la suite (I,,).

49. Pour n € N, on pose I,, = foﬁ/‘l tan™ t dt.

a. Montrer la convergence de la suite (I,,) et préciser sa limite; étudier la convergence de la série

> (=1)"In.

1
b. Montrer que VneN I,,0=—— —1,.
n+1
1
c. Montrer que I, o T

50. Soient L l'espace des fonctions continues de R%} dans R, telles que I'intégrale f0+oo f(t)dt converge
absolument ; et £ 'ensemble des fonctions continues de R% dans R, telles que, pour tout x > 0, I'intégrale

+o0 +oo
t)dt t)dt
/ 1®) converge absolument. Si f € E/, on pose F' : x € R} — / 1) .
0 t +x 0 t +x

a. Montrer que F est un espace vectoriel qui contient strictement L.

b. Soit a € R; soit f : t — t*. Pour quelles valeurs de «, f appartient-elle & E? Dans ce cas, montrer
que F' est proportionnelle & f.

1 [+
c. Soit f € L. Montrer que F(z) ~ —/ f(t)dt, sicette derniére intégrale n’est pas nulle.
0

x—400 I

oo emrtgint ) .
51. a. Montrer que F :z+— / — dt est bien définie pour z € R,
0

b. Montrer que F est de classe C' sur R*, et donner une expression de F’. En déduire une expression
de F.

efzvt

Tre

“+o0
52. Pour tout © € R, on pose F(z) = /
0

Donner le domaine de définition de F.

a.
b. Montrer que F' est continue sur R, .

e

Montrer que F est de classe C* sur |0, +oo[ et donner 'expression de F” sous forme intégrale.

=}

. On admet que I'on montrerait de méme que F est de classe C? sur |0, +oo[. Donner I'expression de

1
F” sous forme d’une intégrale, et vérifier que F”(z) + F(z) = — pour tout z > 0.
x

<6 >
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Suites et séries de fonctions

53. (IMT) Trouver z € C tel que sinz = % =3.
i
54. Soit (a,) une suite décroissante de réels positifs. Pour n € N et ¢ € [0, 1], on pose u,(t) = a, (1 — t)t™.

a. Montrer que la série de fonctions > u,, converge simplement sur [0, 1].
a

b. Montrer que la convergence est normale sur [0, 1] si et seulement si Z — converge.
n

+oo
55. a. Déterminer le domaine de définition de S : t — Z

n=0

sin(t?)
ch(nt)’

b. Montrer que S est continue sur R? .
c. Est-elle continue en 07
(=1)" exp(—nzx)
n+1 '
a. Montrer que la série de fonctions Zn>0 fn converge simplement sur R, puis que la convergence est
uniforme sur R;. A-t-on convergence normale sur Ry ?
b. On pose S = > f,,; montrer que S est de classe O sur R*.
c. En utilisant la fonction T :  — —e~*S(z), donner une expression simple de S.
—t\/TI,
e

n3/2 -

56. Pour n € N, soit f, : Ry — R, z+—

+oo
57. (IMT) Soit f 1t »
n=1

a. Déterminer le domaine de définition D de f.
b. Montrer que f est continue sur D, et de classe C°° sur RY.

c. Déterminer la limite de f en +o00, puis un équivalent simple de f(t) en +oco.
n(1 — 2?)

5 dx est bien définie.

58. a. Montrer que [ =/
0 xr

In(1 — 2?) X g
b. Montrer que Vz €]0,1] 22 = _Z n+1

c. Exprimer I comme la somme d’une série.

1 _a n
2n+1(n+1) 2n+1 n+1
P
e. Pour p e N, on pose : H, = Z

n=0

d. Déterminer a et b tels que pour tout n € N.

e Montrer qu’il existe c € R tel que  H, =In(p+1) +c+o(1)
n
quand p tend vers +o0.

P

f. Exprimer pour tout p, Z a laide de la suite (Hp).

@2n+1)(n+1)

n=0
+oo
Déterminer Z . et en déduire la valeur de [
& 2 (2n+1)(n+1) ‘
—nx
59. Pour tout n > 2 et tout z € R, on pose f(z) = :vle .
nn
. 1
a. Etudier la convergence de la série Z .
nlnn

b. Etudier la convergence simple de la série 3 f,..
c. Etudier la convergence normale de Y f,, sur [0, +ocol, puis sur [a, +oo[ pour a > 0.
d. Etudier la convergence uniforme de > f,, sur [0, 4+ocl.

“t+In(l—¢
60. a. Montrer que, pour tout a € 0, 1[, I'intégrale / % dt converge.
0
“t+In(l—t "
b. Soit a € ]0, 1[; montrer que / L dt = — Z S
0 t2 1 n(n + 1)
1
t+1In(l—t¢
c. En déduire que 'intégrale / % dt converge, et calculer sa valeur.
0
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Séries entiéres

61. On définit la suite (u,) par up =u; =1 et Upio = Upt1 +u, pour tout n € N.
a. Montrer que 1< u, <2" pour tout n. En déduire un encadrement du rayon de convergence R de
la série entiére Y u,z".
b. Pour tout z € C tel que |z] < R, on pose f(z) = :ioo unz™. Montrer que Vz € D(0,R) f(z) =
L+ 2f(2) + 22 £(2).
1 « I}

c. Déterminer (o, 8) € R? tel que o < B et Vz € D(0O,R) f(z) = o <1+az - 1+ﬁz>' En

déduire une expression de u,, pour tout n € N.
1
62. Pour tout n € N, on pose I, = / [In(1 + a:)]n dzx.
0
a. Etudier les variations de la suite (I,,), et montrer que 0 < I, < (In2)" pour tout n.

Qu’en déduit-on ?
b. Montrer que Vn € N I,.; = (In2)"*! — (n+1)L,.

Py I’VL
c. Montrer que la série — converge, et calculer sa somme.
n!

n>=0

t"’L
, . L . N n
d. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére g et calculer sa somme.

|

=
63. (IMT) On note C l'ensemble des suites réelles (a,,) telles que la série Y a,, converge ; on note S 'ensemble
des suites réelles a = (a,) telles que la fonction f, : t — >, 5, ant™ soit définie au moins sur | —1,1],

et ait une limite finie ¢/, en 1~.
a. Montrer que la suite ((—1)”) est dans S, mais pas dans C.
Dans toute la suite, a = (a,) est une suite & termes positifs.

b. On suppose que a € C'; montrer que a € S.
c. On suppose que a € S. Montrer que Vt € [0,1] VneN Y7 a,t™ < fo(t) < L,.
En déduire que a € C.
64. On considére I’équation différentielle (F) : zy” +y + zy = 0.
a. Montrer que (E) admet une et une seule solution yo développable en série entiére au voisinage de 0,
et vérifiant yo(0) = 1; on déterminera les coefficients de son développement.
T 2n)!
b. Pour tout n € N, montrer que [,, = / sin®" tdt = gﬁ
0 22n(nl)?

c. Montrer que Vo € R myo(x) = [ cos(zsint)dt.

Equations différentielles

65. Soit (E) l'équation différentielle t2y” + 4ty + (2 — t?)y = 1.
a. A laide du changement de fonction inconnue z = %y, résoudre (E) sur R* et R*.
b. Trouver les solutions sur R.

66. (TPE)
a. Pour n € N, résoudre I"équation différentielle y’ + y = cos(nt).

+oo
b. Soit (a,) une suite réelle, telle que Y |a,| converge. Résoudre y" +y = Z ap cos(nt).

n=0

) . .y . = —x— 4y + 1€
67. Résoudre le systéme différentiel  (.59) : { Y = 2+ 3y .

68. Soient w e Ret A= (O —w>‘
w 0

a. Calculer A?; en déduire une expression de A™ pour tout n € N*,
b. Pour tout ¢ € R, calculer exp(tA); en déduire les solutions du systéme différentiel () : X' = AX.

1
c. Proposer un systéme fondamental de solutions de (3). Déterminer la solution vérifiant X (0) = (l)
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Fonctions de plusieurs variables

69. Soit f : U =R xR — R, (z,y) — z((Inz)? + ¢?).

a. Montrer que f est de classe C! sur U, et déterminer ses points critiques. La fonction f a-t-elle un
extremum global 7

b. Déterminer la différentielle en (1,1) de f.
Déterminer la différentielle en (1,1) de g : (z,y) — (f(z,y), f(z,y)).
70. a. Soient f: (z,y)r—ay(l—z—y) etT={(z,y) eR?*|z>0,y>0,z+y<1}.
Prouver l'existence d’un maximum global de f sur 7. Déterminer les extremums globaux de f sur 7.

b. Soit ABC' un triangle du plan, d’aire 1. Comment placer le point M & l'intérieur du triangle ABC,
pour que le produit des distances aux trois cotés soit maximal ? On pourra faire intervenir les aires
des triangles AM B, BMC et CM A.

71. Soit F un espace euclidien; soient b € F, et u un endomorphisme symétrique de FE, dont toutes les
valeurs propres sont strictement positives. Pour tout « € E, on pose f(z) = (u(z)|z) — (b|z).

a. Soit * € E. Montrer que f est différentiable en z, et que df,(h) = (2u(z) —b|h) pour tout h € E.
Déterminer le gradient de f en x; montrer que f est de classe C* sur E.

b. Montrer que f n’est pas majorée sur F, mais admet un minimum global en un point zy que 'on
précisera.

Probabilités
72. On range les nombres de 1 4 9 au hasard dans un tableau 3 x 3; on veut calculer la probabilité que la
matrice de M3(Z) ainsi formée ait un déterminant impair.

a. Soit A = (a;j) € M, (Z). Soit B la matrice obtenue & partir de A en remplacant chaque coeflicient
par son reste dans la division par 2. Montrer que det A et det B ont méme parité.

b. Soit A I’ensemble des matrices de déterminant impair parmi les matrices formées. Soit 2 ’ensemble
des matrices de M3(Z) de déterminant impair, ayant quatre coefficients nuls et les cinq autres égaux
al.

Déterminer une relation entre Card A et Card Q.

c. Trouver le cardinal de ’ensemble K7 des matrices de {2 ayant deux colonnes contenant chacune deux
0; et le cardinal de ’ensemble K, des matrices de €2 ayant deux colonnes contenant exactement un 0.

d. Trouver le cardinal de €); en déduire la probabilité cherchée.
73. Pour n € N*, on pose D,, = {k € [1,n] | k|n} et f(n) = Card(Dy,).
a. Soient p un nombre premier et ¢ € N*. Calculer f(p?).

b. Soient m et n dans N*, premiers entre eux. Montrer que f(mn) = f(m)f(n).
Sin=T[,_, p! est la décomposition en facteurs premiers de n, en déduire une expression de f(n).
c. Soit n € N*; on munit [1,n] de la probabilité uniforme. Soit d € Dy, et Ag = {k € [L,n] | d|k}.
Calculer P(Ay), puis P(E,|Aq).

74. Soit X, Y et Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant la méme loi géométrique
de paramétre p.

a. i. Calculer P(Y = X).
ii. En déduire P(Y < X).
iii. Montrer que P(Y < X) > %
b. Donner la loi de probabilité de X + Y.
c. i. Pour tout n € N, calculer P(Z > n).
ii. En déduire P(Z > X +7Y).

75. Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans N telles que P((X = i) N (Y = j))

pour tout (i,j) € N2.
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1
1+X°
b. Montrer sans calcul que Y suit la méme loi que X ; X et Y sont-elles indépendantes ?
c. Déterminer laloide Z=X+Y — 1.

76. Deux variables aléatoires X, et X5 suivent respectivement les lois bindmiales B(n1,p1) et B(na, p2).

a. Déterminer la loi de X ; calculer I'espérance de

a. A quelle condition, la variable X7 4+ X5 suit-elle aussi une loi binémiale ?
b. A quelle condition, les variables X7 + X5 et n; — X1 + X5 suivent-elles toutes deux des lois binémiales ?

77. Le nombre N de clients qui se présentent, & une banque chaque jour suit une loi de Poisson de paramétre
A. Chaque client, indépendamment des autres, peut soit déposer de 'argent avec une probabilité p, soit
en retirer avec une probabilité ¢ = 1 — p. On note D (respectivement R) le nombre total de clients ayant
déposé (respectivement retiré) de l’argent un jour donné.

a. Montrer que D suit une loi de Poisson, dont on précisera le paramétre Ap.
b. En déduire, sans calculs, que R suit une loi de Poisson, dont on précisera le paramétre Ap.
c. Montrer que D et R sont indépendantes.
78. Soient X et Y deux lois indépendantes suivant la loi géométrique de paramétre p € |0,1[. On pose
Z=X/Y.
a. Montrer que Z() C Q7. Si le nombre r € QY s’écrit r = a/b sous forme irréductible, montrer que
P(Z =7r) =372 P(X = ka,Y = kb). Calculer P(Z = r).
b. Montrer que E(Z) = E(X).E(1/Y); calculer E(Z).
c. Montrer que E(Z) > 1. Commenter.
79. Soient X et Y deux lois indépendantes suivant la loi géométrique de paramétre p € 10, 1].
a. Déterminer la loi de T'= min{X,Y}. En déduire I’espérance de 1/7T.
b. Calculer la loi de Z = |X — Y|, et déterminer son espérance.

c. Pour k € N* et n € N, calculer P((T =k)et (Z= n)) ; en déduire que Z et T sont indépendantes.
Calculer lespérance de Z/T.

80. Le nombre de participants & un jeu est donné par une variable aléatoire X qui suit une loi de Poisson
de paramétre A € R%. Chacun son tour, chaque participant joue et a la possibilité de gagner un lot avec
une probabilité p. Soit Y le nombre de lots que 'organisateur va devoir distribuer.

a. 1. Sil’on connait le nombre n de participants, quelle loi suit Y 7

ii. On fait ’hypothése qu’il y a 100 participants et que chacun d’eux a une chance sur 20 de gagner
un lot. Trouver une valeur approchée de la probabilité qu’il y ait au plus un lot & distribuer (on
utilisera e=5 ~ 0,0067).

b. On revient au cas général. Trouver P(X =n,Y = k) pour k < n puis pour k > n.

c. Calculer pour tout k£ € N la probabilitée P(Y = k). Quelle loi suit Y ? Donner son espérance et sa

variance.
2
. . . n“+n-+1
81. a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére g ————t". Pour tout t € | - R, R|,
n!
+oo o
n“+n+1

calculer S(t) = g — ",

n=0

b. Une variable aléatoire X & valeurs dans N admet pour fonction génératrice Gx = AS, ou A > 0.
Déterminer A, puis P(X = k) pour tout k € N.

c. Calculer E(X) et V(X).
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Indications

1. b. II suffit d’en trouver un. c. Il suffit de montrer que c¢’est un multiple de p et de q. d. 899 =
29 x 31 et 839 = 29 x 31 — 29 — 31. e. Examiner la classe modulo p et celle modulo g.

2.0na n=0[2l]<=n=0[7etn=0]3].

3. On connait ¢ tel que ¢ = cab, et on cherche d tel que d = dba.

4. b. Pour a? + b? + ¢2, développer (a + b + ¢)? et utiliser les relations entre coefficients et racines. Pour
a” + b7 + ¢, commencer par effectuer la division euclidienne de X7 par P.

6. Etudier les images des polynomes XP.

7. Le systéme se met immédiatement sous forme triangulaire ; commencer par discuter sur b.

8. Procéder par récurrence sur n.

9. Développer par rapport & la derniére colonne pour obtenir une relation de récurrence vérifiée par (D,,).
10. b. Noter que exp(u) est ici une somme finie. Si « € Ker(exp(u) — Idg) est non nul, utiliser le a. pour
montrer que x € Ker u.

11. a. Si x4 n’a que des racines simples, alors A est diagonalisable. b. 1l suffit que A soit diagonalisable,
et que toutes ses valeurs propres aient un module strictement inférieur & 1.

12. ¢. Commencer par soustraire une colonne a toutes les autres ; on peut aussi remplacer B par une matrice
semblable simple.

13. c. Résoudre le systéme AX = AX, en commengant par exprimer les xj en fonction de S = )" x; et de A.
14. Puisque A est & coeflicients réels, que peut-on dire des racines non réelles de x4 7

15. b. Si oui, xy a 2n + 1 racines non réelles. ..

16. a. Déduire de dimR? = 3 que f a au moins une valeur propre. b. Quelles sont les valeurs propres
possibles de f 7 Pour la somme directe, étudier I'intersection. c. Avec le a, il suffit de prouver que la
famille est libre.

17. Une fois trouvée une base de ’espace propre, il suffit de trouver un vecteur indépendant de cette base.
18. c. Clest x4 (1). d.iii Chercher un contre-exemple en dimension 2. d.iv Penser & la démonstration
de la densité des inversibles.

19. c. Si f¥(z) # Op pour tout k, alors g a une infinité de valeurs propres. Considérer le plus grand k tel

que f4(z) #0.
20. b. Penser & Cauchy-Schwarz. c. Décomposer M suivant G et G*.
21. c.i. La trace est une forme linéaire. cii. tr M = tr(*I,M).

22. ¢. Pour f € E, il faut trouver h € V vérifiant h(0) = f(0) et h(1) = f(1).

23. b. Si ¢ est une forme linéaire sur F, il existe un vecteur a tel que £(x) = (a|z) pour tout x.

24. a. Faut-il refaire le cours sur les déterminants, ou utiliser simplement les formules de changements de
base? b. La matrice de passage de la base x & son orthogonalisée est triangulaire.

25. a. Chercher les vecteurs invariants. c. Le vecteur X — Y doit étre orthogonal & I'hyperplan par
rapport auquel on fait une symeétrie.

26. c. Les vecteurs propres qui restent a trouver doivent étre dans Vect(a, b) ; penser & exploiter les symétries
du probléme.

27. a. Noter que ¢ est un isomorphisme, et que o~ !(G) = F. b. Développer || f(x)
o Yqg(z)) € F.  ¢.Si(x,y) € F?, reprendre le calcul du b. appliqué a || f(z + »(y))]-
28. b. Pour B2, noter que 'AA est un réel.

29. b. Calculer (*MM)?; pour éliminer —4, considérer *X*M M X ot X est une colonne propre.

30. a. Pour symétrique : X! =*{XX.

31. a. Noter que “f,, tend vers f” signifie ici “la suite (f,,) converge vers f uniformément sur [0, 1]”. c.
La distance cherchée est en fait la borne inférieure des || f||c quand f décrit A.

32. a. et b. Dans chaque cas, utiliser I'image réciproque d’un ouvert ou fermé par une application continue;

|2, en notant que

il faut donc vérifier la continuité par rapport a la norme donnée. c. En prenant par exemple f constante
et ¢ > 0 quelconque, construire g telle que ||f —g|l1 <e et g(1)=0.
33. a. Décomposer z, sous la forme z, + iy,. b. Prendre une suite pour laquelle la série des parties

imaginaires ne converge pas absolument.

34. b. La suite étudiée vérifie une récurrence linéaire d’ordre 2.

35. a. Faire un développement asymptotique des deux rapports. b. Les sommes partielles de la série se
calculent facilement.

36. b. Pour la série, montrer que le terme général est un O(1/n?); pour la suite, la série est télescopique.
37. Déterminer un équivalent de u,, puis un développement asymptotique & 2 termes.

38. a. Utiliser la sommation des comparaisons. d. Appliquer le a a (v,,).
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39. a. Calculer et majorer les sommes partielles. b. Si la limite est non nulle, alors u,, équivaut a...
40. b. Ker f est constitué des fonctions 1-périodiques de valeur moyenne nulle. c. Pour le sens direct,
utiliser les e ; pour la réciproque, prendre une fonction non nulle du noyau.

41. Encadrer par des intégrales, ou penser aux sommes de Riemann.

42. a. Intégrer par parties, en primitivant sin¢. c. Minorer chaque intégrale apparaissant dans la somme
du b.

43. c. Poser t = |z|u.

44. c. Note que zf(z)? a une limite finie en +0o d’aprés b ; obtenir une contradiction si cette limite est non
nulle. d. Utiliser Cauchy-Schwarz pour les intégrales.

45. b. Attention aux signes : peut-on majorer | In(1 — ¢™)| par |In(1 —¢)|?

46. b. Commencer par le bon changement de variable dans I,,.

47. c. Pour obtenir la limite, on peut par exemple appliquer le théoréme de convergence dominée & la suite
des sommes partielles, en majorant grace au TSSA.

48. b. Effectuer deux intégrations par parties.

49. b. Ecrire tan"*2 = (1 + tan?) tan™ — tan". c. Utiliser b et la décroissance de I,, pour encadrer I,,.
50. a. Pour le “strict”, chercher une fonction puissance. b. Pour F', poser t = zu. c. Convergence
dominée pour zF(x).

51. b. Appliquer le théoréme de dérivation sous l'intégrale en dominant sur les segments inclus dans R
52. c¢. Dominer sur les segments.

53. C’est une équation du second degré en e,

54. b. Etudier les variations de u, et chercher un équivalent de |ty ||oo.

55. c. Majorer 1/ch(nt) par 2e~".

56. a. Pour la convergence uniforme : TSSA. c. Dériver T.

57. c. L’équivalent est le premier terme ; montrer que e’ f(¢) a pour limite 1 en +oc.

58. f. Exprimer > 1/(2n + 1) en fonction de Haptq et de Hp.

59. a. Comparer & une intégrale. c. Etudier les variations de f,. d. Majorer le reste en majorant
1/Ink par 1/1nn pour k > n.

60. b. Ecrire la fonction intégrée comme somme d’une série entiére. c. Il s’agit d’intervertir limite en 1
et somme.

62. b. Intégrer par parties, en choisissant bien la primitive. c. Diviser la relation du b par (n + 1)! et
sommer.

63. b. On a convergence normale de la série entiére sur [0, 1]. c. Pour f,(t) < {4, noter que f, est

croissante sur [0, 1[. Pour a € C, majorer les sommes partielles de > a,,.

65. b. Une seule solution peut étre prolongée par continuité en 0 ; montrer qu’elle est de classe C? en vérifiant
qu’elle est la somme d’une série entiére.

66. a. Résoudre y” +y = €™ ; attention au cas n = 1. b. Justifier que ’on peut superposer les solutions.
70. b. On veut en fait maximiser le produit des trois aires, connaissant leur somme.

71. a. Développer f(z+h) — f(x), en tenant compte de la symétrie de w. b. Pour non majorée, regarder
Iimage des vecteurs propres. Le minimum est au seul point critique, reprendre f(z + k) — f(z) en ce point.
72. b. L’application f définie en a transforme A en €2, et les éléments de €2 ont tous le méme nombre
d’antécédents. c. Pour K, discuter suivant que les deux 1 dans les deux colonnes spécifiées sont ou non
sur la méme ligne.

73. b. Pour f(mn), montrer que les diviseurs de mn sont exactement les ab, ot a|m et b|n.

74. a.ii. Par symétrie, P(X <Y) = P(Y < X).

76. a. Utiliser la fonction génératrice. b. La variable ny — X suit une loi binémiale.

77. a. Commencer par calculer les probabilités conditionnelles P(D = k|N = n). c. Pour calculer
P((D =d) et (R=r)), reprendre la méthode du a.

78.

79. a. Commencer par calculer P(T > k). b. Attention au cas Z = 0.

81. a. Pour le calcul de S, écrire n? +n=n(n—1)+2n.  b. Que vaut Gx(1)?
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