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Algébre générale

1.

Soient G et H deux groupes cycliques. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que G x H
soit cyclique.

. Déterminer les n € Z vérifiant n'? =n [42].

3. Déterminer les n € N* tels que p(n) divise n, ot ¢ désigne 'indicatrice d’Euler.

. Soit n > 2. Calculer H -
—exp

n—1

1

P (2ikm/n)’

. Soit P € C[X] non constant, tel que P(0) = 1. Montrer que Ve >0 3z e C |z|<eet |P(2)| < 1.

6. Soit P € C[X] de degré d > 1. Pour tout z € C, on note n(z) le nombre de solutions distinctes dans

C de I’équation P(z) = z; par exemple, si P = (X — 2)2, alors n(0) = 1, car I’équation P(x) = 0 a une
seule solution, 2. Calculer Z(d —n(z2)).
zeC

. Soit P=Y"}_,ap X" € R[X], de degré n > 2, scindé & racines simples sur R.

a. Montrer que P’ est scindé a racines simples sur R.
b. Etudier le signe de P(x)P"(z) — P'(x)? pour = € R.

c. Pour k € [0,n — 2], majorer axari2 a laide de agy.

Algébre linéaire élémentaire

10.

11.

12.

13.

14.

. Déterminer les matrices A € M,,(C) telles que VB € M, (C) (BA=0= AB=0).
. a. Soit n € N*; soit w = €™/ Soit A = (a;1) € M,(C) définie par  a;, = w=DE=D pour tout

(j,k) € [1,n]*; on note A la matrice dont les coefficients sont les conjugués de ceux de A.
Calculer AA, en déduire la valeur de | det A|. Montrer que A est inversible, et préciser A~!.

b. Plus généralement, soit & € C et B(0) = (bj) € M,,(C) définie par  bjr = 0U~DE=D  pour tout
(j, k) € [1,n]°. Pour quelles valeurs de 6, B(0) est-elle inversible ?

a. Soit n > 2. Montrer que X" — X + 1 a n racines distinctes dans C.
142 1 e 1
. 1
b. On note z1,..., 2, ces racines. Calculer + 22
: . . 1
1 e 1 142z,
a. Soit n € N*. Soient (A1,...,A\n) et (a1,...,q,) dang R”, vérifiant o1 < ay < -+ < @y. Soit f :

r€R—— > Aper®.
Montrer que f s’annule au plus n — 1 fois sur R.
b. Soit (B1,---,Bn) € R™ tel que f1 < -+ < Byp. Soit M = (e‘”ﬂf) € M, (R). Moutrer que det M > 0.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE).

a. Montrer que f2=0 <= 3(g,h) € L(E)? f=hogetgoh=0.
1 2 3

b. Déterminer g et h quand £ = K? et f a pour matrice [ 1 2 3 | dans la base canonique.
-1 -2 -3

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2; soit u € L(F), nilpotent et de rang n — 1.

a. Soit F un sous-espace de F stable par u. Montrer que F = {Og} ou Keru C F.

=n

. Soit F' # {0g} un sous-espace stable par u; montrer que dimu(F)=dimF — 1.
c. Montrer que Vk € [1,n] dimKeru* = k.

d. Déterminer les sous-espaces stables par u.

Soit n € N*. Si (U, V) € M,,(R)?, on définit ®pyy : M € M, (R) — UMV.

a. Si (4,B,C, D) € M, (R)*, identifier ®4 5 o Pc p.

b. Soit A € M, (R). Déterminer rg(®a4, 4).
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15.

16.

17.

Soit n € N*. Déterminer toutes les formes linéaires f sur M,,(C) telles que, pour tout couple (A, B) de
matrices semblables, on ait  f(A) = f(B).

a. Soient A et B dans M, (C) telles que Ker A = Im A et Ker B = Im B. Montrer que A et B sont
semblables.

b. Soit I' = {A € M,,(C)| A% = 0}. Montrer que I est une réunion de classes de similitude ; dénombrer
ces classes.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit G' une partie finie et non vide de GL(E), stable

1
par composition. Soit p = m Z g.
e,

a. Montrer que G est un sous-groupe de GL(E).

b. Montrer que p est un projecteur d’image F = ﬂ Ker(g —Idg). En déduire une expression de la
dimension de F'. geq

Réduction des endomorphismes

18.

19.
20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

a. Soit A = (a;;) € My (C) telle que Vk € [1,n] |akk| > >, 4 lax;|. Montrer que det A # 0.
b. Soit A = (ai;) € M, (R) telle que Vk € [1,n] ark > >, lars|. Montrer que det A > 0.
Soit A € M,,(R) telle que A — A — I,, = 0. Montrer que det A > 0.

Pour tout n > 2, soit A, € M, (R) la matrice définie par : (4,);; =1si¢>j, (A,)1,n =1, et tous les
autres coefficients sont nuls.

a. Pour tout n > 2, déterminer le polynéme caractéristique de A,,.

b. Pour n > 2, montrer que 4, a une et une seule valeur propre dans |1, 400[; on la note A,.
n

c. Montrer que A ~ .
4 " n—s+oo 2Inn

Soient A et M dans M., (R), telles que M soit nilpotente.

a. On suppose AM = 0. Montrer que A et A+ M ont méme polyndéme caractéristique.
b. Que dire si MA =07

Existe-t-il une forme linéaire ¢ sur M,,(C) telle que VA € M, (C) ¢(A) € Sp(4)?
I, —-B
A I,

b. En déduire que AB et BA ont méme polyndéme caractéristique.

a. Soit (A4, B) € M,,(C)2. Montrer que det ( ) = det(I,, + AB).

c. Soit M € M,(C); on note M la matrice dont les coefficients sont les conjugués de ceux de M.
Montrer que det(I, + MM) € R.

Soient, E et F' deux espaces de dimension finie sur K; soient u € L(E, F) et v € L(F, FE). Montrer que,
si dim £ = dim F, alors Sp(u o v) = Sp(v o u).
Que peut-on dire si dim E # dim F'?

Soit n € N*; soient A = X" —X et B = X" —1. On note ¢ l'application qui, & un polynéme P € C,,_1[X],
associe le reste dans la division euclidienne de AP par B.

a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de C,,_;[X]. Déterminer son noyau et son image.
b. Déterminer les valeurs propres de ¢ ; est-il diagonalisable 7

Pour P € R[X], soit L(P) : ¢ € R f0+oo P(z + t)e~tdt. On identifiera polynomes et fonctions
associées.

a. Montrer que L est un endomorphisme de R[X].

b. Soit D : P € R[X] — P’. Montrer qu’il existe une suite (ap)ren de réels, dont on précisera la
valeur, telle que VP € R[X] L(P)= Y./ axD*(P).

c. Déterminer les éléments propres de L.
d. Quels sont les endomorphismes qui commutent avec L ?

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient f, g, hy et hy des endomorphismes de F vérifiant
fohy=hiog, fohy=hyoget Kerhy NKerhy = {0g}.
Montrer que, si f est diagonalisable, alors g I’est aussi.
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28.

29.
30.

31.
32.
33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.

Soit M € M, (C) non nulle. On note Gps ’ensemble des A € C tels que AM soit semblable & M.
a. Quelle est la structure de G ?

b. Montrer que, si M n’est pas nilpotente, alors G est fini.

o

1 2 0 1 0 10
. Déterminer Gj; pour M = , M = eteM=|(0 0 1
-1 0 -1 0 10 0

d. Que se passe-t-il si M" "1 £0et M® =07
Soit A € M,,(C). Trouver les polynomes P tels que P(A) soit nilpotente.
Soit n € N*; soit M € M,,(C).

a. On suppose que M? est diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M le
soit aussi.

b. Soit a € C. On suppose M? + aM diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que M le soit aussi.

Soient n € N* et A € GL,,(R). Montrer que A est diagonalisable si et seulement si A — A~1 Dest.
Déterminer les matrices M € M,,(C) vérifiant M™ = I, et tr M = n.
Déterminer les valeurs de n € N* pour lesquelles il existe f € L(R") vérifiant f2 + f2 —Id =0 et

tr f € Q.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L£(E). Soit A = >_7_, ax X" son polynome
minimal. On pose p= min{kj € [0,q] | ar # O}.

a. Montrer que FE = Keru” & Imu”.

b. On suppose p > 0. Montrer que p est le plus petit des entiers k € N* vérifiant E = Keru® @ Imu”.

Soit A € M, (R), telle que x4 soit scindé sur R. Soit P € R[X], scindé sur R. Montrer que la matrice
P'(A)2 — P(A)P"(A) est inversible.

Soient A et B dans M,,(C), vérifiant Sp(A4) N Sp(B) = 0.

a. Soit X € M,,(C), vérifiant AX = X B. Montrer que X = 0.

b. Montrer que VM € M, (C) I'X e M,C AX - XB=M.

c. Déterminer le spectre de I'endomorphisme ¢ : X € M, (C) — AX — XB.

Soit N € M,,(C) une matrice nilpotente. Comparer Ker N et Ker(exp(N) — I,).

Soient N € M,,(C) nilpotente, et A € C*. Montrer qu’il existe A € M,,(C) telle que exp(A4) = A\, +N.

+oo
- , (=D"  jont
Soit A € M3(R); on pose sinA = E — L A%t
= (2n+1)!

a. Justifier I'existence de sin A.

b. Peut-on choisir A de maniére & avoir sin A = (é 20117) ?

Espaces euclidiens

40.

41.

Soit E un espace euclidien de dimension n. On dit qu’une famille (u1,...,u,) de vecteurs de E est
obtusangle si  (u;|u;) <0 pour tout (¢,5) tel que i # j. Soit (u1, ..., u,) une famille obtusangle.

a. Soit (A1,...,\p) € RP. Montrer que ||>-0_; [Asfus|| < ||D202; Avwal]-

b. En déduire que p < n + 1.

c. Montrer qu'’il existe une famille (u1,...,un41) de cardinal n + 1, vérifiant (u; |u;) = —1/n  pour
tout (7,7) tel que i # j.

Soit (a,b) une famille libre de vecteurs d’un espace euclidien E de dimension 2.

a. Montrer qu'il existe une base orthonormée (u,v) et o € R, vérifiant a = [|al|[(cos @)u + (sin a)v]
et b=|bl|[(cos@)u — (sina)v].

b. Soit C = {w'ﬁv)ﬁ'x) s x e BN\ {OE}} Déterminer inf C et sup C.
T
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52,

1/2
Soit E = C2([0,1],R). Si f € E, on pose N(f) = [f; (f()2 + F'(£)?) dt]
a. Montrer que N est une norme euclidienne ; on note ( | ) le produit scalaire associé.

b. Soient V = {f€E|f( 1)=0} e¢ W={feE|f"=f}. Montrerque E=V oW,
puis que W =V+

c. 801tG:{f€E|f( )=1et f(1) =e}. Calculer inf{N(f); f€G}.

Soit £’ espace des fonctions continues, paires et 2w-périodiques de R dans R. Pour (f,g) € E?, on pose

(flg) = / f(t)g(t)dt. Pour t € R, on pose eg(t) = 1 et, pour tout n € N*, e, (t) = v/2 cos(nt).

a. Montrer que (| ) est un produit scalaire sur E'; on note || || la norme associée.

b. Soient f € E et € € R*. Montrer qu'il existe un polynome P € R[X] tel que, pour tout ¢ € [0, 7], on
ait  |f(t) — P,(cost)| < €.

c. Soit f € E. Pour (k,n) € N* on pose ai = (ex|f) et Sp:tr— > p_,axcos(kt).
Montrer que ||f — Sy|| = 0.
n—-+oo

. 2 1 . . . . . .
Soit A = (_1 _1). Existe-t-il un produit scalaire sur R? pour lequel ’endomorphisme canoniquement

associé a A est une isométrie 7

a. Soit A € M3(R) une matrice antisymétrique. Montrer qu’il existe a € R et P € O3(R) tels que
0 a O
tPAP=1|—-a 0 0
0 00

b. Soit M € M3(R) telle que "M M = M*M. Montrer que M est semblable & une matrice de la forme
a b 0
-b c 0
0 0d

Les deux questions sont indépendantes. Soit A € M,,(R).

a. On suppose que A'A ='AA et A2 = —1I,,. Montrer que A est orthogonale.
b. On suppose que A? = A'A. Montrer que A est symétrique.

Soit A = (ai;) € My (R) symétrique, telle que Sp(A4) C R

a. Montrer qu’il existe Q@ € GL,(R) telle que A = 'QQ.

b. En déduire que Vi € [1,n] a; > 0.

c. Montrer qu’il existe ig € [1,n] tel que a;y;, = max{|a;;|; (i,7) € [[1,n]]2}.
a. Déterminer inf{\ € R| VA € M,(R) (trA)*> < Atr("AA)}.

b. Déterminer inf{\ € R| VA € M,(R) |det AP < Atr(*AA)}.

Soit A € M,,(R). Montrer que A est antisymétrique si et seulement si, pour toute matrice orthogonale
P, la matrice 'PAP est & diagonale nulle.

Soit S € M, (R) une matrice symétrique. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
une matrice antisymétrique A telle que S + A soit orthogonale.

Soient f et g deux endomorphismes symétriques d’un espace euclidien F, ayant toutes leurs valeurs
propres positives ou nulles.

a. Montrer qu'il existe h € L(E), symétrique & valeurs propres positives, tel que f = hZ.
b. Montrer que det(f + g) > det f.

On munit R”, identifié & 'espace des colonnes M,, 1(R), du produit scalaire usuel. Soient p € N* et
A € M, (R), vérifiant AP ='A. Soit B = AP

a. Montrer que B? = B, et que (BX|X)=|AX|*> pour tout X € R".
b. Que peut-on dire des valeurs propres de B ? Montrer que B? = B.

c. Comparer Ker A et Ker B, puis Im A et Im B.
d

. Montrer que Ker A et Im A sont supplémentaires orthogonaux, et que ||AX|| = || X|| pour tout
X €eImA.
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53. Pour A € S,,(R), espace des matrices symétriques de M, (R), on pose N (A) =max{|\|; X € Sp(4)}.
a. Montrer que N est une norme sur S, (R).
b. Soient A et B dans S, (R) telles que AB = BA. Montrer que N(AB) < N(A)N(B).
c. Soit || || une norme sur S,,(R), telle que V(A4,B) € S,(R)? AB = BA = |AB| < ||A| ||B].
Montrer que, pour tout A € S,(R), N(A) < ||4].

Analyse élémentaire

54. Soit a € R. Soit f : R — R une fonction dérivable en a. Soient (z,) et (y,) deux suites de limite a,

telles que x,, # y, pour tout n. Pour tout n € N, on pose t, = ——————.
Tn — Yn
On dira que la propriété (P) est vraie si (¢,) converge vers f/(a).

a. On suppose f de classe C! sur R; montrer que (P) est vraie.
b. On suppose z, < a < y, pour tout n; montrer que (P) est vraie.
c. Montrer que (P) peut étre fausse.

55. Soit f :  — 23 — Inz. Déterminer les intervalles sur lesquels f réalise une bijection. Dans chaque cas,
donner un développement asymptotique & deux termes de la réciproque en +oco.

56. Pour n € N, on pose u, = Z <Z> Montrer que u, = 0(2”/2\/5).
k=0
2 b—
57. Soit f de classe C? de [a,b] dans R. Montrer que || f/[|oo < —a | flloo + 5 a 1" oo

Espaces vectoriels normés

58. Si a = (an)nen est une suite réelle et P = 370 pp X* € R[X], on pose N, (P) = 3325 |axpk|-
a. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que N, soit une norme sur R[X].

b. Soient a et b deux suites réelles telles que N, et N, soient des normes; a quelle condition ces deux
normes sont-elles équivalentes ?

59. Soit £ un e.v.n. de dimension finie, tel que n = dim E > 2. Soit S = {u € L(E) |u* =1dg}. On dit que
v € S est un point isolé de S §’il existe r > 0 tel que S N B(v,r) = {v}.

a. Montrer que Idg est un point isolé de S.
b. Déterminer tous les points isolés de S.
c. L’ensemble S est-il fermé? compact ?
60. Soit R ’ensemble des matrices de M3 (C) telles qu’il existe p € N* tel que MP = L.
a. Montrer que toute matrice de R est diagonalisable.
b. Déterminer adhérence de R dans M3 (C).

61. Soit £ =C°([0,1], R) muni de la norme de la convergence uniforme ; soit C' 'ensemble des fonctions de
E prenant leurs valeurs dans [0,1]. On note I, S et B les ensembles de fonctions de C' respectivement
injectives, surjectives et bijectives.

a. Montrer que I n’est ni ouvert, ni fermé.
b. Etudier le caractére ouvert ou fermé de S et B.

62. a. Soit f : [a,b] — [a,b] de classe C!, telle que ||f']|cc < 1. Montrer que f admet un et un seul point
fixe dans [a, b].

b. Soit K un compact non vide d’un espace vectoriel normé E ; soit f une fonction de K dans lui-méme,
vérifiant || f(z) — f(y)|| < [|[x—y|| pour tout couple (z,y) € K tel que z # y. Montrer que f admet
un unique point fixe dans K.

c. Soit C' un compact convexe non vide d’un espace vectoriel normé F ; soit f une fonction de C dans
lui-méme, vérifiant | f(z) — f(y)|| < |lz — y|| pour tout couple (x,y) € C?. Montrer que f admet
au moins un point fixe dans C.

63. Soit £ un R-espace vectoriel normé et ¢ une forme linéaire non nulle sur E.
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64.

65.

a. Montrer que Ker ¢ est un hyperplan de E.
b. Montrer que Ker ¢ est soit fermé, soit dense dans E.
c. Montrer que Ker ¢ est fermé si et seulement si ¢ est continue.

Soit F un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme || ||. Pour tout endomorphisme u € L(E),
on pose N(u) = bup{Hu(x)H s €E x| < 1}.

a. Montrer que N est bien définie, et que Yu € L(E) Vx € E  |u(z)| < N(u)|z].
b. Montrer que N est une norme sur L(FE).

c. Soit (ux) une suite d’endomorphismes de E. Montrer que la suite (ux) converge pour N, si et seule-
ment si la suite de fonctions (ug) converge simplement sur E.

Si A € M, (C), on note x4 son polyndme caractéristique, et S(A) sa classe de similitude, c’est-a-dire
I’ensemble des matrices semblables & A.

a. Montrer que 'application A — x4 est continue.

b. Montrer que, si A est diagonalisable, alors S(A) est fermé. Etudier la réciproque.

. Montrer que, si A est nilpotente, alors 0 € S(A). Etudier la réciproque.

o

d. Caractériser les matrices A pour lesquelles S(A) est borné.

Suites et séries numériques

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

1

On définit une suite réelle (u,,) par la donnée de ug € R% , et larelation Vn € N w,y1 = — + 3u, — 3.
U

a. Déterminer les limites réelles possibles de la suite. "

b. Déterminer I'ensemble A des valeurs de ug pour lesquelles la suite est bornée. Si ug ¢ A, quel est le
comportement de la suite ?

c. On suppose que ug est intérieur & A, et que la suite converge. Quelle est sa limite ?
On définit la suite (u,) par ug =0,et VR €N upy1 = /n+ uy.
Donner un équivalent de u,,, puis un développement asymptotique & deux termes.

On définit une suite réelle (u,) par la donnée de ug € R, et la relation Vn € N w,i1 = uy + €74,
Déterminer la limite de la suite. En donner un équivalent, puis un développement asymptotique & deux
termes.

a. Montrer qu’il existe ng € N* tel que, pour tout n > ng, ’équation e* ==z

solutions dans R% . On note ces solutions u, et vy, avec u, < vs,.

" a exactement deux
b. Donner un développement asymptotique & trois termes de u,, et & deux termes de v,.

Pour n € N, on pose P, = [[,_,(X — k). Montrer que, pour tout n € N*, P} a une et une seule racine
rn, dans ]0, 1[. Donner la limite, puis un équivalent de 7,,.

Soit a € RY.. Etudier la convergence de la série Y al™ ")

. -1 [Inn]
Etudier la convergence de la série de terme général u,, = )7
n
Upy—
On définit la suite (u,) par ug =1, u3 =2, et Vn € N*  wu,yq = 2u, + ”21
n
Montrer que u,, a un équivalent de la forme C2", ou C € R*.
L jers t de la suite (u,) sont 142 L, 1 ! L, 1
es premiers termes de la suite (u,) sont uy = —LUp=——,Us=—-+ -, U3 =——, Uy = = + —
p u n 0 3w g U2 = s, Us =gt
us = ——, etc

a. Donner une expression générale de u,,.

b. Justifier que la série > u, converge et calculer sa somme. Donner un équivalent de ses restes.
n
Soit v €]0, 1[. Pour tout n € N*, on pose a, = Z(—l)kk'y.
k=1
a. La suite (a,) converge-t-elle ?

b. Pour n € N*, on pose b,, = a,, +an+1. Montrer que (b,,) converge vers une limite strictement positive.
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. 1
. Etudier la convergence de la série Z —.

¢}

76. a. Etudier la convergence de la série de terme général a,, = fol cos(nt?) dt.

b. Pour n € N, on pose S, = ,_,(—1)¥sink. Montrer que la suite (S,,) est bornée.
c. Etudier la convergence de la série > (—1)"a,,.
Intégration

1 n(1 —¢)

77. Prouver la convergence de / VTR dt, puis la calculer.
0

2z 1/t
e
78. Soit o € R* . Déterminer la limite, et un équivalent quand = tend vers +oo, de th dt.
+ . ta+1

79. a. Montrer que f :z+—— fm i’ 4t admet une limite finie en 400; on note p cette limite.
eiz? 1 proo git?

2ix + 2 J, 2

b. Pour z > 0, montrer que pu—f(z) = — dt. En déduire un équivalent de p— f(x)
en —+o0o.
80. Soit F:z e R+ []'e t dt.
a. Tracer les courbes représentatives de F et F~1.

b. Déterminer un équivalent de F(x) quand z tend vers +oo, puis un équivalent de F~!(y) quand y
tend vers +o0.

c. Montrer que, pour chaque n € N, il existe un unique réel u,, vérifiant F'(u,) — F(n) =1. Donner
la limite et un équivalent de wu,,.

81. Soit f : Ry — R, continue sur Ry. On suppose trouvé so € R tel que l'intégrale f0+00 f(t)e=sot dt

converge. Montrer que, pour tout s > sg, l'intégrale f0+oo (t)e~ st dt converge.

+oo 3 3z _:
t
82. Soient I:/‘ $nx¢retg xeR*H+/)Sm dt
0 .I

. Justifier la convergence de I.

. Montrer que g est de classe C! sur R?%, et calculer sa dérivée.

Déterminer les limites de g en 0 et +o0.

a0 oo

. En déduire la valeur de I.

I:5€eR
° ’—>/ Va7 tfs

b. La fonction I est-elle continue sur D ? de classe C* sur D ?

83. a. Soit dt. Déterminer le domaine de définition D de 1.

c. Déterminer un équivalent de I(s) quand s tend vers 1.

84. Soit f : Ry — R, de classe C! sur R, telle que f et (f’)? soient intégrables sur R, . Montrer que f a
pour limite 0 en 4o0.

Intégrales dépendant d’un paramétre

ne~t

1+nt
de J, ; on ne cherchera pas a calculer l'intégrale apparaissant dans le deuxiéme terme.

+o00
85. Pour tout n € N*, on pose J,, = / . Donner un développement asymptotique a deux termes

+oo t
86. Soit s : t —> t — [t]. Pour z > 0, on pose f(x):/ (S()dt
Jo

t(t + )
a. Montrer que f est définie et continue sur R?.. Montrer que f a pour limite 0 en +oo.
1 (s
b. Soit n € N*. Montrer que f(n) = f/ % dt; on pourra noter que s est 1-périodique.
nJo

1 le™
En déduire que f(n) = —1n (n ? )

n nVL

c. Déterminer un équivalent en +oo de f(n) pour n entier, puis de f(x) pour x réel.
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87.

88.

+oo e—az‘ _ e—bt
Soient a et b dans R*.. Pour tout x € R, calculer F(z) = / — cos(xt) dt.
0

dt
t*(1+1t)
b. Montrer que f est de classe C™ sur D ; étudier ses variations.

a. Déterminer le domaine de définition D de f : z —— /
0

c. Déterminer un équivalent de f(z) en chaque borne de D.

Suites et séries de fonctions

89.

90.

91.

92.

93.

+oo 1
Soit S : ¢t —> —
72 (1+nt)
a. Montrer que S est définie et continue sur |0, +o0].
b. Déterminer la limite et un équivalent de S(t) en 0 et en +oo.

)TL
Soit, f : tl—>z —
n=0 n+t

a. Montrer que f est définie et de classe C! sur R

b. Trouver un équivalent de f(¢) en 0.

c. Trouver un équivalent de f(t) en +o0.

1

ntlnn’

Soit f : ti—)Z

a. Determmer le domaine de définition de f; montrer qu’elle est de classe C*° sur ce domaine.

b. Déterminer la limite, puis un équivalent simple, de f(t), en chaque borne du domaine de définition.

n
Soit g € 10,1[. Pour n € N* et € R, on pose f,(z) = H(l —q"x).
k=1
a. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur R; on note f sa limite.
b. Montrer que f est I'unique fonction continue sur R, vérifiant f(0) = 1 et f(z) = (1 — qz)f(qx)
pour tout x € R.

c. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0.

+°° n 1

(=1)" cos(nt) sin(nt)
dmet Vit e [— +4 et Vit - t=2 .
On adme € [—m, 7] E €] —m,n| ngl -
+oo
-1 t
Soit a € R*. Pour t € [—m, 7], on pose f(t) = 7;:1 %.

a. Montrer que f est définie et de classe C? sur [—, 7).

b. Trouver une équation différentielle du second ordre vérifiée par f. En déduire une expression simple
de f. +oo

c. Déterminer g : t —— Z

n=1

" sin(nt)
n2 + a?

Séries entiéres

94.

95.

Soit (ay) une suite réelle. On suppose que le rayon de convergence Ry de la série entiére Y a,x™ est
strictement positif. On note Ry le rayon de convergence de Y sin(a,)z".

a. Montrer que Re > R;.
b. Montrer que, si R; > 1, alors Ry = R;.
c. Donner les valeurs possibles du rapport Ra/R;.

Soient (ay,) et (b,) deux suites complexes. On suppose que les rayons de convergence R, et Ry, des séries

entiéres Y a,z™ et > b,x™ respectivement, sont strictement positifs.

ZTL

a. On suppose a,, # 0 pour tout n. Que peut-on dire du rayon de convergence de Z —7
an
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b. Que peut-on dire du rayon de convergence de Y apb,2z"?

too 2n+2
x
96. a. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére Z .
n(n+1)(2n+1)
+00 1 n=1
b. En déduire la valeur de .
v 2. n(n+1)(2n + 1)
n=1
. 1 s T , .
97. Pour n € N*, on pose u,, = — cos (Z +n 5) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la
+oo "
série entiére Z U,z
n=1

98. Pour tout n > 1, on pose H, = > ;_,(1/k). Pour x € R, on pose d’autre part

+oo

—+o00 “+o00
1
= H,x" ; = 1 " h(x) = In{1+—)z"
)= Do Hhat s g =D e hw) =S (14 1)
a. Pour tout z € | — 1, 1], calculer f(x).

b. Montrer que f(z) ~ g(z).

r—1—
c. Pour z € ] — 1,1], exprimer h(x) en fonction de g(x). Que vaut h(—1) ? Donner un équivalent de g(x)
au voisinage de —17.

99. Soit (a,) une suite réelle. Pour tout n € N, on pose A,, = Y__, ax, et on suppose que A, ~ n quand n
tend vers +o0.

a. Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres Y A,z™ et > anz™.
A . o . — “+o0 n
b. Déterminer la limite en 1~ de (1 —x) > =) a,a™.

100. Soient a € Ret A €] —1,1[. On note E I'ensemble des fonctions f de classe C' de R dans R, vérifiant
deplus VreR f(x)=af(x)+ f(A\z).

a. Déterminer les fonctions de E développables en série entiére au voisinage de 0; quel est le rayon de
convergence des séries obtenues ?

b. Déterminer tous les éléments de E.

101. Soit ¢ € | — 1,1[. Soit f : t —> Z::E) sin(g™t). Montrer que f est définie sur R, et développable en
série entiére au voisinage de 0; on précisera le rayon de convergence de la série obtenue.

Equations différentielles

102. On considére I’équation différentielle (E) : t2y” — 4ty’ + (t2 — 6)y = 0.

a. Déterminer les solutions de (F) développables en série entiére au voisinage de 0.
b. Quelle est la dimension de I'espace des solutions de (E) sur R?

103. Résoudre sur R* I'équation différentielle 23y + xy’ —y = e'/=.

104. Soient a et b deux fonctions de R dans R, continues et 1-périodiques. On suppose que I’équation
différentielle (E) : ¢y’ + a(t)y’ + b(t)y =0 admet une solution yo vérifiant yo(0) = yo(1) = 0.
Montrer que Yk € Z yo(k) =0.

105. Soient a et b deux fonctions continues de R dans R; soit  (F) : y” +ay’ + by = 0.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (F) admette un systéme fondamental constitué
d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

106. Soient g et f deux fonctions continues de [0, 1] dans R, telles que ¢(t) > 0 pour tout ¢ € [0, 1]. Soit (E)
I'équation différentielle " — q(t)y = f(t); soit (a,b) € R2.

Montrer que (E) admet une et une seule solution vérifiant y(0) = a et y(1) = b.

107. Soit f : Ry — R, de classe C! sur R, , monotone et admettant une limite finie en +oo.

Montrer que toutes les solutions de ’équation (F) : y” +y = f sont bornées sur R..
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Fonctions de plusieurs variables

108. Soient D = {(z,y) e R?|zy <1} et A= {(z,y) € R?|zy=0}.
a. Représenter graphiquement ces deux ensembles. Sont-ils ouverts ? fermés ?
In(1 — zy)

b. Pour (z,y) € D, on pose f(z,y) = oy

si(z,y) € A, et f(z,y) = —1 sinon. Montrer
que f est de classe C*° sur D.
109. Pour (z,y) € R?, on pose f(x,y) = zyln(z® +y*) si (z,y) # (0,0), et f(0,0) = 0.
a. Etudier la continuité de f.

b. Etudier les extremums locaux de f.

110. Soit (a,b) € R2. Soit h une fonction de classe C' de R? dans R, vérifiant h = a— + b—.
x

Montrer que, si h est bornée sur R?, alors h est la fonction nulle.

111. a. Soit U =10, +oo[>; soit ¢ : (z,y) € U — (y/x, 22 + ). Montrer que ¢ réalise une bijection de U
dans lui-méme, et que ¢ et sa réciproque sont de classe C*> sur U.

0 0
b. Soit A € R. Résoudre xa—f + ya—f =\f enposant g= fop L
Z Y
112. On munit R™ du produit scalaire canoniq121e, et de la norme associée. Soit ¢ une forme linéaire non
nulle sur R”; soit f : x € R — @(x)e 121",

Déterminer les extremums de f.

Probabilités

113. Une personne P; recoit un signe + ou —. Elle le transmet & P», qui le transmet & Ps, et ainsi de
suite jusqu’a une personne P, n > 3. A chaque transmission, le signe a une probabilité p € ]0, 1[ d’étre
inchangé, et ¢ = 1 — p d’étre inversé.

La personne P; recoit le signe + ; sachant que P, a regu le signe 4, quelle est la probabilité que P; ait
transmis son signe sans le changer ?

114. Une urne contient initialement b > 0 boules blanches et r > 0 boules rouges. On effectue une infinité
de tirages successifs dans cette urne; aprés chaque tirage, on remet la boule tirée dans 'urne, ainsi que
¢ > 0 boules de la méme couleur que la boule tirée.

a. Soit n € N*; soit X,, la variable donnant le nombre total de boules rouges tirées au cours des n
premiers tirages. Donner la loi de X,.

b. Déterminer la limite de P(X,, = 0) quand n tend vers +oco. Quelle est la probabilité de ne jamais
obtenir de boule rouge ?

c. Soit Y la variable donnant le rang d’apparition de la premiére boule rouge. Déterminer la loi de Y ;
cette variable admet-elle une espérance ?

. 3 BE +~*
115. Soit (o, 8,7) € R®. Pour tout k € N, on pose pr=a| ——— ).

k!

a. Pour quelles valeurs de (a, 8,7) peut-il exister une variable aléatoire X, a valeurs dans N, telle que
P(X = k) = py pour tout k € N?

b. Dans ce cas, X peut-elle suivre une loi de Poisson ?

116. Un démarcheur appelle r clients. A chaque appel, la probabilité que la personne appelée réponde est
p €10, 1[. Il recommence ensuite en appelant les clients qui n’ont pas répondu, etc.
Soit X la variable donnant le nombre d’appels nécessaire pour contacter tous les clients. Déterminer la
fonction génératrice de X, son espérance et sa variance.

117. Soit o € R’. Un restaurant contient une infinité de tables, chacune ayant une infinité de places. Le
premier client qui arrive choisit une table au hasard. Pour n € N, le (n+ 1)-éme client arrivé choisit une
table indépendamment des clients précédents : il s’assoit & une table déja occupée avec une probabilité
n/(n+ a), et & une table vide avec la probabilité o/(n + ).

Soit A, la variable aléatoire donnant le nombre de tables occupées une fois que n clients sont installés.
Pour (n, k) € (N*)?, on pose p, = P(A, = k).

a. Soit n € N*. Calculer p, ;. Pour k € N*, exprimer p,, 11, en fonction de py 1 et pp 1.

<10 >
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b. Exprimer A,, comme une somme de variables de Bernoulli.

c. Calculer I'espérance et la variance de A,,. Déterminer un équivalent de E(A,) quand n tend vers
+00, et montrer que V(A,,) a le méme équivalent.

118. Soient X et y deux variables aléatoires a valeurs dans N* telles que X <Y, P(y = n) > 0 pour tout
neN et YneN* Vke[l,n] P(X=kKkY=n)=1/n. Soit Z=Y — X + 1.
a. Comparer les lois de X et Z.
b. i. On suppose que X suit une loi géométrique. Montrer que X et Z sont indépendantes.

ii. On suppose réciproquement que X et Z sont indépendantes ; montrer que X suit une loi géomé-
trique.
c. On suppose que Y a une espérance finie. Montrer qu’il en est de méme pour X, et exprimer F(X)
en fonction de E(Y).

119. Soit n € N*. Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans [1,n], indépendantes et suivant
la méme loi. On suppose que X + Y suit la méme loi que 2X. Montrer que X est presque sirement
constante.

<11 >
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Indications

1. Si m est le ppcm des cardinaux de G et H, alors (g,h)™ = (eg,en) pour tout g € G et tout h € H,
donc G x H ne peut étre cyclique si m # Card(G x H).

2. Cela revient & dire que n'® = n modulo 2, 3 et 7.

3. Etudier le nombre de facteurs 2 au dénominateur de n/¢(n).

4. Former un polyndéme dont les racines sont les facteurs du produit, et utiliser les relations entre coefficients
et racines.

5. Ecrire P(2) — 1 = az7Q(z) avec Q(0) = 1, et choisir z tel que az? € R*.

6. d — n(z) n’est différent de 0 que si I’équation P(xz) = z a une racine multiple a, donc seulement si
z = P(a), ou a est une racine de P’. Relier alors d — n(z) et ordre de la racine a dans P’ (ou des racines
8l existe plusieurs tels a).

7. b. C’est le numérateur de la dérivée de P’/ P ; décomposer P’/ P en éléments simples. c. En utilisant
le b en 0, on majore agas ; puis utiliser a.

8. Ce sont la matrice nulle et les matrices inversibles.

9. a. On doit trouver AA = nl,. b. Le déterminant est un Vandermonde.

10. a. Montrer que les racines de P’ ne sont pas racines de P. b. Ecrire la derniére colonne comme
somme d’une colonne de 1 et d’une autre colonne pour obtenir une relation de récurrence. On obtient une
expression qui peut s’exprimer 4 l'aide des coefficients du polynome.

11. a. Récurrence sur n; diviser par e*'” puis dériver. b. Récurrence sur n : considérer le déterminant
comme fonction de 3,, et développer par rapport & la derniére colonne.

12. a. Prendre pour h une projection sur Im f.

13. a. Si # # O est dans F, il existe k tel que u*(z) € Keru \ {0g}. b. Formule du rang appliquée a
u|p. c. Calculer dimIm u” en utilisant b. d. Si F' est stable de dimension k, utiliser b pour montrer
que F C Keru”.

14. b. Ecrire A = PJ,Q, et décomposer ®4 4 en utilisant a.

15. Noter que, si ¢ # j, alors Ej; est semblable & F;;, et E;; + E;; est semblable & Ej;.

0 0). Pour le

16. Pour les deux questions, montrer que, si A2 = 0 et rg A = r, alors A est semblable & ( I 0
,

dénombrement, noter que Im A C Ker A implique une condition sur le rang.
17. a. Si g9 € G, noter que h — g o h doit réaliser une bijection de G dans lui-méme; en déduire

successivement que Idg, puis g, 1, appartiennent a G. b. Commencer par montrer g o p = p pour tout
g €q.
18. a. Si X € Ker A, considérer k tel que || soit maximal. b. Montrer que les valeurs propres réelles

de A sont strictement positives.
19. Montrer que le polynéme X3 — X — 1 a une seule racine réelle, qui est positive.

A A2
que A, tend vers +oo, puis justifier successivement A, ~n/21ln A, et In A, ~Inn.
21. a. Ecrire les matrices des endomorphismes associés, dans une base adaptée & une décomposition de la
forme E' = Ker A @ F'; noter que Ker A est en particulier stable par M. b. Passer aux transposées.
22. Etudier les images de E 2, Ea 1 et Ey o+ Fo 1 dans le cas n = 2; adapter dans le cas général.

TN . I, O . ) .
23. a. Multiplier & droite par < 214 I ) . b. Dans la matrice donnée en a, remplacer le premier bloc par
- n

\N" 1
20. a. On trouve (A—1)" —\""2, b. Réécrire ’équation sous la forme |1 — ) = —. c. Montrer

A, puis multiplier 4 gauche par la bonne matrice. c. Noter que M M est la matrice conjuguée de M M.

24. Si z est un vecteur propre de v ou associé & A # 0, montrer que u(z) est vecteur propre de uov (penser

a veérifier u(z) # 0); pour A = 0, examiner les déterminants des matrices. Si dim E # dim F, prendre pour
1,

matrices (In 0) et 61 .
25. a. Pour le noyau, noter que AANB =X —1; poser A= (X —1)A;, B=(X —1)B;, avec A; A B; = 1.
L’image est alors clairement incluse dans I’ensemble des multiples de X — 1. b. Pour qu’il existe P €

C,—1[X] non nul tel que (A — X\)P = @B, il faut que A — X et B aient une racine commune.

26. b. Appliquer la formule de Taylor pour les polynémes; on obtient ax = 1 pour tout k. d. Sif
commute avec L, il commute avec L=t : P+ P — P’ donc commute avec D. En étudiant les images des
X*, montrer que f est de la forme > A\ D*.

27. Montrer que P(f) o hy = hy o P(g) pour tout polynéme P.
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28. a. C’est un groupe pour la multiplication. b. Le spectre de M doit étre stable par x — Ax. d.
Montrer que M est semblable & la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux situés immédiatement
au-dessus de la diagonale principale, qui valent 1; puis que Gy = C*.

29. Si A € Sp(A), alors P(\) est valeur propre de P(A).

30. a. Un polynome annulateur scindé & racines simples de M? donne un polynéme annulateur de M, ot seul
0 peut étre racine double; la condition est Ker M? = Ker M. b. Mettre X2 + aX sous forme canonique
pour se ramener & la situation précédente.

31. Si A— A~ est diagonalisable, montrer qu’un polynoéme annulateur scindé & racines simples de A — A~}
fournit un polynéme annulateur scindé a racines simples de A.

32. M est diagonalisable, examiner les parties réelles des valeurs propres.

33. Montrer que X2+ X2 —1 a une racine réelle non rationnelle et deux racines complexes conjuguées ; pour
que la somme des valeurs propres soit rationnelle, il faut que les trois racines soient valeurs propres de méme

00 1
ordre, donc que n soit multiple de 3. Pour la réciproque, commencer par noter que [1 0 0 | (matrice
01 -1

compagnon du polynéme X3 + X2 — 1) est solution.

34. a. Poser A = XPB, noter que X? A B = 1, prouver que Imu? = Ker B(u). b. Pour j < p, il existe
x tel que [u/ o B(u)](z) # Og ; pour k < p, en prenant j = k ou p — k suivant les cas, cela donne un vecteur
non nul dans Im u* N Ker u*.

35. Décomposer P’/P en éléments simples, en déduire que (P')? — PP" n’a pas de racines réelles.

36. a. Montrer que, pour tout polynome P, P(A)X = X P(B). c. Si A est valeur propre de ¢, ’équation
o(X) = AX gécrit (A — M,)X = XB, d’ott A est de la forme a — 3, avec « valeur propre de A et 8 de B.
Pour la réciproque, considérer des matrices X de la forme UV, ot U est vecteur propre de A et V vecteur
propre de !B.

37. Commencer par noter que exp(NN) est une somme finie. Si N est d’indice p et X € Ker (exp(N) — In),
commencer par multiplier la relation exp(N)X — X = 0 par NP2,

38. Commencer par le cas A = 1, et utiliser le DL de In(1 + x).

39. b. Noter que, si A est valeur propre de A, alors sin A est valeur propre de sin A; et que sin A est
diagonalisable si A I’est. En déduire que, si A est solution, alors elle est semblable & une matrice de la forme

a 1 . . o ..
( a) ol sina = 1, puis en déduire une contradiction.

0
40. b. Si Zf;ll Aiu; = Op, montrer que I’on peut prendre les \; positifs, puis obtenir une contradiction en
utilisant wu,,. c. Raisonner par récurrence sur n, en partant de wu,1 unitaire et d’une famille obtusangle

dans son orthogonal.

41. a. (cosa)u et (sina)v sont déterminés par les relations de 1’énoncé; il faut vérifier que ce sont deux
vecteurs orthogonaux, et que la somme des carrés de leurs normes vaut 1. b. Poser = \u + pv, puis
cosf = A/\/ A% + 2.

42. c. Déterminer un élément fy de G; G est alors I'ensemble des fy — g, ot g décrit V. On cherche donc
I’élément de V' le plus proche de fj.

43. b. Appliquer Weierstrass & la fonction f o arccos. c. Noter que (e,) est orthonormée, donc que Sy,
est un projeté orthogonal de f; et que P(cost) est une combinaison linéaire des e,,.

44. La matrice de ’endomorphisme dans une bonne base devrait étre orthogonale ; étudier sa trace.

45. a. Montrer que det A = 0 et que l'orthogonal du noyau est stable. b. Décomposer M en somme
d’une symeétrique S et d’une antisymétrique A, et montrer que AS = SA.
46. a. Calculer (A'A)2, en notant que A'A est symétrique & valeurs propres positives. b. Décomposer A

en symétrique + antisymétrique, et utiliser le fait que les symétriques et les antisymétriques sont orthogonales
pour le produit scalaire tr(* PQ).

47. a. Décomposer A sous la forme PD'P et prendre Q = D 'P. b. et c. Interpréter les a;; comme des
produits scalaires de colonnes de Q.

48. a. Prendre le A correspondant 8 A = I,, et montrer qu’il fonctionne pour toute matrice A. b. On
veut en fait majorer (det(*AA))Y/™; c’est inégalité entre moyennes géométrique et arithmétique.

49. Pour I'endomorphisme associé, la condition se traduit par (f(z)|z) = 0 pour tout z.

50. Pagser par la forme réduite d’une matrice orthogonale pour la décomposer en somme d’une symétrique
et d’une antisymétrique.

51. b. Si det f > 0, écrire f+g=ho(Idg+h togoh™!)oh, et montrer que h~* o goh~! est symétrique
& valeurs propres positives. Si det f = 0, prendre f; = f + ¢ldg.
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52. Noter que B = AA = AA.

53. a. Pour la somme, montrer que N(A) = max ||AX]|/||X]| pour X non nul. b. On peut par exemple
montrer que, si A et B commutent, alors elles sont diagonalisables dans une méme base. c. Prendre
B = X 'X ou X est une colonne propre de A.

54. a. Accroissements finis. b. Exprimer t,, comme barycentre & coefficients positifs des taux de variation
entre x,, et a et entre y, et a. c. L’exemple classique de fonction dérivable non C! est z —— x?sin(1/x)
en 0.

55. Déterminer un équivalent de f~1(x) en écrivant que f ( f _1(:13)) = x; utiliser cette méme écriture pour
obtenir le terme suivant du développement.

56. Utiliser la concavité de la racine carrée pour majorer la somme des racines & ’aide de la racine de la
somme.

57. Ecrire  f(c) = f(z) + f'(z)(c — ) + R(c) pour ¢ = a et ¢ = b; soustraire pour obtenir une expression
de f'(z), et utiliser Taylor-Lagrange.

58. a. La condition est ax # 0 pour tout k. b. Il faut en particulier que les rapports N,(X*)/Ny(XF) et
leurs inverses soient bornés.

59. a. Les éléments de .S sont les symétries ; montrer que, pour f proche de Idg, —1 n’est pas valeur propre de

f. b. Si f #Idg et f # —1dg, sa matrice dans une bonne base est (Ié’ OI > ; montrer que (Ié’ é )
—q —q

est la matrice d’un élément de S pour tout choix du bloc A.

60. b. Si M,, € R tend vers M, utiliser des vecteurs propres unitaires des M,, pour montrer que M a une
valeur propre de module 1; puis montrer que la deuxiéme valeur propre est aussi de module 1.

61. a. Pour fermé, construire une suite de fonctions strictement croissantes convergeant vers une fonction
constante. Pour ouvert, si f € I, remplacer f par une fonction constante sur un petit intervalle. b. S est
fermé : si f,, € S — f et ¢ € [0, 1], prendre une suite d’antécédents de ¢ et en extraire une suite convergente.
Le reste est faux : pour B non fermé, procéder comme pour I, mais avec une limite constante sur [a, d] ou
d <b.

62. a. Valeurs intermédiaires pour existence, accroissements finis pour 'unicité. b. Pour l’existence,
montrer que f est continue et introduire le minimum de = — || f(x) — || c. Choisir a € C, et utiliser
les fonctions f,, :  — [a+ (n — 1) f(x)] /n en justifiant qu’elles prennent leurs valeurs dans C.

63. b. Discuter suivant que Ker ¢ contienne ou non un vecteur xg ¢ Ker ¢, en notant que Ker ¢ est un
sous-espace de E. c. Si Ker ¢ est fermé, o est continue en O par caractérisation séquentielle.

64. a. La boule unité fermée est compacte. Pour ||u(x)]|, utiliser le vecteur z/||z||. c. Pour le sens difficile,
utiliser une base de E.

65. a. Etudier les fonctions coefficients. b. Pour le sens direct, si (A,) est une suite de matrices de S(A),
elles ont toutes méme polynéme minimal et méme polyndme caractéristique que A. Pour le reste, noter
que, si T" est une matrice triangulaire supérieure, on peut trouver des matrices semblables avec des coefficients
au-dessus de la diagonale arbitrairement grands ou arbitrairement petits, en utilisant des matrices de passage
diagonales bien choisies.

66. b. Noter que l'intervalle [1/3,1] est stable par la fonction d’itération. Commencer par étudier le cas
ug > 1. c. Noter que, si u, € |1 —e,1[ avec € assez petit, alors u, 1 < u,; montrer qu’alors il existe
p>ntel que u, <1 —e.

67. On peut par exemple commencer par majorer u,, par une suite du type A\/n.

68. Montrer que e“»+1 — e¢%n tend vers 1; pousser le développement de cette expression un cran plus loin
pour obtenir le deuxiéme terme.

69. a. Réécrire I’équation sous la forme (Inz)/x = 1/n. b. Montrer que u,, tend vers 1, poser u,, = 1+¢,
et remplacer dans 1’égalité Inu,, = u, /n, répéter le procédé pour le terme suivant. Pour v, montrer qu’elle
tend vers +00; en passant au logarithme dans la relation (R) : v, = nlnwv,, on en déduit que Inv, ~ Inn.
En remplacant Inv,, par (Inn)(1 +¢,) dans (R), on en déduit un équivalent de v,,. Répéter pour obtenir le
terme suivant.

70. Utiliser le théoréme de Rolle pour situer les racines de P/. De I’équation P/ (r,,) = 0, on déduit la relation

1 1 1
=7 + E B ; en déduire successivement que 1/r, tend vers +oo, puis est équivalent a lnn.
—Tn —Tn
k=2

Tn

71. Pour a < 1, encadrer [Inn], et noter que a™" = n'*?,

72. Minorer le module de la somme des u,, quand n varie de e? a ePT! — 1.
73. Introduire v, = u, /2", montrer que v,41 < (1 + 1/4n?)v, pour n > 1, en déduire que v, converge vers
C > 0 en passant au logarithme.
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74. b. Exprimer Ss,_1 en fonction de termes de la suite (H,) des sommes partielles de la série harmonique.
Pour les restes, commencer par déterminer un équivalent de Rg,_1.

75. b. Etudier la convergence de Y (b, 41 —b,,) ; utiliser la concavité de t — ¢” pour prouver qu’elle vérifie les
hypothéses du TSSA. c. En utilisant la relation "naturelle" entre a,, et a,11, on obtient une expression
de a,, en fonction de b,,, qui permet d’obtenir un développement asymptotique.

76. a. Poser u = nt2. Montrer que I'intégrale I = [," (cosu/y/u) du converge a 'aide d’une intégration par

FFUT ot en utilisant le TSSA.
(ED"sinn 4 ide
n

parties ; montrer qu’elle est strictement positive en la décomposant en jk(
"™ cosu sinn

1
.P du=1—— —_—
c. Prouver /0 T U \/EJFO(n\/ﬁ
de b.

77. 11 faut bien choisir la primitive dans I'intégration par parties ; puis noter que (vt —1)/(t — 1) se simplifie.
78. Justifier existence de A et B tels que [thu — u| < Alu|® et |e* — 1| < Blu| pour u assez proche de 0.

) ;  étudier les sommes partielles de Z

79. a. Dans lintégrale sur [1,z], écrire e’ = (22’756”2)/(2it), puis intégrer par parties pour justifier la
convergence de l'intégrale. b. Pour I’équivalence, majorer 1/t*> dans I'intégrale par 1/z2.

80. b. Pour F, écrire ¢!” = (2te’”)/2t et intégrer par parties, en utilisant Iintégration des relations de
comparaison pour prouver que I’intégrale obtenue est négligeable devant F(x). En notant G(x) ’équivalent
obtenu, écrire F(x)/G(x) — 1, passer au logarithme et poser z = F~1(y) pour obtenir I’équivalent de F'~*.
c. Noter que 0 < (u, — n)e”2 < 1.

81. Poser G(z) = fox f(t)e %ot dt, noter que G est bornée, puis effectuer une intégration par parties dans
Vintégrale [ f(t)e™*! dt.

82. b. I faut noter que ¢'(z) = Asin® /22 c. Pour la limite en 0, noter que (sint)/t> — (1/t) est bornée
au voisinage de 0.

83. a. Poser t = su pour se ramener & une intégrale fonction de sa borne supérieure. c. Utiliser l'inté-
gration des relations de comparaison pour obtenir un équivalent de I(1/x).

84. Utiliser Cauchy-Schwarz pour les intégrales, pour montrer 'existence de A tel que |f(y) — f(z)| <
|y = x| pour tout (x,y). Raisonner ensuite par ’absurde en montrant que, si f ne tend pas vers 0, on peut

2
trouver € > 0 et une suite (x,) de limite +o00, tels que f;”"% |f| = €3 pour tout n.
85. Intégrer par parties en dérivant I’exponentielle, et décomposer In(1 4+ nt) en Inn + In(t + 1/n).
grer par p p ) p
86. b. Pour p € N, montrer que [; t(st(j;) dt = Lo gy %f;ﬁn 20 gt, puis que le deuxieme terme

tend vers 0 quand p tend vers +oc. c. Utiliser Stirling pour f(n), en écrivant 1’équivalent sous la forme
V2mn(1 + &,). Pour f(x), encadrer x & l'aide de |z].

—bt be —t

de—at _¢ e bd ot
87. Commencer par calculer F'(x). Pour F(0), établir / — dt = - dt — / - dt.
C

88. b. Je ne sais pas si ¢’est attendu par ’examinateur, mais on peut montrer qfice 71(1/2) = 0 (changements
u = /t puis v = 1/u, un classique). c. Découper en fol +f1+oo. Au voisinage de 0, fol est bornée;
comparer froo a lintégrale f1+°° t~(142) dt. Le raisonnement est analogue en 1, en inversant les roles des
deux intégrales.

+00 2
1 0
89. b. En 0, comparer & une intégrale. En +o00, ’équivalent est n E 2w ;  étudier la différence avec
n
n=1

S(t) pour le justifier.

90. b. L’équivalent est le premier terme de la somme ; prouver que la somme des autres termes a une limite

finie en 0. c. Astuce : calculer f(¢)+ f(t+1), et noter que f est décroissante ; on en déduit un encadrement

de f(t).

91. a. Pour ¢t = 1, comparer & une intégrale. c. En 400, ’équivalent est le premier terme ; prouver que
“+o0

la somme des autres termes est négligeable devant 27, En 1, comparer f(a) & / g commencer par

n
poser u = Int dans I'intégrale, puis v = (a—1)u permet de sortir a de U'intégrale. Utiliser ensuite 'intégration
des relations de comparaison.

92. b. Pour la continuité de f, commencer par prouver la continuité de In f sur | — 1, 1[; utiliser f(z) =
(1 — qz) f(gz) pour étendre & des intervalles plus grands. c. Trouver une série entiére dont la somme S
vérifie les conditions du b.

93. a. Considérer la série définissant 4f(¢) —t2.  b. En dérivant deux fois 4f(t) — t2, on retombe sur une

fonction proportionnelle & f. Résoudre ’équation différentielle; pour déterminer les constantes, noter que
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f'(0) =0 et fow f=0. c. Bricoler 'expression de 2t — f’(t) pour faire apparaitre g(t) et 'expression de
t donnée par 1’énoncé.

94. b. Si Ry > 1, alors Y a, converge. c. Prendre a, = r" et a, = ™ + 7/2 : 'un au moins des deux
sin a,, ne tend pas vers 0, donc Ry = 1.

95. a. Si 1/|z| < R,, que peut-on dire de la suite (2"/a,)? Prendre des suites (a,) avec des formules
différentes pour ag, et aszp41, pour montrer qu’on ne peut prouver qu’une inégalité entre les rayons. b.
Si |z| < Ry Rp, montrer qu’on peut écrire z = uv avec |u| < R, et |[v| < Ry.

96. a. Décomposer 1/X (X + 1)(2X + 1) en éléments simples. b. Montrer que la fonction somme est
continue sur le segment [—1, 1].

97. Dériver, et regrouper les termes par 4 pour exploiter la périodicité.

98. a. C’est un produit de Cauchy. b. En utilisant le fait que H,, — lnn est bornée, majorer |f — g|.
c. Pour h(—1), calculer les sommes partielles Sz, a l'aide de factorielles et utiliser I’équivalent de Stirling.
Pour I'équivalence, justifier la continuité de h en —1.

99. a. De a, = A,, — A,,_1, on tire R, > 1. Si R, > 1, alors > a, converge, contradiction. b. Noter
que > A,x" est un produit de Cauchy : on veut donc la limite de (1 — z)2_ A,2". Ecrire A,, = n(1 + a;,)
ou a,, —> 0; pour € > 0 fixé, montrer que {Zna”x"‘ < &)Y nz"™ pour x assez proche de 1, en coupant la
somme en deux et en notant que > na”™ — +oo en 17. On en déduit > A,z™ ~ > nax™ en 1-.

100. b. Montrer que les fonctions de E sont C°°. On peut majorer les modules des dérivées successives sur
un intervalle [—b, b], ce qui permet d’utiliser Taylor-Lagrange.

101. La relation f(x)—sinx = f(qz) permet d’exprimer les coefficients de ’éventuelle série entiére en fonction
de ceux de la série entiére de sin. Réciproquement, montrer que la somme de la série entiére obtenue vérifie
S(z) —sinx = S(qz), en déduire que S = f.

102. b. On a trouvé en a un plan de solutions : on a donc toutes les solutions sur R% et sur R* . Pour raccorder
en 0 deux telles solutions, on est obligé de prendre les mémes deux premiers coefficients dans la série entiére,
donc la méme série sur R* et sur R* .

103. Commencer par noter que I’équation homogéne a une solution évidente. Le changement de variable
u = 1/x simplifie ensuite les calculs.

104. Montrer que I'ensemble des solutions vérifiant y(0) = 0 est une droite vectorielle, et que la fonction y; :
t — yo(t + 1) appartient a cette droite.

105. Si (y1,y2) est un tel systéme, on obtient deux expressions de y} (t) en écrivant que 1’équation est vérifiée
par y; en t et en —t; cela fournit deux équations portant sur a(t) + a(—t) et b(t) — b(—t). En notant que le
wronskien de (y1,y2) ne s’annule pas, on en tire a impaire et b paire. Réciproquement, si cette condition est
vérifiée, montrer que la solution y; définie par y;(0) = 1 et y;(0) = 0 est paire, en montrant que ¢ — yq (—t)
est solution du méme probléme de Cauchy.

106. Soit y; la solution de I’équation homogéne associée vérifiant y1(0) = 0 et y;(0) = 1. Montrer que
y1(1) # 0; on pourra par exemple raisonner par l'absurde, en examinant to = inf{t € [0,1]|y:1(¢) = 0}.
Montrer que l’on peut compléter en un systéme fondamental pour (Ep) avec une fonction yo telle que

107. Résoudre (E) par variation des constantes; les hypothéses permettent ensuite de dire que f est bornée
de signe constant sur un intervalle [4, +00].

108. b. Il n’y a de probléme qu’au voisinage des points de A ; mais f est la somme d’une série entiére en xy
au voisinage de ces points.

109. a. Utiliser [2zy| < 22 + ¢2. b. Noter qu’il n’y a pas d’extremum local en (0,0). Passer en polaires :
f(z,y) est de la forme g(r)h(6), donc est localement minimale quand g est localement minimale et h locale-
ment maximale, car alors g est négative et h positive.

110. Introduire la fonction ¢ : R — R, t — h(at, bt).

111. b. On arrive a 2v(dg/dv) = Ag, qui se résout comme 2ty" = Ay, sauf que la "constante" dépend de wu.

112. Introduire u tel que p(x) = (u]z) pour tout x. En décomposant chaque vecteur x sous la forme x =
2o + Au, ot 79 € ut, f(z) se met sous la forme g(\)h(zg) avec h > 0.

113. Pour calculer la probabilité a qu’il y ait un nombre pair d’erreurs, introduire la probabilité 5 qu’il y en
ait un nombre impair et trouver deux relations entre ces deux nombres.

114. a. Noter que, a k fixé, tous les tirages donnant k boules rouges ont la méme probabilité. b. Avec
an, = P(X, = 0), étudier la convergence de la série Y (Ina,+1 — Inay,). c. Avec b, = P(Y = n), il faut
ici un développement asymptotique de Inb,,+; — Inb,, assez poussé pour en déduire un équivalent de b,, ou
au moing un ordre de grandeur précis.

115. a. Ne pas oublier que les py doivent étre positifs. b. L’espérance donne la seule valeur possible de
A ; examiner ensuite py/p; par exemple.
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116. Commencer par étudier la variable X; donnant le nombre d’appels nécessaire pour contacter le client
numéro k.

117. b. Utiliser la relation de récurrence trouvée en a. pour déterminer la fonction génératrice de A,,, qui est
un produit de fonctions affines, donc de fonctions génératrices de variables de Bernoulli.

118. a. Exprimer P(X = k) sous forme d’une somme en fonction de Y, et montrer que P(Z = k) a la méme

expression. b.i. Déterminer la loi de Y en notant que P(Y = n) s’exprime simplement en fonction de
P(X =n)et P(X =n+1); noter ensuite que P((X = j)N(Z =k)) = P((X =j)N(Y =j+k—1)).  b.ii.
Utiliser les remarques précédentes pour exprimer de deux maniéres P((X = j) N (Z =1)).  c. Utiliser
E(X + 7).

119. Etudier V(X +Y).
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