MP 2023-202/ EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 02/10/2023 (Algebre linéaire)

Ex 1 : Soit a € R. Pour tout i € [0,n], on note P; = (X — a)".

1. Montrer que (P, ..., P,) est une base de R,,[X].
2. Soit f: P— (X —a)(P'(X)— P'(a)) —2(P(X) — P(a)). Montrer que f est un endomorphisme
de R, [X]. Trouver son noyau et son image.
Correction :
1. (P, ..., P,) est une famille de degré échelonné, c’est donc une famille libre de R, [X].
Or card(Py, ..., P,) = n+ 1 = dim(R,[X]), alors (F, ..., P,) est une base de R, [X].
2. Supposons d’abord n > 2.

Ona f(F) = f(1) =0, puis f(P) = (X —a)(1-1) = 2(X —a) = —2(X —a) et pourze[[ )
ona f(P)=(X—-a)(i(X—a)" —i(a—a)"") =2((X —a)' = (a—a)') = i(X —a)' —2(X a) =
(i —2)(X —a)" (bien noter que 0! =0, car i — 1 > 1).

Comme (P, ..., P,) est une base de R,,[X], alors Im (f) = vect(f(PO),f(Pl), (P, ,f( 3), ey [ (P
vect(0, —2(X —a), 0, (X —a)?, ..., (n—2)(X —a)") = vect((X —a), (X —a)? (X —a)*,..., (X —a)"
vect(Pl, P3Py, ..., Pn).

Im (f) = vect(Py, Ps, Py, ..., Py)

Ainsi on arg (f) =n+1—2, car (P, Ps, Py, ..., P,) est libre (de degré échelonné), puis grace au
théoreme du rang, on a dim(Ker (f)) = dim(R,[X]) —rg(f) =n+1—-(n—1) =2.

Or f(Ry) = f(Py) = 0, puis (P, P2) est une famille libre de Ker (f) (de degré échelonné) et
dim(Ker (f)) = 2, alors (P, P») est une base de Ker (f), donc :

Ker (f) = vect( Py, P,)

Pour n =1, on a f(FPy) =0et f(P) = —2(X — a), avec Im (f) = vect((X — a)) = vect(P;) et
Ker (f) = vect(F), par les mémes raisonnements.

Pour n = 0, alors pour P € Ky[X], le polynéme P est constant, puis f(P) =0, donc f = 0.

Ex 2 : Soient F et F' deux espaces vectoriels, u € Z(E, F) et v € Z(F, E) tels que uov = Idp.

1. Montrer que Keru @ Imv = E.

2. Montrer que v o u est la projection sur Im v parallelement a Ker u.
Correction :

1. Montrons que : Vo € E,3!(a,b) € Keru x Imv,z = a + .

Soit x € E.
Analyse : Soit (a,b) € Keru x Imv une éventuelle solution.
On axz =a+b. Il existe c € E tel que b = v(c¢). On a donc : x = a + v(c), puis :
u(z) = u(a) +uv(c) =0+c=c,carona:uov =Idp.
Ainsi b = vu(z), puis a = = — vu(x).
Examen : On pose b = vu(z), puis a = z — vu(z).

e a+b=u.

o b=v(u(z)) € Im (u).

o u(a) =u(x) — \uij_/u(a:) = u(x) —u(x) =0, donc : a est dans Ker (u).

—Idp



On a donc

’Keru@lmv =F

2. Grace a la question précédente, la décomposition de z dans Ker u®Imv est x = (x — vu(x)) + vu(x).
(w) (w)
eKer (u €lm (u

Ainsi vu(z) est la composante de = sur Im (u), ainsi v o u est la projection sur Im v parallelement & Ker u.

Fin de la correction des exercices de TD
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Ex 3 : Soient (a,) et (b,) deux suites a termes positifs telles que it _ 142 4 (—) et =L —
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1. Justifier 'existence d'un entier N tel que : Vn > N,

2. En déduire que a, = O(b,).
3. En déduire que si A < —1, alors Zan converge et si A > —1, alors Z a, diverge (on pourra
choisir b, = 1/n?).

ATTENTION il y avait une erreur d’énoncé dans la troisieme question.
Correction :

1. Fait en TD
2. Fait en TD

by 1)-° 1\ ~°
3. Onpose b, = 1/n” on choisira plus tard un 8 adéquat. On a : o (n+1) = <n i )
n

by, n=>~
-8
(1—|—l) zl—é—l—o(l).
n n n

e SiA<—1: On veut 3 tel que f > 1et = > A, soit 1 < § < —\ (cela est possible, car
1—A
—A > 1). On pose donc = —
Ona f > 1et —F > A. En utilisant la deuxieme question on a : a,, = O(b,,). Par comparaison

de séries a termes positifs, comme g b, converge, alors

E a, converge

e SiA>—1: On veut 3 tel que f < 1 et —f8 < A, soit =\ < [ < 1 (cela est possible, car
1—A
—A < 1). On pose donc = —
On a 8 <1et —0 < A. En échangeant les roles de a,, et b,, on a grace la deuxieme question

on a : b, = O(a,). Par comparaison de séries a termes positifs, comme g b, diverge, alors

Z a, diverge

(Inn)?

Ex 4 : Etude de la CV de Zun, avec U, = (1 — > . Cest le cas o = 1 de l'exercice 13

numéro 20..



nn)P In )*B (lnn)B
- min(1- 0205 ) (e fnm)? 5
Correction : Ona:u, =€ =e = ¢~ (07) +o((lnn)?).

1 1 1
Premier cas : § < 1.0Ona: — = —x— = e~ Hnm) o((nm?) In(n)+(Inn)’+o ((Inn)’) =
nu, n u,

—In(n) [1 = (Inn)’' + o ((Inn)’")]. De plus lim (Inn)°~' = 0. On a donc :
n—-+00

lim —In(n) [1 — (Inn)’ ' + 0 ((nn)’')] = —oco, puis lim

n——+o0 n—4o0o nuy
comparaison de séries a termes positifs,

1
=0 et donc : — = o(u,), puis par
n

Z u, diverge

Deuxieme cas : § > 1

2
On anu, = M= +o((nn)) o). 21n(n)—(Inn)’+o ((Inn)*) = (In(n))” TOLER 1+ o0(1)].
1
. o . _ 8 8] — . . 2 _ .
Or n1—1>I—|I-100 In(n)) 0, donc nl_l)I}_loo [2In(n) — (Inn)” + o ((Inn)?)] = 0, puis nl_l&loon Up, 00, puis

1
Uy = O <—2) Ainsi
n

Troisieme cas : f =10Ona: u, =€ (nn) Comme on ne peut pas passer aux équivalents dans les
exponentielles, il faut aller plus loin dans le développement asymptotique.

E u, converge

—Inn+o

Inn (lnn)2 (In n)2 (lnn)2 (lnn)2 (lnn)2 (lnn)2
_Inn n(———72+0(72)) —Inn——="—+o( —*— o ———+o| ——
Uy, = erin(1=52) = "\ T " =e " ") =e e " " /. Comme
Inn)? Inn)?
lim [u +o0 u = 0, par croissance comparée, alors par composition de limites,
n—+00 n n
2 2 2 2
. 7(1n:)*+0((1n:) ) —Ilnn 7(1n:) +0((1n:) ) —Inn 1 : At )
lim e =1,donce e ~ e = —. Par comparaison de séries a
n—-+4o0o n—-4o0o n

termes positifs,

Z u, diverge




