Résumé du chapitre 4 : Révisions et compléments d’algebre linéaire

MP Chaptal

1 Espaces vectoriels, applications linéaires et sous-espaces vectoriels

1.1 Sous-espaces vectoriels

Les espaces vectoriels connus sont : K", M,, ,(K), K[X], K", F(I,K).

1.1.1 Meéthodes pour montrer que ’on a un sous-espace vectoriel

Définition 1.1.1 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels) Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et
F C E. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

OpeF et (C): Ve,ye F,VA€K \x+y€F.

De plus F' hérite de la structure d’espace vectoriel de E.

Proposition 1.1.1 (Noyau et Image) Soit f : E — F une application linéaire.
1. Im(f) ={f(z), x € E} est un sous-espace vectoriel de F.
2. Ker (f) ={x € E, f(x) =0} est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 1.1.1 F ={P € K[X], P(0) = P(1) = P'(2) = 0} est un sous-espace vectoriel de K[X]

Définition 1.1.2 (Sous-espace vectoriel engendré par une famille) Si (e;);c; une famille de E, alors :

vect((e;)ier) = {Z Xie;/Vi € I, \; € K}, avec dans la somme un nombre fini de termes non nuls.
i€l

Exemple 1.1.2 An(K) = vect ((Ez — Eji)1§i<j§n) et Sn<K) = vect (((El — Eji)1§i<j§n7 (Eu)lgzgn))

1.1.2 Sommes d’espaces vectoriels

Définition 1.1.3 (Somme de sous-espaces vectoriels) Soient E un K-espace vectoriel et Ey, . .., E, des

p
sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme des E; que [’on note Z E; l’ensemble
i=1

p
E+ ... +Ep = ZEl = {Il + Ty + ... + Ty, Vi € [[l,p]], x; € Ez}
=1

qui est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 1.1.4 (Somme directe) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ei, ..., E, des sous-espaces

p p
vectoriels de E. La somme Z E; est directe si pour tout x € Z E;, Uécriture sous la forme

i=1 i=1
p

T = g x;, avec les x; dans E; est unique, ce qui est équivalent a :

i=1
Vx € iEZ-, A(zy,...,zp) € ﬁEi, T = imi.
i=1

i=1 i=1

P
La somme est alors notée ZE, = @ E;.

i=1 1<i<p



p
Proposition 1.1.2 (Base adaptée a F = @ E;) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ey, ..., E, des
i=1

p
sous-espaces vectoriels de E tels que : E = @EZ Soit i € [1,p] et B; une base de E;. Alors la
i=1

famille B = (By, ..., B,) obtenue en juztaposant les B; est une base de E. Cette base est dite adaptée
p

o E=PE.
i=1

Proposition 1.1.3 (Somme directe de deux sous-espaces vectoriels) La somme E' + E" est direct si
et seulement si E' N E" = {0}.

Remarque 1.1.1 Attention, cela n’est valable que pour deux sous-espaces vectoriels.

Définition 1.1.5 (Sous-espaces vectoriels supplémentaires) On dit que E' et E" sont supplémentaires
dans E si : B' @ B" = E.

Exemple 1.1.3 M,,(K) = S,,(K) & M,,(K).

Proposition 1.1.4 (Existence d’un supplémentaire) Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie
et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F posséde au moins un supplémentaire dans E (c’est-a-dire
qu’il existe un sous-espace vectoriel S de E tel que : E=F @ S).

1.1.3 Hyperplans
Soient E un espace K-espace vectoriel. On suppose E # {0g}.

Définition 1.1.6 (Hyperplan) Soit H un sous-espace vectoriel de E. On dit que H est un hyperplan de
E sl existe un forme linéaire ¢ € L(E,K) _non nulle, telle que H = Ker .
Dans ce cas, H = {x € E, p(x) =0}, ce qui définit une équation de ’hyperplan H.

Proposition 1.1.5 (Hyperplans et équations en dimension finie) Soient B = (ey,...,e,) une base de
E. Soit H un sous-espace vectoriel de E. Alors H est un hyperplan de E si et seulement s’il existe un

n-uplet non nul (ay,...,a,) € K" tel que H = {x = inei <) Zaﬂz‘ = 0}-
i=1 i=1

Proposition 1.1.6 (Caractérisation géométrique des hyperplans) Soit H un sous-espace vectoriel de
E. Les propositions suivantes sont équivalences :
e [ est un hyperplan de E.
e H est supplémentaire d’une droite de E, c’est-a-dire il existe une droite vectorielle D telle que
E=H®D.
Dans ce cas, toute droite D' non contenue dans H vérifie : E = H® D’.

Exemple 1.1.4 Soient E = C*(R,R), F ={f € E, f(3) =0} et G ={z — Az, A € R}. F est un
hyperplan en tant que noyau de ¢ : f— f(3) et E=F & G.

Corollaire 1.1.1 (Caractérisation géométrique des hyperplans en dimension finie) Si F est de dimen-
sion n (avec n dans N*), alors les hyperplans sont exactement les sous-espaces vectoriels de dimension
n—1.



1.1.4 Algebres
Définition 1.1.7 (Structure d’algébre) Un ensemble A muni de deux lois de composition interne + :
AxA—Aet x : AxA— A, et dune loi - : K x A— A externe, est une algébre lorsque :

1. (A, +, X) est un anneau.

2. (A, +,-) est un K-espace vectoriel.

3. Les lois x et - sont compatibles : ¥(a,b) € K*, ¥(z,y) € A%, (a-z) x (b-y) = (ab) - (z x y).

On note usuellement (A, 4+, X, -).
Exemple 1.1.5 (K[X],+, x,-), (L(E),+,0,-), (M,(K),+, x,-), (F(X,K),+, x,-).

Définition 1.1.8 (Sous-algeébre) Un ensemble B est une sous-algébre d’une algébre A lorsque B est un
sous-anneau et un sous-espace vectoriel de A.

Exemple 1.1.6 C*(R,R) est une sous-algébre de F(R,R).

1.2 Familles libres, génératrices, bases

Définition 1.2.1 (Famille libre) 1. Une famille(e;);c; de E est dite libre si la combinaison linéaire
nulle s’obtient pour cette famille qu’avec des coefficients nuls, soit :

\V/(Ai)iel € KI, Z)\Zl‘@ =0= (Vl S I, )\1 = O)] .
Licl

2. Une famille (e;)ic; est lie si elle n'est pas libre. Les vecteurs sont linéairement dépendants,
504t :

EI(/\i)iGI € KI, Z)\Zl’Z =0 et (E|Z el, )\ 7é 0)] .

Licl

Exemple 1.2.1 1. Familles de polynomes de degré échelonné.

2. Soit f € L(E) et wg € E tel que fP " (x0) # 0 et fP(xo) = 0. Alors F = (xo, f(x0), ..., fF~(x0))
est libre.

Définition 1.2.2 (Famille génératrice) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On dit que la famille de
vecteurs (e;)icr forme une famille génératrice de F, si : vect((e;)ier) = F. Autrement dit, tout vecteur
de F' s’écrit comme combinaison linéaire finie de x;,, ..., x;, , avec iy, ...,%, dans I et on dit que F est
engendré par la famille (e;)er.

Définition 1.2.3 (Bases) Soit B une famille de E. On dit que B = (e;);c; est une base de E si c’est
une famille libre et génératrice de E.

Ceci est équivalent a dire que tout vecteur v de E s’écrit d’une unique fagon : x = E Ai€;,
iel

avec : Vi € I, \; € K.
(Ai)ier est appelée la famille des coordonnées de x dans la base (€;)icr-

Exemple 1.2.2 1. On pose E =K" et &g = (1,0,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0), ...,&, = (0,0,...,0,1).
La famille (g1, €9, ...,&,) est la base canonique de K".
2. On pose E = M,, ,(K). La famille (E;j)1<i<n (avec E;; la matrice qu’avec des 0 sauf en ligne i
155<p

et colonne j ot l'on a un 1) est la base canonique de M, ,(K).

3. (1,X,X? ..., X™) est la base canonique de K, [X].

Proposition 1.2.1 (Extraction d’une base) Si (z;)1<i<, engendre E et si (x;)ier est libre, avec I un
sous-ensemble de [1,n], alors il existe une partie J telle que : I C J C [1,n] telle que (x;);es soit une
base de E.

En particulier, de toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base.



Proposition 1.2.2 (Théoreme de la base incomplete) Soit (€;)ic[1p) une famille libre de £ de dimen-
sion finie. Alors on peut compléter cette famille en une famille (e;)icpi o) qui est une base de E, avec
n > p.

.....

K-espaces vectoriels et f € L(E, F) et (e;)icr une base de E.
Alors f est bijective (resp. injective, surjective) si et seulement si la famille (f(e;))ier est une base
(resp. une famille libre, génératrice).

Proposition 1.2.4 (Caractérisation d’une application par I’image d’une base) Soit (¢;);c; une base de
E. Pour f et g dans L(E, F) telles que : Yi € I, f(e;) = g(e;). Alors on a : f = g.
Proposition 1.2.5 (Image et famille génératrice) Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et

feL(EF) et (€)icr une famille génératrice de E. Alors on a : Im (f) = vect((f(e;))icr)-

Exemple 1.2.3 On considére l’endomorphisme f qui a tout polynome P de C,[X]| associe le polynome

f(P) = X22_ 1P” — XP' + P. La famille (f(1), f(X?), f(X?), ..., f(X™)) est une base de Im f.

1.3 Dimension

Définition 1.3.1 (Dimension d’un espace vectoriel) Le nombre d’éléments d’une base de E est appelé
dimension de E que l’on note dimg(E) ou dim(F). Par convention dim{0} = 0.

Exemple 1.3.1 dimg(K) = 1, dimg(K") = n, dim(L(E, F) = dim(£) dim(F), dimg(M,, ,(K)) = np.

Proposition 1.3.1 (Cardinal d’une famille libre et génératrice) On suppose E de dimension finie égale
an.

1. Toute famille libre posséde au plus n éléments.

2. Toute famille génératrice de E posséde au moins n éléments.

3. Si une famille F de vecteurs de E possede p vecteurs avec p > n = dim(F), alors F est liée.

4. Si F =wect(fr,..., fp), alors dim(F) < p. On a Uégalité si et seulement si (f1,..., f,) est libre.

Proposition 1.3.2 (Caractérisation des bases) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n avec n
non nul. Soit B une famille finie de E. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. B est une base de E.
2. B est libre et card(B) = n.

3. B est une famille génératrice de E et card(B) = n.

Exemple 1.3.2 (1, (X +1i),...,(X +14)") est une base de C,[X]. Un choiz judicieuzr de base permet de
résoudre des problémes comme la recherche de P € C,[X] tel que P = (X +1i)P".

Proposition 1.3.3 (Dimension d’un produit) Soient (Ey,+,-), (E2,+, ), ..., (E,, +, ) des K-espaces vec-
toriels de dimension respectives ny, ...,n,. Alors Ey X Ey X ... X E, est de dimension finie et

p
dim(Ey x By x .. x E,) = dim(E;)
=1

Proposition 1.3.4 (Sous-espace vectoriel et dimension) 1. Soit E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' est de dimension finie et on a :
dim(F) < dim(E).

2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Si on
a : dim(F) = dim(FE), alors E = F



Exemple 1.3.3 Soient E un espace vectoriel et f € L(E). Il existe kg € N tel que Ker f* = Ker f*+
puis Yk > ko, Ker f* = Ker f*.

Théoréme 1.3.1 (Formule de Grassmann) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie.
Soient E' et E" deux sous-espaces vectoriels de E de dimension finie. Alors E' + E" est de dimension
finie et : dim(E' + E") = dim(E') + dim(E") — dim(E' N E").

Exemple 1.3.4 Soit E un K espace vectoriel de dimension n. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E tels que dim(F') + dim(G) > n, alors : F NG # {0}.

Proposition 1.3.5 (Dimension d’une somme) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ey, . .., E, des sous-
espaces vectoriels de E de dimension finie.

P P
1. On a : dim (Z El> < Zdlm(El)
i=1 i=1

P p P
2. La somme Z E; est directe si et seulement si : dim (Z E,) = Z dim(E;).
i=1

i=1 i=1

Définition 1.3.2 (Rang d’une famille de vecteurs) On appelle rang d’une famille (z;)1<i<, la dimen-
sion de l’espace engendré vect ((x;)1<i<p)-

1.4 Applications linéaires
1.4.1 Généralités

Définition 1.4.1 (Application linéaire) F et F' désignent deux K-espaces vectoriels.
Soit f . E — F une application. On dit que [ est une application linéaire si

V(z,y) € E?, (A p) € K, f(Ax+ py) = Af(z) + nf(y).

Remarque 1.4.1 Soit f : E — F une application linéaire.
1. f(0g) = 0p.

2. Vn € N*,v<l’1, Ce ,In) € En,\VI(Al, ey )\n) € Kn, f (Z )\z;EZ) = Z)\Zf(xl)
i=1 =1

Proposition 1.4.1 (Caractérisation de l’injectivité et de la surjectivité) 1. f est surjective si et
seulement si on a Im (f) = F.

2. f est injective si et seulement si on a : Ker (f) = {0}.

Remarque 1.4.2 1. Ker (vou) D Ker (u).
2. Im (vou) C Im(v).

3. vou=0 si et seulement si Im (u) C Ker (v).

Proposition 1.4.2 (L’application linéaire réciproque) 1. Soient f et h des isomorphismes de E
dans F'.

(a) Alors f~1 est une application linéaire de F dans E.
(b) Si E=F, alors foh estdans GL(E) et : (foh)™  =h 1o f'.

2. f est dans GL(FE) signifie qu’il existe g € L(E) tel que fog= go f = Idg. Dans ce cas, on a :
g=f"

Remarque 1.4.3 Pour f,g € L(E), si fg = gf, alors :

n

L(f+9n=Y (Z) frg*.

k=0



2. =g ==+ "9+ .+ [T +g"T).
Exemple 1.4.1 Pour f € L(E), si f* =0, alors (Idg — f)' = Idg + f + ... + f*".

Définition 1.4.2 (Sous-espace stable) Soient X un sous-ensemble de E et f € L(E). On dit que X
est stable par f si on a : f(X) C X.

Définition 1.4.3 (Endomorphisme induit) Soit G un sous-espace vectoriel de E stable par f avec f

G - G

dans L(E). On définit f { = f@) On dit que f est Uendomorphisme induit par f sur G.

Proposition 1.4.3 (Stabilité et endomorphismes qui commutent) Pour f,g € L(FE) tels que fg = gf,
les espaces Im (f) et Ker (f) sont stables par g.

1.4.2 Applications linéaires en dimension finie

Définition 1.4.4 (Rang d’une application linéaire) £ et F' désignent deux K-espaces vectoriels (de di-
mension finie ou non) et f un élément de L(E, F).
On suppose que Im f est de dimension finie. Dans ce cas, on appelle rang de f, la dimension de Im f.

On note rg(f) = dim(Im f) = dim(f(F)).

Théoréme 1.4.1 (Théoréme du rang) Soit £ un K-ev de dimension finie, F' un K-ev et f une appli-
cation linéaire de E dans F. Alors Im f est de dimension finie et :

dimKer f + dimIm f = rg f + dim Ker f = dim(E).

Exemple 1.4.2 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(F).
On a : Im (f) = Im (f?) & Ker (f) = Ker (f?).

Proposition 1.4.4 (Caractérisation de la bijectivité et dimension) On suppose que
n = dim(E) = dim(F). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective.

2. f est surjective.

3. f est bijective.

4. L’image d’une base de E par f est une base de F.
5

. rg(f) =n.

Exemple 1.4.3 Polynomes interpolateurs de Lagrange : Soit ® : {
avec ay, ..., aprq dans K deux a deux distincts.
1. ® est un isomorphisme.

2. 1l existe une unique famille (L1, ..., Lnpy1) de K, [X] telle que : Vi,j € [1L,n+ 1], Li(a;) = d; ;.
n+1

X -
Ona:VkG[[l,n—i—l]],Lk:”a Zp.
p=1 k— P
pFk

3. (Ly, ..., Lyt1) est une base de K, [X].

Proposition 1.4.5 (Rang et composition par un isomorphisme) La composition par un isomorphisme
ne change pas le rang.



1.4.3 Projecteurs et symetries

Définition 1.4.5 (Projection) E’ et E" désignent deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires
(E' & E" = E).Tout élément x de E s’écrit de fagon unique sous la forme x = 2’ + 2" avec (2',2")
dans E' x E". On appelle la projection sur E' parallélement o E" 'application

' E — K
Py z=d'+2" — 2 -

Ainsi x = p(z) +x — p(x).
~ N——
cE! cE
Proposition 1.4.6 (Propriétés des projections) Soit p la projection sur E' parallélement a E”.

1. Imp=F' et Kerp=E"
Ainsi on a : Imp ® Kerp = FE.

2. x € Im(p) < p(z) = x.
3. p*=p
4. Dans une base adaptée a E' & E" = E, la matrice de p est diag(1,...,1,0,...,0).

Remarque 1.4.4 rg (p) = tr(p).

Définition 1.4.6 (Symétrie) E' et E" désignent deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires
S = F). Tout élément x de E s’écrit de facon unique sous la forme x = x' + 2" avec (', x
(E'® E" = E). Tout élément x de E s’écrit de fag q la f "+ 2 (', 2")

dans E' x E". On appelle la symétrie sur E' parallélement o E" 'application

E — E
s :
r=a2+2" — 2 —2"

Remarque 1.4.5 Soit p la projection sur E' parallélement o E". Alors s = 2p — Idp.

Proposition 1.4.7 (Propriétés des symétries) Soit s la symétrie sur E' parallélement a E". Alors :
1. B'={rxe E/s(x)=x}=Ker(s—Idg) et E" ={x € EF/s(x) = —x} = Ker (s + Idg) .
2. s*(=so0s)=Idg.
3. Dans une base adaptée o E' ® E" = E, la matrice de s est diag(1,...,1,—1,...,—1).

1.5 Application nilpotentes
Définition 1.5.1 (Endomorphisme nilpotent) Soit f € L(E). On dit que f est nilpotente s’il existe
p € N* tel que fP = 0.

Remarque 1.5.1 Soient f,g € L(E) nilpotents. f n’est pas bijective, et si fg = gf, alors fg et f+g
sont nilpotents.

Définition 1.5.2 (Indice de nilpotence) Soit f € L(E). On dit que f est d’indice de nilpotence p si
fP=0et fFt4£0.

Proposition 1.5.1 (Majoration de I'indice de nilpotence) Soit f € L(E) d’indice de nilpotence p.
Alors p < dim(FE). En particulier f4™F) = .



2 Matrices

2.1 Opérations

Définition 2.1.1 (Mulitplication) Soit A = [a;]i<i<r € M, o(K) et
1<5<q
B = [bijli<i<q € Myp(K). On appelle produit matriciel de A par B la matrice de M, ,(K) notée AB
1<j<p

définie par AB = [c;;l1<i<r avec ¢;j = g a; kb ;-

1<j<p

Disposition pratique :
b1 b bip
b1 br. j br.p
bq 1 bq,j bqp
al,l DY al’k PR al,q Cl,l .o .. cl,] o .. Cl7p
aii] - cia o [Gg] o cip

a’]”71 DY aT’J{; o e a7‘7q C'I‘71 DY CT7j . .. C"",p

Exemple 2.1.1 Soit D = diag(\y, ..., \,), avec les \; deux a deuz distincts. Alors M D = DM implique
que M est diagonale.

Remarque 2.1.1 Soient A, B € M, (K) telles que AB = BA. Alors :

1. (A+ By = zp: (i) Ak prF,

k=0
2. AP — BP = (A— B)(A"™ + AP 2B+ ..+ AB* 2 4 Br ).

1 1\"
0 1) = (I,+ N)" =1, + kN.

Proposition 2.1.1 (Multiplication des éléments de la base canonique) Soient
(iaju ka l) S [[17(]]] X [[1771]]2 X [[17]9]] On a E@'jEk:l = 5j,kEi,l-

Définition 2.1.2 (Transposée) Soit A = [Cll'j]1<i<n € M, ,(K). On appelle transposée de A la matrice
<j<p

Exemple 2.1.2 (

de M, »(K) notée AT et définie par AT = [a ZJ]1<Z<p avec a;; = aj;.

ij
1<j<n
Proposition 2.1.2 (Opération et transposition) Soient (A, B) € M, ,(K)? et A € K. Alors on a :
1. (A+B)" = A" + B”. 3. (AT = A.
2. (AA)T = \AT. 4. (AB)T = BTAT.

Définition 2.1.3 (Trace d’une matrice) Soit A = [a;j]1<ij<n € M, (C). On appelle trace de A le sca-

laire tr(A) = Z ai;, qui est la somme des éléments diagonauz de A.
i=1

Exemple 2.1.3 Soit M = [m;|i<ij<n € M (K), alors tr M M) Z Cii = Z Z Il
i=1 k=1
Proposition 2.1.3 (Opérations sur la trace) 1. Pour (A,B) € M,(K)? et (\,u) € K* on a
tr(MA + pB) = Mr(A) + utr(B) (la trace est une forme linéaire de M,,(K)).
2. Pour (A, B) € M,,,(K) x M, ,(K), on a : tr(AB) = tr(BA).
3. Soit A € M,(K). Alors tr(A) = tr(A").

Exemple 2.1.4 Soit C € M,,1(K) et L € My, (K). On pose M = CL et donc : M* = tr(M)M.



2.2 Matrices remarquables

Définition 2.2.1 (Matrices antisymétriques et symétriques) Soit A € M,,(K).
o On dit que A est symétrique si AT = A et on note S, (K) lensemble des matrices symétriques.
Si A = [aijli<ij<n est symétrique, alors : ¥i,j € [1,n], a;ij = aj;.

e On dit que A est antisymétrique si AT = —A et on note A,(K) Iensemble des matrices antisy-
métriques. Si A = [a;j|1<ij<n est antisymétrique, alors : Vi, j € [1,n], a;; = —aj;.
Définition 2.2.2 (Matrices triangulaires) 1. A = aj|i<ij<n € Mn(K) est dite triangulaire supé-
rieure, quand :
a1q * Ce *
L 9 . . . 0 asy ... *
V(i,5) € [1,n]*, j <i=a;; =0, c’est-a-dire A =
0 0 ... aum

On note T,F(K) I’ensemble des matrices triangulaires supérieures a coefficient dans K.

2. A= laijlhi<ij<n € Mu(K) est dite triangulaire inférieure, quand :

aiq 0 O

. 9 . . C . * azp ... 0
V(i,5) € [1,n]*, i <j = a;; =0, c’est-a-dire A =

x % Gnn

On note T, (K) l’ensemble des matrices triangulaires inférieures a coefficient dans K.

Proposition 2.2.1 (Opérations et matrices triangulaires)

aiy * Ce * bn * . * anbn *
0 Ao29 ... * 0 622 Ce * 0 CL22b22
0 0 ... apm 0 0 ... bum 0 0 cer Qunban

Proposition 2.2.2 (Produit par blocs) Soient A € M, ,,, (K), B € M,, ,,(K), C € M,, ,, (K),
D € My, 1, (K), A€ M, 4, (K), B € My, 4,(K), C" € My, 4, (K), D" € M,, 4,(K). Alors on a :

A B A" B\ [ AA +BC' AB + BD'
C D c D) \cA+DC CB +DD

-1 -1 41 -1
Exemple 2.2.1 ( 13 g > = ( AO ADBlD > si A et D sont inversibles.

Définition 2.2.3 (Matrices nilpotentes) Soit A € M,,(K). On dit que A est nilpotente s’il existe p € N*
tel que AP = 0.

Reprendre les définitions et le propriétés pour les endomorphismes nilpotents (somme, produit, indice
de nilpotence,...)

2.3 Rang

Définition 2.3.1 (Rang) Soit A € M,,,(K). On note Cy,...,C, ses vecteurs colonnes et Ly, ..., L, ses
lignes. On pose rg (A) =1g (Ch,...,Cp) =18 (L1, ..., Ly).

012 -+ n—2 2

1 2
Exemple 2.3.1 rg | . 0 |l =2

1 2

Proposition 2.3.1 (Invariance du rang par transposition) Soit A € M,, ,(K). On a :rg(A) = rg(A").



Proposition 2.3.2 (Rang d’une matrice/rang d’une application linéaire) Soient I et I' deuz K-espaces

vectoriels de dimension respective p et n et de base respective U et V. Soit f € L(E,F) telle que
A= Matyy(f). Alors rg(f) =rg(A).

Remarque 2.3.1 Soit A € M, ,(K). Nous avons aussi un théoréme du rang pour les matrices :

dim(Ker (A)) +1g (A) = p.

Pour obtenir le rang d’une matrice, on utilise la méthode du pivot de Gauss, pour obtenir une matrice
échelonnée en ligne ou colonne, en faisant des opérations élémentaires qui laissent invariant le rang :
o i< Li+ALj, ou C; < C; + A\Cj, 1 # j, avec A dans K.
o L+ alL;ouC; + aC; , a € K\ {0}.
° LZ'(—)L]‘OUCZ‘HC]' 7Z7£j

Proposition 2.3.3 (Matrices équivalentes a J,) Soient M € M, ,(K) et r € [0, min{n, p}]. Alors
rg M =1 si et seulement s’il existe deux matrices () € GL,(K) et P € GL,(K) telles que M = QJ,P.

Exemple 2.3.2 rg (61 g) =r1g(A)+rg(B).

Sl ) >

J C [1,p]. La matrice B = (a; j)ic1, jes €st une matrice extraite de A.

Proposition 2.3.4 (Rang et matrices extraites) Soit A € M,, ,(K). Le rang de A est la taille mazimale
des matrices carrées extraites inversibles de A.

2.4 Inversibilité

Définition 2.4.1 (Matrice inversible) Soit A € M,,(K). On dit que A est une matrice inversible s’il
existe B € M, (K) tel que l'on ait : AB = I,, ou BA = I,,. La matrice B est appelée l'inverse de la
matrice A et est notée A”'. L'ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,(K) et on
lappelle groupe linéaire d’ordre n.

Remarque 2.4.1 1. Soit A € M, (K) tel qu’il existe B dans M,, ,(K) ou C dans M, ,(K) non nulles
telles que AB =0 ou CA = 0. Alors A n’est pas inversible.

2. Soit A€ M,(K), P€ GL,(K) etk €N. On a : (PAP™')" = PA*P!.

Proposition 2.4.1 (Opérations sur I'inverse) Soient A, B € GL,(K).
1. (A H 1t =A
2. AB est inversible et (AB)™' = B1A™!
3. AT est inversible et (A7)t = (A™HT.
1

Proposition 2.4.2 (Inverse d’une matrice 2 x 2) Si A € My(K) est inversible, alors A™' = det(A) (
e

d

—C

Proposition 2.4.3 (Caractérisation de 'inversibilité) Soit A € M, (K). Les propositions suivantes
sont équivalentes :
o A est inversible.

e rg(A) =n.
o Ker(A) ={0}.
e det(A) #0.

Exemple 2.4.1 Utilisation du noyau pour A = [a;;|i<ij<n -

Vi€ [Ln], lasl > > layl | = A€ GL,(C).
Jelln]\{i}

—b

a

)



Le calcul de 'ilnverse d’une petite matrice se rait par la méthode du pivot de Gauss a l'aide d’opérations
élémentaires.

Pour déterminer I'inverse d’'une matrice A de taille n X n, on considere le systeme AX = Y avec

hn T
Y2 , T2 .
Y=|"° quelconque fixé dans M, 1(K) et X = | | I'inconnue.
Yn Tn
1 -1 —1
1 1
1
Exemple 2.4.2 [nverser 0 0
1 1

2.5 Matrice d’une famille de vecteurs

Définition 2.5.1 (Matrice d’une famille de vecteurs) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et
U = (ui)1<i<n une base de E. Soit (x;)1<j<, une famille de vecteurs de E.

Ona:Vje|l,p], z; = Z a;ju;, ot a;; est la i-eme coordonnée du vecteur x; dans la base U.
i=1
On appelle matrice de la famille (x;)1<j<p dans la base U la matrice

Jfl ZL'Q ... l‘] DT :L‘p
Uy aip Gz - Gy -0 QAyp
Ug Q21 Q2 -+ Q25 - A2y
Matz,{(l‘l, vy .I'p) = [aij]lgign =
1<j<p . .
U; : : Qij
un anl anQ o anj . e anp

Proposition 2.5.1 (Matrice inversible et base) Soit U une base de E. Soit (xq,...,x,) une famille de
E et on pose A= Maty(z1, ..., ).
Alors (x4, ...,,) est une base de E si et seulement si A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Définition 2.5.2 (Matrice de passage) On note P4 = Maty,(U') la matrice de passage de la base U a
la base U'.

En particulier, nous avons PY = Maty (Idg), car : V¥j € [1,n], ldp(u}) = uj = Z a;ju;.
i=1

Proposition 2.5.2 (Inversibilité de la matrice de passage) La matrice PZZ’, est inversible et
(P~ =Py

Proposition 2.5.3 (Changement de base pour des vecteurs) Soitx dans E. Il existe xy, ..., x, et 2}, ..., 2},
dans K tels que

/

n n x1 T

xr = Za:juj = Zx;ug On pose X = Maty(z) = | : | et X' = Maty(x) =] ¢ |. Alors on a :
=1 =1 , T

X ="P{X



2.6 Matrice d’une application lineaire

Soient E un K-espace vectoriel de dimension p et [’ un K-espace vectoriel de dimension n. Soient
U = (uj)1<j<p une base de E et V = (v;)1<i<, une base de F'. Soit f € L(E, F).

Pour j dans [1,p], on a f(u;) dans F' = vect(vy, ..., v,) et on peut écrire f(u;) = Zaijvi, ol a;; est

i=1
la i-eme coordonnée du vecteur f(u;) dans la base V.

Définition 2.6.1 (Matrice d’une application linéaire) La matrice A = [a;j]1<i<n est la matrice de f

1<j<p
dans les bases U et V et est notée Matyy(f). On a :

flu) fluz)  flug)  f(up)

Ul all a12 . e alj o alp
Vo Q21 Q2 -+ Q25 - Qgp
U; Qi

'Un anl an2 . e anj “ee anp

On note Matyy(f) = Maty(f).

Définition 2.6.2 (Application linéaire canoniquement associée a une matrice) On peut identifier ca-
T

L2
noniquement M, 1(K) avec K", ¢’est-a-dire que l'on identifie la colonne | . | avec le n-uplet (xq, ..., z,).

Mpa(K) = M, (K) "

X s AX s’indentifie canoniquement a une appli-

cation linéaire de L(KP,K"™). On dit que f est l'application linéaire canoniquement associée a A.
Ainsi A est la matrice de f dans les base canoniques de KP et K".

Soit A € M,,,. L’application f : {

11111
012 3 4
Exemple 2.6.1 La matrice de l’endomorphisme P+— P(X +1)est |0 0 1 3 6
00014
00001
Proposition 2.6.1 (Lien entre opérations matricielles et applications linéaires) 1. Pour f et g dans

L(E,F) et X dans K, on a :
Matuy(f + g) = Matuy(f) + M(Ituy(g) et Matu,y(/\f) = )\Matuy(f).
2. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives U = (u;)1<j<p,

V= (0i)i<icn et W = (w))1<j<q-
Soient f € L(E,F), g € L(F,G) et A= Matyy(f) = [ai]i1<i<n et B = Matyw(g) = [bijli<i<q -

1<j<p 1<j<n

Alors BA = Matyw(go f) = [cijlici<q avec ¢;j = Z bikag;.

1<5<p —

Ainsi on a Matyw(go f) = Matyw(g)Matyy(f).

1 0 --- 0
0 0 :
Exemple 2.6.2 Soit M, = | : o 0| € Mu(R), calculer M) en considérant la base cano-
0 1
10 -+ --- 0

nique de [’endomorphisme canoniquement associé.



Proposition 2.6.2 (Matrice inversible et application) Soient E et I' deuzr K-espaces vectoriels de di-
mension finie de bases respectives U = (u;)1<j<p €t V = (V;)1<i<n. Soit f € L(E, F) et on pose
A= Matyy(f) = [ai]i<i<n.

I<j<p
Alors [ est un isomorphisme si et seulement si A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Dans

ce cas : Matyy(f~') = A"

Proposition 2.6.3 (Image d’un vecteur par une application linéaire) Soient E et F' deux
K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives U = (u;)1<j<p €tV = (V;)1<i<n-
Soit f € L(E,F) et on pose A= Matyy(f) = [aij]i<i<n-

155<

<
<j<p ) .

Soient x € E ety € F. Il existe x1,...,x, et Y1, ..., yn dans K tels que x = ijuj ety = Zylvl On
j=1 i=1

X1 1

x
pose X = Maty(x) = ,2 qui est dans M, 1(K) et Y = Maty(y) = y_2 qui est dans M, 1(K).

Tp Yn
Ona:y=f(x)<=Y =AX

Définition 2.6.3 (Image et noyau d’une matrice) Soit A € M, ,(K).
1. On appelle noyau de A qui est noté Ker A lensemble {X € M,1(K), AX = 0} que l'on peut
identifier a un sous-espace vectoriel de KP.
2. On appelle image de A que noté Im (A) Uensemble {AX, X € M,1(K)} (qui est inclus dans
M1 (K)) et que l'on identifie a un sous-espace vectoriel de K".

3. Im (A) est engendré par les colonnes de A (Im (A) = vect(Ch, ..., Cp) avec Cy, ..., C,, les colonnes
de A).

Proposition 2.6.4 (Changement de base pour une application linéaire) Soient F' un K-espace vecto-
riel et V et V' deux bases de F. Soit f € L(E,F) et on pose A = Matyy(f) et A= Maty v (f).

A = Mat(f) = (BY) Matun ()P = (PY)APE = PYAPY.

En particulier si nous avons E = F, en général on choisitU =V etU =V etona: A' = (PY) APY
ou A= P4 A (PY) L

Définition 2.6.4 (Matrices semblables) Soient A, A" € M, (K). On dit que A et A" sont semblables
s’il existe une matrice inversible telle que : A = PA'P™*.

Remarque 2.6.1 Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le meme endo-
morphisme dans des bases différentes.

Exemple 2.6.3 A = <(1) _21) et U = (é 1) sont semblables.

Proposition 2.6.5 (Trace de matrices semblables) Soient A € M, (K) et P € GL,(K). Alors on a :
tr(PAP™Y) = tr(A). Ainsi deuz matrices semblables ont la méme trace.

Définition 2.6.5 (Trace d’un endomorphisme) Soit f € L(E). On note tr(f) que l’on appelle trace de
Uendomorphisme f, le scalaire tr (Maty(f)) qui est indépendant de la base U.

Exemple 2.6.4 Soit n € N*. A tout polynome P de R,[X], on associe le polynome Q défini par :
z+1

Ve € R, Q(z) = P(t)dt. Soit f lapplication qui au polynome P associe le polynome @, alors
tr(f)=n+1.

Définition 2.6.6 (Déterminant d’un endomorphisme) Soit f € L(E) et U une base de E. Le scalaire
det(Maty(f)) = dety(f(U)) est appelé déterminant de f et on le note det(f). Il est indépendant de
la base U chotsie.



2.7 Determinants

Définition 2.7.1 (Déterminant d’une matrice) Soit A = (aij)1<ij<n € M,(K) une matrice carrée. Le
déterminant de A, noté det(A), le scalaire défini par det(A) = Z £(0)as(1),1 " * Qo(n)n-

O'GSn
On note

a1 -+ Qp

det(A) =

Ap1 *++ Qpp

Proposition 2.7.1 (Opérations) Soit A = [Cy,--- ,C,] € M, (K).
1. (Multilinéarité) det([Cy, ..., Ci 1, \Y +pY' Ciy, -+ ,Cp]) =
)\det([Cl, ey Cl',l, Y, Ci+1, ey Cn]) + udet([Cl, Cey Cl',l, Y/, Ci+1, SR Cn]))
2. Soient i, j € [1;n] tels que i # j et X € K. Alors,
det([Ch,...,Cy)) = det([Ch,...,Ci_1,C; + ACj, Citr, ..., Cp]) (un déterminant reste inchangé
st a une certaine colonne on lui rajoute une autre colonne multipliée par un scalaire.

Plus généralement, on ne change pas un déterminant en ajoutant a une colonne une combinaison
linéaire des autres colonnes.

3. (Antisymétrie) Soient i, j € [1;n] tels que i # j, alors on a :
det([Ch,...,Ci—1,C},Citr, ..Ci21,Cy, Cita, ..., Cr]) = —det([Cy, ..., Cy]) (on change le signe
d’un déterminant en permutant deuz colonnes).

(Forme n-alternée) Pour toute permutation o € S, det([Crqy, - .., Com)]) = (o) det([Ch, ..., Cy)).
Pour les cing premiers points, nous avons les mémes opérations sur les lignes

YA € K, det(AA) = \"det(A).

det(AT) = det(A).

Soit B € M,,(K). Alors det(AB) = det(A) det(B).
En particulier on a : Vn € N, det(A") = (det(A))".

o NS T

Proposition 2.7.2 (Déterminants et matrices inversibles) 1. Soit A € M, (K). La matrice A est

inversible si et seulement si det(A) est non nul. Dans ce cas : det(A™") = det(A)”
e

2. On arg(A) <n <= det(A) =0.
3. Si A est dans GL,(K), alors : Yk € Z, det(A*) = (det(A))".

Exemple 2.7.1 Soit n un entier naturel impair. Soit A € A, (C), alors A n’est pas inversible.
Proposition 2.7.3 (Déterminant d’une matrice triangulaire) On a
ayp - Qip a1 0 n

=| : - =||am‘-

0 Qpon Qp1 " Qnpnp i=1

Pour calculer un déterminant, il est intérssant de faire des opérations élémentaires pour se ramener a
un déterminant d’une matrice triangulaire (& 1’aide de la méthode du pivot de Gauss par exemple).

Exemple 2.7.2 Soientay,...,a, € C. Mettre le déterminant suivant sous forme factorisée : det(amax(iyj)).

Proposition 2.7.4 (Déterminant par blocs) Soient A € M,(K), B € M,,,,_,(K),

CeM,_p(K),DeM,_,,(K). Alors : det (gl g) = (det A)(det C).



Proposition 2.7.5 (Développement selon une ligne ou une colonne)

Soit A = (a¢j>1§m‘§n € Mn<K)

[ a1,5-1 a,541 " ain
a/_l 1 .« .. a—l 4_1 a/'_l . 1 DY a/—l A P . N . . N
On note A;j = | "7 T ot M0 (on a retiré la i-eme ligne et la j-eme
@411 0 Gitlj-1 Qitlg+1 00 Qitln
Qn 1 U QAp,j—1 Qn 541 o Qnn
colonne).
Alors :

1. Pour tout jo € [1;n], on a det(A) = iai,jo(—l)iﬂoAi’jO (développement par rapport a la
Jo-éme colonne). -

2. Pour tout ip € [1;n], on a det(A) = Y io(—1)°H A, (développement par rapport a la
ig-éme ligne). ~

Définition 2.7.2 (Cofacteurs et comatrice) Le cofacteur d’indice i, j de A est (=1)"" Ay, et on pose
ComA = [(—1)"7 Aijli<ij<n-

Exemple 2.7.3 Soit n € N*\ {1}. On pose D,, = , ce déterminant étant de taille

nxn. Ona:Dyo=2D,1—D,.

Proposition 2.7.6 (Relation avec la comatrice et inversibilité) Soit A € M,,(K). Alors :
A(ComA)" = (ComA)'A = det(A)I,.

En particulier, si A est inversible, alors A" = ComA)T.
b der(A) )
Proposition 2.7.7 (Déterminant de Vandermonde) Soient n > 2 et xq, s, ..., z, € C.
1 oz af .. !
o . . , : 1 xy a5 ... ap! ,
On considere le déterminant d’ordre n suivant : D, (x1, %, ..., Ty) = que l’on
1 oz, 22 ... 2!

appelle déterminant de Vandermonde. On a :

Dy (z1,29, ..., x,) = H (x; — ;).

1<j<i<n
1 oz 2 ... 2!

Ainsi la matrice T @y . @y est inversible si et seulement si les x1, ..., x, sont deux a
1 @, 2 ... 2!

deux distincts.

3 Polynomes de matrices ou d’endomorphismes

p
Définition 3.0.1 (Polynéme d’endomorphisme/matrices) Pour tout polynéme P = Z ar X",
k=0



e on définit l'endomorphisme : P(u) = Z arpu®  ouu’ = Idpg.
- . _ ko A0
e on définit la matrice : P(A) = ZakA ou A” = 1,,.

Proposition 3.0.1 (Composition) V(P,Q) € K[X]?, (PQ)(u) = P(u)o Q(u).

Définition 3.0.2 (Polynéme annulateur d’un endomorphisme) Les polynomes P tels que
P(u) =0 (resp. P(A) =0) sont appelés polynomes annulateurs de u (resp. de A).

L’ensemble des polynémes annulateurs est donc le noyau du morphisme d’algébre P — P(u)

(resp. P — P(A)) allant (K[X], +, X) dans dans (L(E),+,0) (resp. (M (K),+,-)).

Proposition 3.0.2 (Idéal annulateur de u/A) L’ensemble des polynomes annulateurs de u (resp. A)
forment un idéal de l’anneau K[X|, appelé idéal annulateur de u (resp. A).

Ceci implique que : VP,Q € K[X], P(u) =0= (PQ)(u) =0

(resp. VP, Q € K[X], P(A) =0= (PQ)(A) =0).

Proposition 3.0.3 (Existence d’un polynéme minimal d’un endomorphisme/matrice) On suppose E
de dimension finie et u et A non nuls. Parmi les polynémes annulateurs de u (resp. A), il en existe
un unique fu,(X) (resp. pa(X)) qui est celui de degré minimal et unitaire.

Exemple 3.0.1 Soit A € M,,(K) une matrice nilpotente d’indice n. Alors ps = X".

Définition 3.0.3 (L’algébre K [u], K[A]) On note :
o Klu] ={P(u), P € KIX]}. o K[A] ={P(4), P e K[X]}

Proposition 3.0.4 (Base de K [u], K[A] en dimension finie) Si d est le degré du polynéme minimal
de u (resp. A), alors (u*)ocp<a—1 (resp. (A¥)o<r<q—1) est une base de Klu] (resp. K[A]).

Ainst dim K[u] = d°(uy,) (resp. dimK[A] = d°(pa)).

Proposition 3.0.5 (Lemme de décomposition des noyaux) 1. Soient A et B deux polynomes de
K[X] premiers entre euz. Alors :

Ker A(u) ® Ker B(u) = Ker (AB)(u).

2. Soient Ay, ..., A, des polynomes de K[X| premiers entre eur deuzr a deux. Alors :

Ker(A;---Ay)(u) = @ Ker A;(u).

Exemple 3.0.2 u* + u® +u = 0 implique que E = Ker (u) @ Ker (v® +u + Idg).



