MP 2023-202/ EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 16/10/2023 (Révision fonctions)

Ex 1 : Etudier la dérivabilité de h : 2 — (2% — 1) Arcsin (22).
Correction : Nous allons utiliser le théoréeme de la limite de la dérivée.

e h est continue sur [—1, 1] par opérations et compositions.
e h est est de classe C' sur | — 1, 1] par opérations et compositions.
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21 Arcsin (%) — 22v1 — 2v/1 + 1 X ————. Ainsi lim A/(z) = 2 Arcsin (1) = 7.
(&%) = 20VT=2VIF 5 X ey Al lim 10 1)

Par imparité de 1/, on a aussi lim h'(z) = —.
z——1
Grace au théoréme de la limite de la dérivée, h est de classe C' sur [—1,1] et h'(1) = 7 et A'(—1) = —7.

Autre méthode : on peut montrer par exemple que h est dérivable en 1 en passant par le taux d’ac-

croissement :

h(z) — h(1)

= (z + 1) Arcsin (%) — 2 Arcsin (1) = 7.
—1 1"

Ex 2 : Soit I’équation différentielle (E) : 3" + (2 — cos(t?))y = 0. Soit f : R — R une solution
de (E) a valeurs strictement négatives.

1.
2.

Montrer que f est convexe.

Soit @ € R. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse a.
En déduire une contradiction puis conclure.

Correction :

1.

2.

Ona:VteR, f/(t) = —(2 — cos(t?)) f(t) > 0, car f est supposée a valeurs négatives.
Ainsi f est convexe sur R.

L’équation de la tangente en a est : y = f(a) + (z —a)f'(a).

Comme f est convexe, sa courbe représentative est au dessus des tangentes en chacun de ses
points.

On a donc : Vo € R, f(z) > f(a) + (z —a)f'(a).

On suppose que f'(a) > 0. Ainsi IETOOWQ) + (z —a)f'(a)] = 400 et donc lim f(z) = +oo, ce

T—+00
qui est impossible, vu que f est a valeurs strictement négatives.

On suppose que f'(a) < 0. Ainsi lim [f(a) + (v —a)f'(a)] = +oo et donc lim f(x) = +o0, ce

T——00

qui est impossible, vu que f est a valeurs strictement négatives.

On a donc : Va € R, f'(a) = 0. Ainsi f est constante. Soit ¢ cette constante.

En injectant dans I’équation différentielle, on a : Vt € R, (2 — cos(t?))c = 0. Comme 2 — cos(#?)
est strictement positif, alors ¢ = 0, ce qui est impossible.

Une telle fonction f n’existe pas.

VI—av/I+av/1+a2



Fin de la correction des exercices de TD

Ex 3 : Soient n > 3 et A = [a;;]1<ij<n, avec a;; = 1 pour 1 <i<n—1eta,; =1pour2<i<n,les
autres coefficients étant nuls.

1. Montrer que 'image et le noyau de A sont supplémentaires.

2. Montrer que A est semblable a une matrice de la forme (8 g) avec B a préciser.

3. Déterminer les X € M,,(R) tels que X* = A.

Correction : Nous allons répondre a la derniere question. On note C la base canonique de M,, 1(R).
On rappelle qu'il existe une base B = (C1, ..., C,,_o, E, F') telle que si on note P = PCB, alors

A=P (8 g) P! avec B = (n i 5 (1)) De plus (C4, ..., Cy—2) est une base de Ker (A4) et (E, F)

une base de Im (A).
Soit X une solution. Alors XA = AX, donc X laisse Im (A) et Ker (A) stable, donc dans la base

0> et donc

B = (Cy,...,C, 2, E, F), I'application canoniquement associée a X a pour matrice (0 v

2
X:P<U O)Pl.OnadoncXQ:P(U 0) P1:A:P(0 O)Pl, puis comme P est

0V 0V 0 B
2 2
. . (U 0\ (0 0 . (U 0Y) (0 O oo
inversible, alors.(o V) —(0 B)’Smt(() V2>_(0 B) , s0it U =0 et
s .~ (1 0 _fa b o fa b\ [a b\ [a®+bc ab+bd
Ve=B= n_9 1 . On pose V = d . Ainsi V* = c d)\e a) = \uexed betrd?)
a*+bc = 1
bla+d) = 0 : N
On a donc clat+d) = n—2 . Comme n > 3, alors c¢(a + d) n’est pas nul, donc la deuxieme ligne
be+d> =1
a? =1
b =0 :
donne b = 0. On a donc : clatd = n—2 . On a a et cdans {—1,1}. Mais a + ¢ # 0, donc
d? =1
(a,c) = (1,1) ou (a,c) = (—1,—1). Dans le premier cas, on trouve ¢ = D72 ot dans le deuxiéme cas :
n—2
c=— )
2
1 0 1 0
AinsiV=[n-2 ) ouV=—|n-2 ik
2 2
U 0 1 0
Réciproquement, on vérifie que siX:P(O V> Pl oavecU?=0etV =|n-2 ) ou
2

1 0
V=- <n -2 1> , alors on a le résultat.
2

Ex 4 : Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) tel que f> —3f*+2f =0
et 54+ 16f* = 0. Déterminer le polynéme minimal de f, puis en déduire f.

Correction : Soit 15 le polyndeme minimal de f. Comme X*—3X*+2X et X®+16X * annulent f, alors
p; divise ces deux polynémes et donc il divise (X® —3X? 4+ 2X) A (X®+16X"). Or X* —3X% +2X =



X(X*=3X+42) = X(X—-1)(X—2) et X°4+16X" = X*(X*+16). Comme (X —1)(X —2) est X“+16 sont
premiers entre eux, car 1 et 2 ne sont pas racines de X*+16, alors (X* —3X?+2X)A(X®+16X*) = X.
Donc py divise X, puis comme py est de degré au moins un, alors py = X.

Ainsi 0 = pe(f) = f.

Ex 5 : Soient f, g, h trois endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie E. On suppose
fog—gof=hetrg(h)=1.

1. Montrer qu’il existe une base (€;)ie[1,, de E telle que Ker (h) = Vect((e;)iefi,n-1])-

2. Quelle est la trace de h 7

3. Montrer que h est nilpotente.

Correction :
1. Grace au théoreme du rang, on a dim(Ker (h)) = n — 1, puis on se donne une base B =
((€:)ief1,n—17) de Ker (h). Cette famille est libre, donc on peut la compléter en une base ((€;)ief1,n))
de E.
2. tr(h) =tr(fog) —tr(go f) =tr(fog) —tr(fog) =0.
0 ... 0 T
3. Dans la base B, on a: M = Matg(h) = : P ,car : Vi € [1,n— 1], h(e;) =0 et on
Tp-1
0O ... 0 =z,

n
décompose h(e,) dans la base B (sur lequel on n’a aucune contrainte) : h(e,) = Z z;e;. Comme
i=1

0 ... 0 T

tr(h) = 0, alors x,, = 0, puis M = | - : *|. On trouve donc que M? = 0, puis h? = 0.
Tn—1

0O .. 0 0



