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Chapitre 10 : Espaces probabilisés

Chaptal

1 Ensembles finis et dénombrables

1.1 Rappels de sup sur les ensembles finis

Définition 1.1.1 (Ensembles finis et cardinal) Soit E un ensemble non vide. E est dit fini, s’il existe
un entier naturel n tel que E soit en bijection avec [[1, n]] . On dit que n est le cardinal de E et on
note n = card(E) ou n = |E| ou n = #E.
Si E est vide, on convient que E est fini et dans ce cas le cardinal de E est zéro.
Si E n’est pas fini, on dit que E est infini.

Proposition 1.1.1 (Applications et cardinal) Soit E et F deux ensembles finis et f : E → F une
application. Alors on a

1. Si f est une injection de E dans F alors card(E) ≤ card(F ).

2. Si f est une surjection de E dans F alors card(E) ≥ card(F ).

3. Si f est une bijection de E dans F alors card(E) = card(F ).

4. Si card(E) = card(F ), alors toute injection de E dans F est bijective.

5. Si card(E) = card(F ), alors toute surjection de E dans F est bijective.

Remarque 1.1.1 Par contraposée, si card(E) > card(F ), alors f n’est pas injective. Dans ce cas, il
existe x1 et x2 dans E avec x1 6= x2 et f(x1) = f(x2). C’est le principe des tiroirs.

Proposition 1.1.2 (Inclusion d’ensemble et cardinal) Toute partie A d’un ensemble fini E est finie et
on a card(A) ≤ card(E).
De plus on a A = E si et seulement si card(A) = card(E)

Proposition 1.1.3 (Opérations sur les ensembles finis) E et F désignent des ensembles finis.

1. Si A est inclus dans E, alors : card(A) = card(E)− card(A), avec A le complémentaire de A
dans E.

2. card(E ∪ F ) = card(E) + card(F )− card(E ∩ F ) ;

3. card(E ∪ F ) = card(E) + card(F ) si E et F sont disjoints ;

4. card(E × F ) = card(E)× card(F );

5. card(F(E,F )) = card(F )card(E), où F(E,F ) désigne l’ensemble des applications allant de E
dans F .

6. card(P(E)) = 2card(E), où P(E) désigne l’ensemble des parties de E.

Remarque 1.1.2 1. Plus généralement, soit p ∈ N∗ et (Ei)1≤i≤p une famille d’ensembles finis deux
à deux disjoints

(i 6= j ⇒ Ei ∩ Ej = ∅). Alors

p⋃
i=1

Ei est fini et on a : card

(
p⋃

i=1

Ei

)
=

p∑
i=1

card(Ei).

2. Plus généralement, si F1, ..., Fp sont des ensembles finis, alors :
card(F1 × ...× Fp) = card(F1)× ...× card(Fp). Par exemple card(Ep) = (card(E))p.



1.2 Rappels de sup sur le dénombrement

E désignera un ensemble fini de cardinal n. On pose E = {α1, ..., αn}.

Remarque 1.2.1 IMPORTANT : en dénombrement, les disjonctions de cas se traduisent par des
sommes et les successions par des produits.

1.2.1 Parties d’un ensemble

Nous rappelons que l’ensemble de toutes les parties de E est de cardinal 2n.

Interprétation : Une urne contient n objets. On effectue un tirage d’un nombre indéterminé de ces
objets (un tirage peut comporter aucun objet mais aussi tous les objets). Le nombre de tirages possibles
est 2n, c’est le nombre de parties de l’ensemble des n objets.

1.2.2 p-listes

Définition 1.2.1 (p-listes) Soient p, n ∈ N∗. On appelle p-liste de E tout p-uplet (x1, x2, ..., xp) de Ep.

Interprétation :
� Une p-liste de E peut être vue comme une application de [[1, p]] dans E. En effet celle-ci est

donnée par l’application i 7→ xi. Ainsi le nombre de p-listes de E est le nombre d’applications
d’un ensemble de cardinal p dans E.

� Le nombre de p-liste de E est le nombre de possibilités de tirages successifs avec remise (l’ordre
est important) de p objets de E.

� C’est aussi le nombre de rangements possibles de p objets distincts dans n cases (ou tiroirs)
avec possibilité de mettre plusieurs objets dans la même case (ici le rangement de chaque objet
correspond au choix d’une case, ainsi E correspond aux cases).

Proposition 1.2.1 (Nombre de p-listes) Le nombre de p-liste est

”Démonstration” : Pour construire une p-liste (x1, x2, ..., xp) de Ep, on a n choix pour x1, puis n choix
pour x2,... et n choix pour xp. On a donc np façons de construire une telle p-liste de E.

Exemple 1.2.1 Une urne contient n boules numérotées dont q jaunes et n − q vertes. On tire succes-
sivement avec remise r boules (avec r ≤ q). Déterminer le nombre de tirages :

1. avec que des boules jaunes.

2. avec r − 1 boules jaunes.

3. Au plus r − 1 boules jaunes.

4. Au moins r − 1 boules jaunes.



1.2.3 Arrangements (pas clairement au programme, mais utile)

Définition 1.2.2 (Arrangements) Soit p ∈ N∗ tel que p ≤ n. On appelle arrangement de p éléments
de E tout p-uplet (x1, x2, ...., xp) ∈ Ep tel que les x1, x2, ..., xp soient deux à deux distincts. On note
Ap

n le nombre d’arrangement de p éléments de E .

Interprétation :
� Un arrangement de p éléments de E peut être vu comme une injection de [[1, p]] dans E. En effet

celle-ci est donnée par l’application i 7→ xi. Plus généralement Ap
n est le nombre d’injections

d’un ensemble de cardinal p dans E. Ceci est au programme.
� Ap

n est le nombre de possibilités de tirages successifs (l’ordre est important) sans remise de p
objets de E.

� Ap
n est aussi le nombre de rangements possibles de p objets distincts dans n cases (ou tiroirs)

avec au plus un objet par case, c’est une injection de [[1, p]] dans [[1, n]].

Proposition 1.2.2 (Nombre d’arrangements) Pour p ≤ n, on a : Ap
n =

”Démonstration” : Pour construire un arrangement (x1, x2, ..., xp) de Ep, on a n choix pour x1, puis
n − 1 choix pour x2, puis n − 2 choix pour x3... et enfin n − (p − 1) choix pour xp. On a donc
n(n− 1)(n− 2)...(n− p+ 1) façons de construire un tel arrangement de E.

Remarque 1.2.2 1. Ainsi, le nombre d’injections d’un ensemble A de cardinal p dans un ensemble

B de cardinal n, avec p ≤ n est
n!

(n− p)!
2. Si p > n, il est impossible d’avoir un arrangement de p éléments de E car il n’y a pas d’injections

de [[1, p]] dans E . Ainsi pour p > n, on a Ap
n = 0.

3. Si p = 0, il y a un seul arragement à p éléments car il y a une seule injection de ∅ dans E.
Ainsi on a A0

n = 1.

Exemple 1.2.2 Une urne contient n numérotées boules dont q jaunes et n − q vertes. On tire succes-
sivement sans remise r boules (avec r ≤ q). Déterminer le nombre de tirages :

1. avec que des boules jaunes.

2. avec r − 1 boules jaunes.

3. Au plus r − 1 boules jaunes.

4. Au moins r − 1 boules jaunes.



1.2.4 Permutations

Définition 1.2.3 (Permutations) On appelle permutation de E toute bijection de E dans E.

Proposition 1.2.3 (Nombre de permutations) Le nombre de permutations de E est égal à

Interprétation :
� Il y a n! façons possibles de ranger n objets distincts dans n cases ne pouvant comporter qu’un

objet. C’est le nombre de permutations que l’on peut faire suivant les différents rangements.

� C’est aussi le nombre de façons de numéroter n objets, car en reprenant l’interprétation précé-
dente, les numéros peuvent être vus comme des cases.

� C’est le nombre de tirages ordonnés sans remises de toutes les boules d’une urne contenant n
boules.

Remarque 1.2.3

Plus généralement si n = card(E) = card(F ) le nombre de bijections de E dans F est n!.

Exemple 1.2.3 On doit placer autour d’une table ronde avec des places numérotées un groupe de 2n
personnes, n hommes et n femmes, qui constituent n couples. Combien existe-t-il de dispositions :

a. au total ?

b. en respectant l’alternance hommes/femmes ?

c. sans séparer les couples ?

1.2.5 Combinaisons

Définition 1.2.4 (Combinaison) On appelle combinaison de p éléments de E toute partie de E

comportant p éléments. Le nombre de combinaisons de p éléments de E est noté

(
n

p

)
.

Interprétation :

� Pour 1 ≤ p ≤ n,

(
n

p

)
est le nombre de possibilités de tirer simultanément p objets de E (on ne

peut donc pas tirer deux fois le même objet et l’ordre des objets tirés ne compte pas).



�

(
n

p

)
est aussi le nombre de rangements possibles de p objets identiques (indiscernables) dans

n cases (ou tiroirs) avec au plus un objet par case. Ceci revient en effet à choisir p cases parmi
les n possibles.

Remarque 1.2.4 Si p < 0 ou p > n, alors on a :

(
n

p

)
= 0.

Proposition 1.2.4 (Expression des coefficients binomiaux) On a

(
n

p

)
=

n!

(n− p)!p!
.

Exemple 1.2.4 1. Dans le plan muni d’un repère orthonormal, on veut aller de l’origine O jusqu’au
point A(a, b) où (a, b) ∈ N2. On ne permet pour cela que des translations successives de vecteur
−→
i ou

−→
j . Combien y a-t-il de chemins possibles ?

2. (CCP 112) Soient n ∈ N∗ et E un ensemble de cardinal n.

(a) Déterminer le nombre a de couples (A,B) ∈ (P(E))2 tels que : A ⊂ B.

(b) Déterminer le nombre b de couples (A,B) ∈ (P(E))2 tels que : A ∩B = ∅.
(c) Déterminer le nombre c de triplets (A,B,C) ∈ (P(E))3 tels que A,B,C soient deux à deux

disjoints et vérifient A ∪B ∪ C = E.



Proposition 1.2.5 (Formulaire avec les coefficients binomiaux) Soit n ∈ N∗.

1. Pour p ∈ [[0, n]], on a

(
n

p

)
=

(
n

n− p

)
.

2. Pour p ∈ [[1, n− 1]], on a :

(
n− 1

p− 1

)
+

(
n− 1

p

)
=

3.
n∑

k=0

(
n

k

)
=

4. Pour p ∈ [[1, n]], on a : p

(
n

p

)
= n

(
n− 1

p− 1

)
.

Exemple 1.2.5 (Formule de Vandermonde) Soient a et b deux entiers naturels et n dans [[1, a + b]].

Montrer par deux méthodes différentes que :
n∑

k=0

(
a

k

)(
b

n− k

)
=

(
a+ b

n

)
.

1. Première méthode (dénombrement) :

2. Deuxième méthode (polynômes) :

1.3 Ensembles dénombrables

Lorsqu’il s’agit de comparer la « taille » d’ensembles finis, on dispose d’un outil efficace : le cardinal.
Les choses se compliquent pour des ensembles infinis. Prenons par exemple
C = {0; 1; 4; 9; 16; ...} = {k2, k ∈ N}. À première vue il semblerait que C soit plus petit que N, car
on a : C ⊂ N. Cependant on peut dire que deux ensembles en bijection sont « de même taille ». Dans
notre cas, il existe un bijection entre N et C :



Ainsi pour deux ensembles infinis, on pourra considérer qu’ils sont de « même taille » s’ils sont en
bijection.

Définition 1.3.1 (Ensembles dénombrables) Un ensemble infini E est dit dénombrable s’il existe une
bijection de E sur N.

Remarque 1.3.1 1. Étant donnée une telle bijection f : N → E, on peut numéroter les éléments
de E en notant, pour tout entier n ∈ N, xn = f(n). On peut alors écrire E = {xn, n ∈ N}.

2. Un ensemble en bijection avec un ensemble dénombrable est lui-même dénombrable.

3. Il existe des ensembles non dénombrables : R ou {0; 1}N (les suites à valeurs dans {0; 1}).
Ainsi il y a des ensembles infinis « plus gros » que les autres et donc R est « plus gros que » N.

Exemple 1.3.1 {k2, k ∈ N} est donc dénombrable.

Proposition 1.3.1 (Dénombrabilité de Z) Z est un ensemble dénombrable.

Démonstration :

Proposition 1.3.2 (N2 est dénombrable) L’ensemble N2 est dénombrable.

Démonstration : Montrons que l’application ϕ :

{
N2 → N

(i, j) 7→ 2i(2j + 1)− 1
est bijective.

Proposition 1.3.3 (Parties infinies de N) Toute partie infinie de N est dénombrable.

Démonstration : Soit P une partie infinie de N. Alors P est non vide et possède donc un plus petit
élément f(0). On construit ensuite par récurrence f(n) de la façon suivante. Pour tout n ∈ N∗, on
suppose f(0), . . . , f(n−1) construits. L’ensemble P \{f(0), . . . , f(n−1)} est non vide et possède donc
un plus petit élément f(n). L’application f ainsi définie de N dans P est strictement croissante donc
injective.
Montrons qu’elle est surjective. Soit p ∈ P . Il existe au moins un entier q tel que f(q) > p, car sinon f
serait une injection de N dans [[0, p]], ce qui est impossible. Prenons le plus petit q vérifiant cela (on a
q ≥ 1, car f(0) minore P ). La minimalité de q nous dit que f(q− 1) ≤ p < f(q). Si f(q− 1) < p, alors
par définition de f(q) qui est le plus petit élément de P strictement supérieur à f(q − 1) (et donc à
f(0), f(1), ..., f(q − 1) par croissance de f), on a : f(q) ≤ p, ce qui est impossible, donc f(q − 1) = p.
En définitive f est bijective, ce qui achève de prouver que P est dénombrable.

Exemple 1.3.2 L’ensemble des nombres premiers est une partie infinie de N, il est donc dénombrable.



Corollaire 1.3.1 (CNS pour qu’un ensemble soit fini ou dénombrable) Un ensemble est fini ou dé-
nombrable si et seulement s’il est en bijection avec une partie de N.
Un tel ensemble est dit au plus dénombrable.

Démonstration : Par définition, si E est fini ou dénombrable alors il est en bijection avec une partie
de N.
Réciproquement, soit E un ensemble en bijection avec une partie de N. Si cette partie est finie, alors
E est fini. Si elle est infinie, alors d’après la proposition précédente, elle est dénombrable et E l’est
également.

Proposition 1.3.4 (Produit fini d’ensembles dénombrables) Soient E1, ..., Ep des ensembles dénom-
brables. Alors E1 × ...× Ep est dénombrable.
En particulier Np est dénombrable.

Démonstration : Cela se fait par récurrence sur p.
Montrons cela pour p = 2 : f : E1 → N et g : E2 → N bijectives. L’application (x, y) 7→ (f(x), g(y)) est
alors bijective de E1×E2 sur N2, qui est lui même en bijection avec N, donc E1×E2 est dénombrable.
Soit p ≥ 2 et on suppose la proposition vraie pour p ensembles dénombrables.
Soient E1, ..., Ep, Ep+1 des ensembles dénombrables. On pose F = E1 × ... × Ep qui est dénombrable
grâce à l’hypothèse de récurrence. Comme E1 × ...×Ep ×Ep+1 = F ×Ep+1, alors la proposition pour
p = 2 nous dit que F × Ep+1 est dénombrable, ce qui donne le résultat pour p+ 1.

Proposition 1.3.5 (Réunion d’ensembles dénombrables) Soit E un ensemble. Soient I un ensemble
fini ou dénombrable et (Ei)i∈ I une famille de sous-ensembles de E qui sont finis ou dénombrables.

Alors
⋃
i∈I

Ei est fini ou dénombrable.

Démonstration : Admis.

Corollaire 1.3.2 (Q est dénombrable) L’ensemble Q est dénombrable.

Démonstration :

Exemple 1.3.3 Montrer que tout espace vectoriel E sur Q de dimension finie est dénombrable.

Théorème 1.3.1 (L’ensemble R n’est pas dénombrable) L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Démonstration : Soit (un)n∈N une suite réelle. Montrons qu’il existe x ∈ R qui ne soit pas dans
{un, n ∈ N}.
On construit par récurrence deux suites adjacentes (an)n∈N et (bn)n∈N telles que : ∀n ∈ N, un /∈ [an, bn].
• On pose par exemple a0 = u0 + 1 et b0 = u0 + 2.

• Supposons construits an < bn avec : un /∈ [an, bn]. On pose cn =
2an + bn

3
et dn =

an + 2bn
3

. Ainsi les

segments [an, cn], [cn, dn] et [dn, bn] coupent le segment [an, bn] en trois parts égales et au moins l’un de
ces segments ne contient pas un+1 (sinon l’intersection de ces trois segments ne serait pas vide, ce qui
est impossible).
Cela permet de définir an+1 < bn+1 tels que : un+1 /∈ [an+1, bn+1] (avec [an+1, bn+1] l’un des trois

segments [an, cn], [cn, dn] et [dn, bn]) et bn+1 − an+1 =
bn − an

3
. Ainsi : ∀n ∈ N, bn − an =

b0 − a0

3n
et

donc lim
n→+∞

(bn − an) = 0. Ainsi les suites (an) et (bn) sont adjacentes et convergent vers un réel ` tel

que : ∀n ∈ N, an ≤ ` ≤ bn, soit : ∀n ∈ N, ` ∈ [an, bn]. Ainsi ∀n ∈ N, ` 6= un.
Si R était dénombrable, il existerait une suite de réels telle que : R = {un, n ∈ N}, ce qui est
contradictoire avec le résultat précédent.



Proposition 1.3.6 (Support d’une famille sommable) Soit I un ensemble et (ui)i∈I une famille de C
sommable. Alors {i ∈ I, ui 6= 0} est au plus dénombrable.

Démonstration : Soit n ∈ N. On pose Jn =

{
i ∈ I, |ui| ≥

1

n+ 1

}
. Soit K un partie finie de Jn.

On a :
card(K)

n+ 1
≤
∑
i∈K

|ui| ≤
∑
i∈I

|ui| = M , cette dernière quantité existe car la famille (ui)i∈I est

sommable. Ainsi on a : card(K) ≤ M(n + 1). Ainsi Jn ne peut avoir de sous-famille de cardinal au

moins bM(n+ 1)c+ 1, ainsi Jn est fini. Comme {i ∈ I, ui 6= 0} =
⋃
n∈N

Jn, alors {i ∈ I, ui 6= 0} est au

plus dénombrable grâce à la proposition 1.3.5.

2 Vocabulaire sur les ensembles

2.1 Unions et intersections

Définition 2.1.1 (Intersection et union d’une famille d’ensembles) Soit {Ai}i∈I une famille de sous-
ensembles d’un ensemble E indexée par I. Soit x ∈ E.

1. x ∈
⋃
i∈I

Ai signifie que x est au moins de l’un des Ai, ce qui s’écrit mathématiquement :

∃j ∈ I, x ∈ Aj.

2. x ∈
⋂
i∈I

Ai signifie que x est dans tous les Ai, ce qui s’écrit mathématiquement :

∀j ∈ I, x ∈ Aj.

Proposition 2.1.1 (Opérations ensemblistes) Soient {Ai}i∈I , indexés par l’ensemble I et B un en-
semble. On a :

1.
(⋃

i∈I

Ai

)
∩B =

2.
(⋂

i∈I

Ai

)
∪B =

3.
⋃
i∈I

Ai =

4.
⋂
i∈I

Ai =

2.2 Lien entre vocabulaire ensembliste et probabiliste

Définition 2.2.1 (Issues) L’ensemble des issues (ou résultats possibles ou réalisations ou des obser-
vables) d’une expérience aléatoire est appelé univers. Il est souvent noté Ω.

Exemple 2.2.1 Donnons divers univers possibles suivant la nature de Ω.

1. On lance deux dés cubiques à 6 faces, ici Ω = et card(Ω) =

2. On joue à (p) ou face (f) et on lance une pièce tant que l’on n’a pas obtenu un pile (on peut
donc jouer indéfiniment !). Ici Ω =

Plutôt que de s’intéresser à chaque résultat pris isolément (c’est-à-dire un élément de Ω), on regarde
plutôt un groupe de résultats possédant une propriété commune (ça devient une partie de Ω). On
donne donc la définition suivante :

Définition 2.2.2 (Événements) Un événement est un ensemble d’issues ; c’est une partie de Ω. On
appelle événement élémentaire, un événement constitué d’une seule issue (c’est-à-dire un singleton).

Exemple 2.2.2 En reprenant l’exemple 2.2.1, identifier A dans P(Ω) correspondant à l’événement cité.



1. « Avoir deux dés de parité différente », ici A =
et card(A) =

2. « Avoir pile la première fois au bout du 5ème lancé », ici A =

Définition 2.2.3 (Événements certains, impossibles, incompatibles) 1. L’événement ∅ est appelé
événement impossible. Il ne peut être réalisé quelle que soit l’issue de l’épreuve.

2. L’événement Ω est appelé événement certain. Il est toujours réalisé

3. Si A∩B est l’événement impossible (c’est-à -dire que A∩B = ∅), on dit que les événements A
et B sont incompatibles.

Définition 2.2.4 (Système complet d’événements) Un système complet d’événements est une partition
de Ω, c’est-à-dire :
le système (Ai)i∈I est un système complet d’événement si et seulement si

� Si aucun des Ai est impossible : ∀i ∈ I, Ai 6= ∅.
� ils sont incompatibles deux à deux : ∀i, j ∈ I, i 6= j ⇒ Ai ∩ Aj = ∅.
� Ω est la réunion des Ai : Ω =

⋃
i∈I

Ai c’est-à -dire : ∀x ∈ Ω, ∃i ∈ I, x ∈ Ai.

Autrement dit on a : ∀x ∈ Ω,∃!i ∈ I, x ∈ Ai.

Exemple 2.2.3 1. Pour Ω = {ω1, ..., ωn}, les événements élémentaires {ω1}, ..., {ωn} forment un
système complet d’événements (leur union donne bien Ω et ils sont deux à deux disjoints).

2. Le système (A,A) est un système complet d’événements souvent utilisé.

3. Dans le jeu du pile ou face, si on note An l’événement obtenir pile pour la première fois au
n-ème lancer et si on note A∞ ne jamais obtenir pile, alors (An)n∈N∪∞ est un système complet
d’événements.

Exemple 2.2.4 Pour n ∈ N∗, on note Dn le nombre de permutations de [[1, n]] sans points fixes. On

pose D0 = 1. Montrer que : n! =
n∑

k=0

(
n

k

)
Dn−k. En déduire l’expression de Dn.

3 Espaces probabilisés

Soit Ω un ensemble.

Vous avez vu en sup des probabilités sur des ensembles finis. Nous allons étudier cette année des
probabilités P sur des ensembles infinis. Vous avez vu que si A1, ..., Ap sont des événements deux à

deux incompatibles d’un espace probabilisé, alors on a : P

(
p⋃

i=1

Ai

)
=

p∑
i=1

P (Ai). Nous voudrions

étendre cette propriété sur une réunion dénombrable d’événements deux à deux disjoints :

P

(
+∞⋃
i=1

Ai

)
=

+∞∑
i=1

P (Ai).



Pour des raisons qu’il est difficile d’expliquer ici, il est en général impossible de définir une probabilité
vérifiant les axiomes souhaités pour tout événement de Ω. Cela signifie qu’il n’est pas toujours possible
de définir une probabilité sur P(Ω). Il faudra se contenter de définir P sur une partie T de P(Ω) que
l’on appelera tribu.

3.1 Tribu

Définition 3.1.1 (Tribu) On appelle tribu sur Ω une partie T de P(Ω) telle que :
� Ω ∈ T .
� Pour tout A ∈ T , on a A = Ω \ A ∈ T .

� Pour toute suite (An)n≥0 d’éléments de T , l’union
+∞⋃
n=0

An appartient encore à T .

Dans ce cas, on dit que le couple (Ω, T ) est probabilisable.

Remarque 3.1.1 1. Pour modéliser une expérience aléatoire, on aura donc besoin d’un univers Ω
et de la tribu des événements T . Il s’agit des événements que l’on peut observer.

2. Lorsque Ω est fini, il n’y a pas de bonnes raisons de considérer une autre tribu que P(Ω) (cf
première année).

C’est également le cas pour un univers Ω dénombrable. Au-delà, nous verrons brièvement qu’il
est parfois nécessaire de prendre T strictement incluse dans P(Ω)

Exemple 3.1.1 1. P(Ω) et {∅,Ω} sont des tribus sur Ω.

2. Soit B ⊂ Ω. Montrer que T = {∅, B,B,Ω} est une tribu sur Ω.

3. B = {∅, {1}, {1, 2}} est-elle une tribu sur {1, 2} ?

Proposition 3.1.1 (Stablité d’une tribu par opérations) Soit (Ω, T ) un espace probabilisable.

1. ∅ ∈ T .

2. T est stable par intersection dénombrable.

3. T est stable par réunion finie et par intersection finie.

Démonstration :

1. ∅ = Ω ∈ T , car Ω est dans T qui est stable par passage au complémentaire.

2. Il suffit d’écrire
⋂
n∈N

An =
⋃
n∈N

An.

3. Soient A,B ∈ T . On pose A0 = A ; A1 = B et An = ∅ pour n ≥ 2. Tous les An sont dans T et

donc : A ∪B =
⋃
n∈N

An ∈ T .

Par récurrence, on a le résultat pour une réunion finie.

Par ailleurs A et B sont dans T , donc A ∪ B aussi et donc A ∪B aussi soit : A ∩ B ∈ T . Par
récurrence, on a le résultat pour une intersection finie.



3.2 Succession d’épreuves aléatoires

On considère une expérience aléatoire E consistant à effectuer successivement et indéfiniment des
épreuves aléatoires E1, E2, ... Souvent on répète une même épreuve, par exemple une succesion de lan-
cers infinis de pile ou face.
Pour l’épreuve n, on suppose que l’on a un espace probabilisé (Ωn, Tn) modélisant celle-ci. Le but est
de construire un espace probabilisé (Ω, T ) modélisant l’expérience E .
Cette construction est admise et dépasse largement le cadre du programme. Cependant on rencontrera
de nombreuses situations modélisant une telle succession infinie d’épreuves et il sera sous-entendu que
la tribu associée a été construite (d’ailleurs elle sera souvent distincte de P(Ω)). La difficulté réside
dans le fait que Ω ne soit pas dénombrable.
Par exemple pour s’intéresser à une succession de lancers pile ou face, on peut se demander quand on
va obtenir le premier pile. Mais comme nous ne savons pas quand va apparâıtre le premier pile, on est
obligé de prendre Ω = {pile ; face}N∗ = {(ωn)n∈N∗ , ∀n ∈ N∗, ωn ∈ {pile ; face}}, qui pourra englober
toutes les issues possibles, mais {pile ; face}N∗n’est pas dénombrable. Donc dans ce cas là on admettra
que l’on peut munir Ω d’une tribu.

Voici quelques points pour la construction si cela vous intéresse. Pour regrouper les résultats de toutes les expériences, nous posons

Ω = Ω1 × Ω2 × ... = {(ωn)n∈N∗ , ∀n ∈ N∗, ωn ∈ Ωn}, qui donne la suite des résultats.

Reste à munir cet espace d’une tribu, qui puisse contenir les événements liés à une épreuve n fixée. Par exemple si An est un événement de

l’épreuve n (avec An ∈ Tn), on peut s’intéresser à sa réalisation quelque soit les résultats des autres épreuves. Dans Ω, ceci correspondra

à l’événement : Ω1 × Ω2 × ...Ωn−1 × An × Ωn+1 × .... On veut construire une tribu qui contient tous les événements précédents, avec n

variant et An dans Tn quelconque. Pour construire la tribu T , il suffit de prendre l’intersection de toutes les tribus contenant les événements

Ω1 × Ω2 × ...Ωn−1 ×An × Ωn+1 × .... Cela fait de T la plus petite tribu contentant les événements Ω1 × Ω2 × ...Ωn−1 ×An × Ωn+1 × ....

Exemple 3.2.1 On joue à pile ou face et on note Ak l’événement : « obtenir pile au k-ème lancer ».
Parmi les expressions suivantes, lesquelles signifient la même chose ?

(a)
⋃
i,j≥1

(Ai∩Aj); (b)
⋃
i,j≥1
i 6=j

(Ai∩Aj); (c)
⋂
i≥1

Ai; (d)
⋃
i,j≥1

(Ai∩Aj); (e)
⋃
i≥1

(⋂
j≥i

Aj

)
; (f)

⋂
i≥1

(⋃
j≥i

Aj

)

(1) avoir exactement un seul pile.
(2) avoir au moins un pile.
(3) avoir au moins un pile, mais pas tout le temps.
(4) avoir exactement deux piles.
(5) avoir au moins deux piles.
(6) avoir une infinité de fois pile.
(7) à partir d’un certain rang, n’avoir que des piles.
(8) n’avoir qu’un nombre fini de face.
(9) Avoir pile pour des rangs arbitrairement grands.
(10) ne jamais avoir pile.
Expliquer pourquoi tous ces événements sont dans la tribu T décrite avant.



3.3 Probabilité

Définition 3.3.1 (Probabilité) Soit (Ω, T ) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (Ω, T )
la donnée d’une application P : T → [0; 1] telle que

� P (Ω) = 1
� (σ-additivité) Pour tout suite (An)n≥0 d’événements incompatibles de T , on a :

P

(
+∞⋃
n=0

An

)
=

+∞∑
n=0

P (An)

Le triplet (Ω, T , P ) est appelé espace probabilisé.

Remarque 3.3.1 Si (An)n∈N est un système complet d’événements, alors
+∞∑
n=0

P (An) =

Proposition 3.3.1 (Opérations et probabilités) Soient A et B deux événements de T .

1. P (∅) = 0; 2. Si A et B sont disjoints, alors P (A∪B) = P (A)+P (B) ;
3. P

(
A
)

= 1− P (A) ; 4. Si on a : A ⊂ B, alors on a : P (B\A) = P (B)− P (A);
5. A ⊂ B =⇒ P (A) ≤ P (B); ; 6. P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

7. Soient A1, ..., An des événements deux à deux disjoints de T , alors : P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai).

Démonstration : Il suffit de montrer les deux premiers points. Les autres en découlent en effectuant
la même preuve que dans le cas fini que vous avez vu en sup.

1. Si on pose : ∀n ∈ N, An = ∅, alors les (An)n∈N forment une suite d’événements incompatibles

et donc P

(
+∞⋃
n=0

An

)
=

+∞∑
n=0

P (An) et donc la série
∑

P (∅) converge. Cette série converge si et

seulement si la constante P (∅) est nulle.

2. On pose A0 = A et A1 = A et An = ∅ pour n ≥ 2. Les (An)n∈N forment une suite d’événements

incompatibles et donc P

(
+∞⋃
n=0

An

)
=

+∞∑
n=0

P (An) = P (A) + P (A). Or
+∞⋃
n=0

An = Ω et donc

P

(
+∞⋃
n=0

An

)
= 1, puis P (A) + P (A) = 1.

Remarque 3.3.2 Le dernier point rejoint le fait qu’une disjonction se traduit par une somme.

Exemple 3.3.1 On jette une fois quatre dés non pipés. Calculer (en précisant bien Ω) :

1. La probabilité d’obtenir au moins deux faces portant le même chiffre.

2. Quelle est la probabilité d’avoir au moins un 4 ou au moins un 5 ?

3. Quelle est la probabilité d’avoir exactement deux 6 et d’avoir exactement deux 1 ?

4. Quelle est la probabilité d’avoir au moins un multiple de 3 et au moins un nombre pair ?



Définition 3.3.2 (Distribution de probabilités discrètes) 1. Si Ω est un ensemble, une distribu-
tion de probabilités discrètes sur Ω est une famille de réels (pω)ω∈Ω telle que : ∀ω ∈ Ω, pω ≥ 0

et :
∑
ω∈Ω

pω = 1.

2. Pour une telle famille, l’ensemble {ω ∈ Ω, pω 6= 0} est appelé support de cette distribution.

Remarque 3.3.3 Le support d’une distribution de probabilités discrètes est au plus dénombrable.

Proposition 3.3.2 (Probabilité et distribution de probabilité discrète) Soit Ω un ensemble au plus
dénombrable.

1. Si (Ω, T , P ) un espace probabilisé et A un événement, alors : P (A) =
∑
ω∈A

pω.

2. Réciproquement, si (pω)ω∈Ω est une famille de distribution de probabilité discrète, alors il existe
une unique probabilité sur (Ω,P(Ω)) telle que : ∀ω ∈ Ω, P ({ω}) = pω. Cette probabilité est

définie, pour tout événement A par : P (A) =
∑
ω∈A

P ({ω}).

Ainsi sur Ω, on peut considérer la tribu P(Ω), pour définir une probabilité.

Démonstration :

1. On a A =
⋃
ω∈A

{ω} et cette réunion est dénombrable et disjointe.

Ainsi P (A) =
∑
ω∈A

P ({ω}) par σ-additivité.

2. Raisonnons par analyse synthèse. Si une telle probabilité existe, alors le raisonnement précédent

nous dit que : P (A) =
∑
ω∈A

P ({ω}) =
∑
ω∈A

pω.

Montrons que l’application P définie précédemment sur P(Ω) définit bien une probabilité.



Remarque 3.3.4 On peut étendre le deuxième point de cette proposition à un ensemble Ω quelconque
et considérer aussi la tribu P(Ω), mais il faut disposer d’une distribution de probabilité discrète.

Exemple 3.3.2 1. Donner la valeur de c, pour que P définie par : ∀n ∈ N, P ({n}) =
c

(n+ 1)(n+ 2)
,

définisse une probabilité sur (N,P(N)).

2. On rappelle que
n∑

k=1

1

k
= ln(n) + γ + o(1). Calculer la probabilité de l’événement : « être un

nombre pair ».

Définition 3.3.3 (Événement négligeable, presque sûr) Soit (Ω, T , P ) un espace probabilisé et B ∈ T .

1. Si P (B) = 0, alors B est un événement négligeable.

2. Si P (B) = 1, alors B est un événement presque sûr.

3. Toute propriété vérifiée sur un ensemble de probabilité un est dite presque sûre.

3.4 Révision de sup : quelques probabilités dans un univers fini

Définition 3.4.1 (Probabilité uniforme) Dans le cas où Ω est fini de cardinal n, on définit la probabilité

uniforme sur (Ω,P(Ω)) par : ∀ω ∈ Ω, P ({ω}) =
1

n
.

Pour tout événement A, on a alors P (A) =
card(A)

n
.

Remarque 3.4.1 Dans les énoncés d’exercices et problèmes, la formulation « au hasard » se réfère par
défaut à une situation d’équiprobabilité.

Exemple 3.4.1 1. Une urne contient n boules numérotées de 1 à n. On effectue p tirages sans
remise. Quelle est la probabilité de tirer les numéros dans l’ordre strictement croissant ?



2. Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires. Un joueur tire successivement,
sans remise, cinq boules dans cette urne. Quelle est la probabilité de tirer k boules blanches avec
k dans [[0, 2]] ?

Proposition 3.4.1 (Binomiale) On considère une succession de n expériences identiques et indépen-
dantes à deux issues : succès et échec, et pour chacune d’entre elles, la probabilité d’un succès est p.
Alors la probabilité d’avoir k succès est pk =

Exemple 3.4.2 Une personne A transmet une information (binaire) à I1, qui la transmet à I2 . . .
jusqu’à In qui la transmet à B. On fait l’hypothèse que chaque intermédiaire Ik (1 ≤ k ≤ n) transmet
l’information qu’il reçoit avec une probabilité p (0 < p < 1) et l’information contraire avec la probabilité
1− p. Calculer en fonction de n et p la probabilité pn pour que B reçoive l’information initiale.
Trouver un rang N à partir duquel pour n ≥ N , on a : |pn − 1/2| ≤ 10−2.



3.5 Probabilité sur l’espace d’une succession d’épreuves aléatoires indépendantes

Reprenons dès maintenant la situation du paragraphe 3.2, sur la succession d’épreuves aléatoires indé-
pendantes. Nous évoquons ceci avant même d’avoir évoqué l’indépendance car cette situation apportera
de riches exemples pour illustrer les futures propositions.
On considère une expérience aléatoire E consistant à effectuer successivement et indéfiniement des
épreuves aléatoires E1, E2, ...
Pour l’épreuve n, on suppose que l’on a un espace probabilsé (Ωn, Tn, Pn) modélisant celle-ci. Nous
avons admis que l’on a trouvé un espace probabilisable (Ω, T ) modélisant l’expérience E , en prenant
Ω = Ω1 × Ω2 × ... = {(ωn)n∈N∗ , ∀n ∈ N∗, ωn ∈ Ωn}.
Reste à munir cet espace d’une probabilité. Nous voulons construire une probabilité P telle que si An

est dans Tn la probabilité d’obtenir cet événement quelque soit les autres épreuve nous donne Pn(An).
Ainsi on pose P (Ω1 × Ω2 × ...Ωn−1 × An × Ωn+1 × ...) = Pn(An).
L’hypothèse d’indépendance donne par exemple
P (A1 × A2 × ...An−1 × An × Ωn+1 × ...) = P1(A1)P2(A2)...Pn(An).
Dans ce dernier cas, nous nous intéressons juste aux n premières expériences dans notre calcul de
probabilités sans tenir compte du reste.

Nous admettons que (Ω, T , P ) existe, avec P vérifiant les contraintes précédentes.

Exemple 3.5.1 1. On effectue un lancer de pile ou face avec une pièce truquée donnant pile avec
une probabilité p dans ]0; 1[.

(a) Quelle est la probabilité d’obtenir pile pour la première fois au n-ème lancer, on appelera An

cet événement ?

(b) Quelle est la probabilité de ne jamais obtenir pile, on appelera A∞ cet événement ?

(c) Quelle est la probabilité d’obtenir pile n fois de suite entre les lancers nk + 1 et n(k + 1),
avec k dans N ?

2. Anne et Bob lancent à tour de rôle le même dé cubique parfait. Anne joue la première. Le
vainqueur est le premier qui obtient 6. On considère les événements A : « Anne gagne la partie » ,
B : « Bob gagne la partie » et, pour tout n entier naturel non nul Sn : « obtenir 6 au n-ème
lancer » et Fn : « la partie se termine au n-ème lancer ».

(a) Quel est l’univers lié à cette expérience ?

(b) Exprimer A et B à l’aide des Fn.

(c) Calculer la probabilité de Fn pour tout n de N∗.
(d) En déduire les probabilité de A et B.

(e) Montrer que le jeu se termine presque sûrement.



Remarque 3.5.1 Contrairement aux probabilités finies, nous pouvons avoir des événements qui existent
(non vides) mais qui ont une probabilité nulle (événements négligeables). Ainsi P (X) = 0 n’implique
pas X = ∅. C’est le cas par exemple de A∞ = {(f, f, f, f, ...)} de l’exemple précédent.

3.6 Réunions et intersections dénombrables d’événements

Proposition 3.6.1 (Continuité croissante) Soit (An)n≥0 une suite d’événements croissante, c’est-à-dire
que pour tout n de N, on a : An ⊂ An+1.

Alors P

(
+∞⋃
n=0

An

)
= lim

n→+∞
P (An).

Démonstration :

Corollaire 3.6.1 (Continuité décroissante) Soit (An)n≥0 une suite d’événements décroissante, c’est-à-
dire que pour tout n de N, on a : An+1 ⊂ An

Alors P

(
+∞⋂
n=0

An

)
= lim

n→+∞
P (An).

Démonstration : On a : P

(
+∞⋂
n=0

An

)
= 1−P

+∞⋂
n=0

An

 = 1−P

(
+∞⋃
n=0

An

)
. Or la suite (An)n∈N vérifie

les hypthèses de la proposition précédente. Ainsi on a :

P

(
+∞⋂
n=0

An

)
= 1− lim

n→+∞
P (An) = 1− lim

n→+∞
[1− P (An)] = lim

n→+∞
P (An).



Exemple 3.6.1 On fait effectue une infinité de lancers pile ou face avec une pièce donnant pile avec
une probabilité p ∈]0, 1[.

1. Par une autre méthode retrouver la probabilité de ne jamais avoir pile en utilisant une suite
décroissante .

2. (a) Quelle est la probabilité d’avoir pile au moins n fois lors des k premiers tirages, avec k et n
des entiers naturels non nuls, avec n ≤ k. On note Ck l’événement correspondant.

(b) En déduire la probabilité d’avoir pile au moins n fois au cours d’une infinité de tirages.



Corollaire 3.6.2 (Probabilité d’unions et intersections dénombrables) Étant donnée (An)n≥0 une suite
d’événement, on a :

P

(
+∞⋃
n=0

An

)
= lim

N→+∞
P

(
N⋃

n=0

An

)
et P

(
+∞⋂
n=0

An

)
= lim

N→+∞
P

(
N⋂

n=0

An

)
.

Démonstration : La suite d’événements

(
N⋃

n=0

An

)
N∈N

est croissante et

(
N⋂

n=0

An

)
N∈N

est décroissante.

Par ailleurs
⋃
N∈N

(
N⋃

n=0

An

)
=

+∞⋃
n=0

An et
⋂
N∈N

(
N⋂

n=0

An

)
=

+∞⋂
n=0

An.

Proposition 3.6.2 (Sous-additivité) Étant donnée (An)n≥0 une suite d’événement, on a :

P

(
+∞⋃
n=0

An

)
≤

+∞∑
n=0

P (An).

Démonstration : On note B0 = A0 et, pour tout n ∈ N∗, Bn = An \ (An−1 ∪An−2 ∪ ... ∪A0), alors on

a :
+∞⋃
n=0

An =
+∞⋃
n=0

Bn et cette dernière union est disjointe. Ainsi on obtient :

P

(
+∞⋃
n=0

An

)
= P

(
+∞⋃
n=0

Bn

)
=

+∞∑
n=0

P (Bn) ≤
+∞∑
n=0

P (An), car pour tout n de N, on a : Bn ⊂ An.

Remarque 3.6.1 Si on a une famille finie d’événements, P

(
N⋃

n=0

An

)
≤

N∑
n=0

P (An), en prenant dans

la proposition précédente An = ∅, si n ≥ N .

Exemple 3.6.2 (Borel Cantelli 1) Soit (An)n∈N une famille d’événements telle que
+∞∑
n=0

P (An) converge.

Pour tout entier naturel m, on pose Cm =
⋃
i≥m

Ai. Montrer que P

(⋂
m∈N

Cm

)
= 0, puis interpréter ce

résultat.

Corollaire 3.6.3 (Réunion d’événements négligeables) Une union finie ou dénombrable d’événements
négligeables est négligéable.

Démonstration : Soit (An)n∈N une famille d’événements négligeables. On a :

0 ≤ P

(
+∞⋃
n=0

An

)
≤

+∞∑
n=0

P (An) = 0. Pour une famille finie, nous avons la même démonstration.



Corollaire 3.6.4 (Intersection d’événements presque sûrs) Une intersection finie ou dénombrable d’évé-
nements presque sûrs est presque sûre.

Démonstration : Soit (An)n∈N une famille d’événements presque sûrs. On a donc :
∀n ∈ N, P (An) = 1− P (An) = 0. Grâce au corollaire précédent, on a :

0 = P

(
+∞⋃
n=0

An

)
= P

+∞⋂
n=0

An

, puis : P

(
+∞⋂
n=0

An

)
= 1.

4 Conditionnement et indépendance

4.1 Probabilités conditionnelles

Définition 4.1.1 Étant donné (Ω, T , P ) un espace probabilisé et B ∈ T un événement de probabilité
non nulle, la probabilité conditionnnelle d’un événement A sachant B est donnée par

PB(A) =
P (A ∩B)

P (B)

Elle se note également P (A|B).

Remarque 4.1.1 1. Dans le cas où Ω est fini et d’équiprobabilité, on a alors PB(A) =
card(A ∩B)

card(B)
.

2. Si A et B sont incompatibles, alors P (A|B) = 0. Si B implique A, alors : P (A|B) = 1.

B ⊂ A⇒ A ∩B = B ⇒ P (A ∩B) = P (B).

3. Avec une telle probabilité conditionnelle, on change l’espace des observables qui devient ici B. On
a plus d’informations, puisque l’événement B s’est produit et on cherche la probabilité d’obtenir
l’événement A avec cette nouvelle donnée. Ainsi nous ne préciserons pas l’espace des obser-
vables Ω pour les probabilité conditionnelles puisque l’on sait que l’on travaille dans l’espace des
observables B.

4. Ainsi, ne pas confondre les probabilité P (A|B) et P (A ∩ B). Dans le premier cas, on suppose
que B est déjà réalisée et on cherche à savoir grâce à cette information la probabilité que A se
réalise. Dans le deuxième cas, on s’intéresse à l’événement A∩B et il n’y a aucune raison que
B soit à priori réalisé.

5. On a : P (A ∩B) = P (A|B)P (B), que l’on peut interpréter de la façon suivante : d’abord on a
l’événement B donc on calcule P (B), et une fois que B est acquis, on veut A d’où le calcul de
P (A|B).

Proposition 4.1.1 PB est une probabilité sur (Ω, T ).

Démonstration :
� Soit A ∈ T . Comme 0 ≤ P (A∩B) ≤ P (B), alors comme P (B) est strictement positif, alors on

a : 0 ≤ P (A ∩B)

P (B)
≤ 1. Ainsi PB est bien à valeurs dans [0; 1].

� On a : PB(Ω) =
P (Ω ∩B)

P (B)
=
P (B)

P (B)
= 1.

� Soit ensuite (An)n≥0 une suite d’événements incompatibles.

On a

(
+∞⋃
n=0

An

)
∩B =

+∞⋃
n=0

(An ∩B), cette dernière union étant composée d’événements incom-

patibles. Ainsi on a : P

((
+∞⋃
n=0

An

)
∩B

)
= P

(
+∞⋃
n=0

(An ∩B)

)
=

+∞∑
n=0

P (An ∩B).

Divisant par P (B), on obtient bien PB

(
+∞⋃
n=0

An

)
=

+∞∑
n=0

PB(An).



Remarque 4.1.2 En particulier on a PB(A) = P (A|B) = 1− PB(A) = 1− P (A|B).

Proposition 4.1.2 (Formule des probabilités composées) Si P (B) 6= 0, alors
P (A ∩B) = P (B)P (A|B).
De même si P (B ∩ C) 6= 0 alors P (A ∩B ∩ C) = P (C)P (B|C)P (A|B ∩ C).

Plus généralement, si P

(
n−1⋂
k=1

Ak

)
6= 0, alors

P

(
n⋂

k=1

Ak

)
=

Démonstration : Voir la démonstration de sup.

Remarque 4.1.3 Ceci traduit l’idée qu’une succession se traduit par des produits.

Exemple 4.1.1 Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On effectue des tirages avec
remise et lorsqu’une boule rouge est tirée, on rajoute dans l’urne deux boules rouges. On note Rn

l’événement : « au n-ème tirage, on a obtenu une boule rouge. ».

1. Soit n ∈ N∗. Quelle est la probabilité de tirer que des boules rouges lors des n premiers tirages ?

2. Quelle est la probabilité de ne tirer que des boules rouge lors d’une infinité de tirages ?

4.2 Probabilités totales

Proposition 4.2.1 (Probabilités totales) Soit (An)n∈N un système complet d’événements et B un évé-
nement.
La série

∑
P (B ∩ An) converge et sa somme vaut P (B). On a donc

P (B) =

avec la convention P (An)P (B|An) = 0 lorsque P (An) = 0.



Démonstration : On a :
⋃
n∈N

An = Ω et donc B = B ∩ Ω =
⋃
n∈N

(An ∩ B). Comme cette dernière union

est disjointe, alors P (B) =
+∞∑
n=0

P (An ∩B). Enfin, on a : ∀n ∈ N, P (An ∩B) = P (B|An)P (An).

Corollaire 4.2.1 (Probabilités totales pour les systèmes quasi-complet d’événements) Le résultat reste

valable pour une suite (An)n∈N d’événement incompatibles telle que
+∞∑
n=0

P (An) = 1.

Démonstration : Il suffit de remplacer dans ce qui précède Ω par Ω′ =
+∞⋃
n=0

An, événement de probabilité

1, car comme la réunion est disjointe, alors P

(
+∞⋃
n=0

An

)
=

+∞∑
n=0

P (An) = 1.

Or on a : P (B∩Ω′) = P (B)+P (Ω′)−P (B∪Ω′) = P (B)+1−1 = P (B), car 1 = P (Ω′) ≤ P (B∪Ω′) ≤ 1
donc P (B ∪ Ω′) = 1.
On conclut car (An)n∈N est un système complet d’événements de Ω′ et donc :

P (B ∩ Ω′) =
+∞∑
n=0

P (An)P (B ∩ Ω′|An). Si P (An) est non nul, alors :

P (B ∩ Ω′|An) =
P (B ∩ Ω′ ∩ An)

P (An)
=

P (B ∩ An)

P (An)
= P (B|An), car An est inclus dans Ω′ et donc :

Ω′ ∩ An = An.

Remarque 4.2.1 Une telle famille d’événements est dite quasi-complète.

Exemple 4.2.1 1. (CCP 107) On dispose de deux urnes U1 et U2. L’urne U1 contient deux boules
blanches et trois boules noires. L’urne U2 contient quatre boules blanches et trois boules noires.
On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes : on choisit une urne au hasard
et on tire une boule dans l’urne choisie. On note sa couleur et on la remet dans l’urne d’où elle
provient. Si la boule tirée était blanche, le tirage se fait dans l’urne U1. Sinon le tirage suivant
se fait dans l’urne U2.
Soit n ∈ N∗ et on note Bn l’événement « la boule tirée au n-ème tirage est blanche » et on pose
pn = P (Bn).

(a) Calculer p1.

(b) Montrer que : ∀n ∈ N∗, pn+1 = − 6

35
pn +

4

7
.

(c) En déduire pn pour tout n de N∗.



2. On se donne N + 1 urnes numérotées de 0 à N . L’urne de numéro k contient k boules blanches
et N + 1 − k boules noires. On choisit une urne au hasard, chaque choix étant équiprobable.
Dans l’urne choisie, on tire des boules avec remise.

(a) Quelle est la probabilité que la (n + 1)-ième boule tirées soit blanche sachant que les n
précédentes l’étaient toutes ?

(b) Que devient cette probabilité lorsque N → +∞ ?

3. On lance une pièce avec une probabilité p (dans ]0, 1[) de donner Pile. Soit n ∈ N∗. On note An

l’événement : « obtenir pour la première fois deux Pile consécutifs à l’issue du n-ème lancer »
et an = P (An).

(a) Déterminer a1 et a2.

(b) Montrer que : ∀n ∈ N∗, an+2 = (1− p)an+1 + p(1− p)an.
(c) En déduire qu’il est quasi-certain d’obtenir deux Piles consécutifs lors d’une infinité de

lancers.



4.3 Formule de Bayes

Proposition 4.3.1 (Formule de Bayes) Soit (Ω, T , P ) un espace probabilisé. Soient deux événements
A et B. On suppose que P (A) et P (B) sont non nuls. On a :

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)

Démonstration : Voir la démonstration faite en sup.

La formule de Bayes permet de déterminer la probabilité deA sachantB, si l’on connâıt les probabilités :
• de A
• de B
• de B sachant A.

Interprétation : Cette formule est souvent appelée formule de probabilité des causes, car elle permet
en quelque sorte de remonter le temps. En effet, si l’événement B se produit après l’événement A, elle
nous permet de déduire, de la probabilité P (B|A) qui respecte la chronologie, la probabilité P (A|B),
qui, elle, remonte la chronologie.

Une reécriture possible de la formule précédente à l’aide des probabilités totales est :

Proposition 4.3.2 (Formule de Bayes) (Énoncé et démo CCP 105) Soit (Ω, T , P ) un espace pro-
babilisé. Soit B un événement de probabilité non nulle. Soit (An)n∈N un système complet d’événements.
Alors :

∀i ∈ N, P (Ai|B) =

Démonstration :

Remarque 4.3.1 Si A est dans T , comme (A,A) est un système complet d’événements, alors :

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (A)P (B|A) + P (A)P (B|A)
.



Exemple 4.3.1 1. (CCP 105) On considère 100 dés, dont 25 sont pipés au sens où la probabilité

d’obtenir 6 est
1

2
.

(a) On lance un dé choisi au hasard et on obtient 6. Quelle est la probabilité que le dé lancé soit
pipé ?

(b) Soit n ∈ N∗ On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient
que des 6. Quelle est la probabilité pn que ce dé soit pipé ?

(c) Déterminer lim
n→+∞

pn et interpréter ce résultat.

2. On suppose qu’il existe p ∈]0, 1[ et α > 0 tels que la probabilité pn pour une famille d’avoir n
enfants vérifie la relation

∀n ∈ N, pn = αpn.

On suppose que la probabilité d’avoir un garçon est la même que celle d’avoir une fille.

(a) Déterminer la valeur de α.

(b) Déterminer la probabilité qu’une famille ait exactement deux enfants sachant qu’elle a exac-
tement deux filles.
Nous rappelons une relation que nous avons vue dans le cours sur les séries entières :

∀x ∈]− 1, 1[,
+∞∑
n=2

n(n− 1)xn−2 =
2

(1− x)3
(∗).

Rappel de la démonstration : comme on peut dériver plusieurs fois terme à terme une série entière sur son intervalle de

convergence, alors : ∀x ∈]− 1, 1[,
d2

dx2

(
+∞∑
n=0

xn

)
=

+∞∑
n=2

n(n− 1)xn−2 et :
d2

dx2

(
+∞∑
n=0

xn

)
=

d2

dx2

(
1

1− x

)
=

2

(1− x)3
.

(c) Déterminer la probabilité qu’une famille ait exactement deux garçons sachant qu’elle a exac-
tement deux filles.



4.4 Indépendance

Définition 4.4.1 (Indépendance de deux événements) Deux événements A et B de (Ω, T , P ) sont dits
indépendants si

P (A ∩B) = P (A) P (B)

Remarque 4.4.1 1. Si A et B sont des événements et que P (A) 6= 0, alors A et B sont indépen-
dants si et seulement si P (B|A) = P (A).

2. Si P (A) = 0, alors A est indépendant de tout événement B : A ∩B ⊂ A, donc :
P (A ∩B) ≤ P (A) = 0 et donc P (A ∩B) = 0, puis : P (A ∩B) = 0 = P (A) P (B).

3. ATTENTION : ne pas confondre l’indépendance de A et B (qui est une notion probabiliste
P (A ∩B) = P (A) P (B)) et l’incompatibilité de A et B (qui est une notion ensembliste
A ∩B = ∅). L’indépendance dépend de la probabilité dont est muni Ω.

4. La situation classique d’indépendance se rencontre souvent lors d’une succession d’expériences
dont le résultat de chaque expérience n’influence pas les autres résultats.

Exemple 4.4.1 Un mobile se déplace dans l’espace. Au temps 0, il est sur l’origine O. À chaque instant
il se déplace de (ε1, ε2, ε3) avec ε1, ε2, ε3 dans {−1, 1} (à chaque instant, on ajoute (ε1, ε2, ε3) aux
coordonnées du mobile). Pour tout i de [[1, 3]], et à chaque déplacement, les probabilités de εi = 1 et de
εi = −1 valent 1/2. Les déplacements sont indépendants entre eux, ainsi que les déplacements suivant

chaque axe (abscisse, ordonnée, cote). On utilisera le repère (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ).

1. Montrer que le mobile revient à l’origine en des instants pairs.



2. Soit A2n l’événement « revenir à l’origine à l’instant 2n ». Calculer la probabilité de A2n.

3. Montrer que la probabilité que le mobile repasse par O une infinité de fois est nulle (on pensera
à Borel Cantelli 1).

Proposition 4.4.1 Soient A et B deux événements de (Ω, T , P ). Les assertions suivantes sont équiva-
lentes
• A et B sont indépendants,
• A et B̄ sont indépendants,

• Ā et B sont indépendants,
• Ā et B̄ sont indépendants.

Démonstration : Voir la démonstration de sup.

Proposition 4.4.2 (Indépendance et probabilité conditionnelle) Soient A et B deux événements de
(Ω, T , P ). On suppose P (B) > 0. Alors les événements A et B sont indépendants si et seulement si
P (A|B) =

Démonstration : Voir la démonstration de sup.

Définition 4.4.2 (Indépendance d’une famille) Les événements d’une famille (Ai)i∈I de (Ω, T , P ) sont
dit indépendants si pour toute partie finie J de I, on a :

P

(⋂
j∈J

Aj

)
=
∏
j∈J

P (Aj)

Remarque 4.4.2 1. On vérifie rarement l’indépendance, cela fait en général partie des hypothèses
ou cela découle de l’indépendance connue d’autres événements.

2. Attention, l’indépendance deux à deux des événements n’implique pas l’indépendance de la fa-
mille. Contre-exemple : On jette deux dés non pipés, un dé noir et un dé blanc. On note A
l’événement « le chiffre du dé noir est pair », B l’événement « le chiffre du dé blanc est im-
pair »et C l’événement « les deux chiffres ont la même parité ». Montrer que A et C, A et B,
C et B sont indépendants, mais que les trois événements ne le sont pas.

Ici Ω = [[1, 6]]2. On est dans le cadre d’équiprobabilité. On a P (A) = P (B) = 1/2 et

P (C) =
|{1, 3, 5}2 ∪ {2, 4, 6}2|

|Ω|
=
|{1, 3, 5}2|+ |{2, 4, 6}2|

|Ω|
=

32 + 32

62
= 1/2.



P (A ∩ C) =
|{2, 4, 6}2|
|Ω|

=
32

62
= 1/4 = P (A)P (C) et de même P (B ∩ C) = P (B)P (C). Enfin :

P (A ∩B) =
|{2, 4, 6} × {1, 3, 5}|

|Ω|
=

3× 3

62
= 1/4 = P (A)P (B).

Cependant : P (A ∩B ∩ C) = P (∅) = 0 6= P (A)P (B)P (C).

Énonçons certains points intuitifs que l’on pourra utiliser sans les démontrer :

Proposition 4.4.3 1. Toute sous-famille d’une famille d’événements indépendants est une famille
d’événements indépendants.

2. Si les événements (Ai)i∈I sont indépendants, alors les événements (Bi)i∈I sont indépendants,
avec Bi dans {Ai, Ai}, pour tout i dans I.

3. Si les événements (Ai)i∈I sont indépendants, alors pour tout sous-ensemble disjoints J et K de

I, les événements
⋂
j∈J

Aj et
⋂
k∈K

Ak sont indépendants, tout comme
⋃
j∈J

Aj et
⋂
k∈K

Ak ,
⋂
j∈J

Aj et⋃
k∈K

Ak et enfin
⋃
j∈J

Aj et
⋃
k∈K

Ak .

Exemple 4.4.2 1. On lance m dés non pipés, puis on laisse de côté ceux qui donnent 6. On relance
les autres, en laissant à nouveau de côté ceux qui donnent 6, etc.

(a) On fixe un dé. An l’événement « ce dé est lancé au moins n fois ». Calculer P (An).

(b) Soit Bn l’événement « on obtient m six en au plus n lancers ». Calculer P (Bn).

(c) Étudier la limite de P (Bn) lorsque n tend vers +∞. Interpréter.

2. (Borel-Cantelli 2) On se donne (Ω, T , P ) un espace probabilisé et (An)n∈N une suite d’événe-

ments indépendants. Soit B =
+∞⋂
k=0

(
+∞⋃
p=k

Ap

)
. On suppose que

∑
P (An) diverge. Montrer que

P (B) = 1.



Application : On joue à pile ou face avec une pièce donnant pile avec une probabilité p. Soit
n ∈ N∗ fixé. Il est quasi certain d’avoir une infinité de fois n piles à la suite au cours d’un tirage
infini.

3. Soit x ∈]1,+∞[ et on pose ζ(x) =
+∞∑
n=1

1

nx
.

On note p1 < p2 < p3 < · · · < pn < pn+1 < · · · la suite des nombres premiers rangés dans
l’ordre croissant. Ainsi, p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, etc.

(a) Montrer que P définit une probabilité sur (N∗,P(N∗)) en posant :

∀n ∈ N∗, P({n}) =
1

ζ(x)nx
.

(b) Montrer que, pour tout a ∈ N∗, P(aN∗) =
1

ax
.

(c) Montrer que les événements (piN∗)i∈N∗ sont indépendants.

(d) Soit n ∈ N∗ et on note Bn l’événement Bn =
n⋃

k=1

(pkN∗). Montrer que lim
n→∞

P(Bn) = P({1}).

En déduire que : ∀x ∈]1,+∞[,
1

ζ(x)
= lim

n→+∞

n∏
k=1

(
1− 1

pxk

)
=

+∞∏
k=1

(
1− 1

pxk

)
.

(e) Montrer que la série
∑
k≥1

1

pk
diverge. Nous rappelons que lim

x→1+
ζ(x) = +∞, car

ζ(x) ∼
x→1+

1

x− 1
(voir chapitre 8).


