MP 2023-202, DEVOIR A LA MAISON N 13' Chaptal

A rendre pour le jeudi 29 février

DM NORMAL

Notations et objectifs

Dans tout le probleme, E et F' désignent deux espaces vectoriels euclidiens de dimensions au moins
égales a 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs x et y et la norme d’un
vecteur x sont respectivement notés (z|y) et ||z||.

L(E, F) désigne 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

La matrice transposée d’une matrice A est notée A”.

Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu’un projecteur d’un espace euclidien est un
projecteur orthogonal si, et seulement si, il est autoadjoint.

L’objet de la premiere partie est de caractériser la composée de deux projections orthogonales qui
commutent. La seconde partie propose une résolution approchée d’une équation linéaire n’ayant pas
de solution en introduisant la notion de pseudo-solution et la troisieme partie généralise la notion
d’inverse d’une matrice carrée a une matrice rectangulaire en introduisant la notion de pseudo-inverse.

Partie I

I.1 a) Soit x et y deux vecteurs de £, B une base orthonormale de F, X et Y les matrices respectives
de z et y dans la base B.

Montrer que (z]y) = XY =Y7TX.

b) Ecrire en PYTHON une fonction scal (x,y) qui adeux listes de réels © = [z1, ..., x,] et y = [y1, ..., Yn)

associe Z x;y;. En renverra un message d’erreur si les listes ne sont pas de méme taille.

i=1
I.2 Soit H un sous-espace vectoriel de F' tel que 1 < dim H < dim F. Soit (eq,es, ..., ex) une base
orthonormale de H et p le projecteur orthogonal de F' sur H.
a) Pour tout z € F, exprimer (sans justification) p(z) dans la base (ey, ea, ..., k).
b) Soit C une base orthonormale de F'. Relativement a cette base C, on note Z la matrice d’un vecteur
de z € F, M(p) la matrice de p et pour tout i € {1,2,...,k}, E; la matrice de e;.

k
i) Montrer que pour tout z € F, M(p)Z = Z EE'7Z .
i=1

k
ii) En déduire M(p) = >  EE].

i=1
¢) Montrer que pour tout z € F||p(2)|| < ||z]|.

10 -1 0

' o 110 1 0 -1

1.3 Exemple : On note M la matrice définie par M = >l-1 0 1 o
0 -1 0 1

a) Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R*, muni du produit scalaire usuel, d'un
projecteur orthogonal de R*.

b) Donner une base orthonormale du noyau et une base orthonormale de I'image de ce projecteur.
I.4 Soit K un second sous-espace vectoriel de F', r le projecteur orthogonal de F' sur K, A une valeur
propre non nulle de p o r et u un vecteur propre associé.



a) Montrer que u est élément de H et que r(u) — Au est élément de H.

b) Etablir Pégalité : Aljul|? = ||r(u)]]?.

c) En déduire que toutes les valeurs propres de p o r sont dans le segment [0, 1].

1.5 On suppose dans cette question uniquement que p et r commutent.

a) Montrer que p o1 est un projecteur orthogonal.

b) Dans le cas ou p o r est non nul, déterminer son spectre.

¢) Montrer que : Ker(p or) = Ker(p) + Ker(r) et Im(p o ) = Im(p) N Im(r).

1.6 On pose m = dim F' et on choisit une base orthonormale de F' telle que les matrices de p et r dans
cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs :

P = (% 0) et () = (é g) ou I est la matrice unité d’ordre k£, A une matrice carrée d’ordre k et

D une matrice carrée d’ordre m — k.
a) Montrer que les matrices vérifient les relations :
A4+ BC=AAB+BD=B,CB+D?*=D A" =A,B" =C,D" = D.
b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le spectre de p o r est inclus dans {0, 1}.
(ii) CTC = 0.
(iii) C
(iv) pet r commutent.
1.7 Ecrire en PYTHON une fonction p(M) qui permet de dire si une matrice M est la matrice d'une
projection orthogonale dans la base canonique de R™. On utilisera aucune fonction prédéfinie, il faudra
reprogrammer le produit matriciel, la transposition, la création de matrice comportant que des 0,...

Partie 11

Dans cette partie, sont donnés un élément f de L(E, F') et un élément v de F.
II.1 En considérant la projection orthogonale de v sur I'image de f, montrer qu’il existe un élément
xo de E tel que :

[1f(zo) — ]| = min || f(z) - vl|

Dans la suite xg sera appelée une pseudo-solution de I'équation :

flz) =wv (1)

I1.2 Montrer que si f est injective, alors I’équation (1) admet une pseudo-solution unique.
I1.3 Montrer que xg est pseudo-solution de I’équation (1) si, et seulement si, pour tout = appartenant
a B (f(x)|f(zo) —v) = 0.
I1.4 Soit B et C deux bases orthonormales de E et F respectivement. On appelle A la matrice de f
dans les bases B et C, V' la matrice de v dans C et X celle de xy dans B.
Ecrire sous forme matricielle 'équation (f(z)|f(zo) — v) = 0 et en déduire que zq est pseudo-solution
de I’équation (1) si, et seulement si, :

ATAX, = ATV

I1.5 Exemple : Dans cette question, on prend E = F = R® munis du produit scalaire usuel. Relative-
ment & la base canonique de R?, les matrices de f et v sont respectivement :

1 1 -1 1
A= 1 1 —-1]etV =10
-1 2 1 1

Déterminer les pseudo-solutions de 'équation f(z) = v.

I1.6 Application : n désignant un entier supérieur ou égal a deux, on considere trois éléments

a = (a,as,...,an),b = (by,ba,...,0,),c = (c1,¢a, ..., c,) de R" et on souhaite trouver deux réels A et p
n

tels que la somme Z(Aak + pby, — cx)? soit minimale.
k=1



a) Montrer que ce probleme équivaut a la recherche des pseudo-solutions d’une équation f(z) = v ou f
est un élément de £(R? R™). Préciser le vecteur v et donner la matrice de f dans les bases canoniques
de R? et R™.

b) Comment doit-on choisir a et b pour que I'application f soit injective ?

c¢) Lorsque cette derniere condition est réalisée, donner la solution du probléeme posé en exprimant A
et u a 'aide de produits scalaires dans R".

Partie 111

Dans cette partie, f désigne toujours un élément de L(E, F)).
II1.1 a) Soit y un élément de F. Montrer qu’il existe deux vecteurs x et y tels que :

y=f(@)+y, (z,y) € (Ker f)* x (Im f)*

b) Montrer qu'un tel couple est unique. On peut alors définir I'application g de F' vers E qui a y fait
correspondre .

¢) Montrer que I'application g est linéaire. g sera appelée I'application pseudo inverse de f .

II1.2 Déterminer le noyau et I'image de g.

II1.3 a) Montrer que g o f est le projecteur orthogonal de E sur (Ker f)=*.

b) Montrer que f o g est le projecteur orthogonal de F' sur Im f.

II1.4 Premier exemple : On prend £ = R? F = R? munis de leur produit scalaire usuel. La matrice
de f relativement aux bases canoniques est

110
A:(011)

Déterminer la matrice de g relativement aux bases canoniques.

II1.5 Dans cette question, on suppose que = F et que f est un endomorphisme autoadjoint.

a) Montrer que Ker f = (Im f)* et Im f = (Ker f)*.

b) Montrer que tout vecteur propre de f est vecteur propre de g. (On pourra discuter suivant que la
valeur propre associée est nulle ou non).

¢) En déduire que g est aussi un endomorphisme autoadjoint de E.

IT1.6 Deuxiéme exemple : On prend £ = F = R® muni du produit scalaire usuel. La matrice de f
relativement a la base canonique est

A:

N DN W
S NN
= O N

Déterminer la matrice de g relativement a la base canonique.



DM DIFFICILE

Dans tout le probleme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 1.
On considere un espace euclidien E de dimension n. On note (x|y) le produit scalaire de deux vecteurs
x et y et x — ||z|| la norme associée.
Pour u € L(F), on note u* son adjoint, x, son polynéme caractéristique et Sp (u) I'ensemble de ses
valeurs propres. On note 7, le générateur de 'idéal des polyndomes annulateurs de u dont le coefficient
de plus haut degré est égal a 1.
m, est appelé polynome minimal de .
L’endomorphisme u de E est dit antisymétrique lorsque u* = —u.
On note S(E), A(E) et O(F) les sous-ensembles de L(E) formés respectivement des endomorphismes
autoadjoints, antisymétriques, des isométries vectorielles.
Si F' est un sous-espace de E stable par u, on note u|r 'endomorphisme de F' induit par u.
On note P(F) l'ensemble des endomorphismes u de E tels que u* soit un polynome en u et N(E)
I’ensemble des endomorphismes u de E qui commutent avec leur adjoint, donc :
P(E)={ue LE) | v eRu}, N(E)={ue LE) | (W ou=uou)}.

Le but du probléme est d’étudier et comparer les deuz ensembles P(FE) et N(E).
On note M,,(R) 'ensemble des matrices carrées réelles de taille n et S, A, et O, les sous-ensembles
de M,,(R) formés respectivement des matrices symétriques, antisymétriques, orthogonales.
Pour A € M,,(R), on note x4 son polynome caractéristique et w4 son polynome minimal, c’est-a-dire
le polynoéme minimal de I'endomorphisme de R” canoniquement associé & A. On note AT la transposée
de A.
Deux matrices A et B sont dites orthogonalement semblables lorsqu’il existe P € O, tel que
B =P 'AP.
On note P, I'ensemble des matrices A de M,,(R) telles que A7 peut s’exprimer comme un polynéme
en A, donc :

P.={Ae M,(R) | AT € R[A]}, et de manitre analogue

N, ={AeM,[R) | A"A=AA"}.

Les parties I et II sont indépendantes.

Partie I - Généralités P(FE) et P,

i. Soient A et B les deux matrices d’'un méme endomorphisme de E rapporté a deux bases
orthonormales. Montrer que A et B sont orthogonalement semblables.

ii. Soit v un endomorphisme de E et A sa matrice sur B, une base orthonormale de F.
Etablir un rapport entre 'appartenance de u a P(E) (resp. N(F)) et 'appartenance de
A a P, (resp. N,).

Dans la suite du probleme, on pourra exploiter ce rapport pour répondre a certaines
questions.

iii. Montrer que P(E) C N(E) et que P, C N,,.

iv Ecrire un programme en PYTHON qui permet de dire si une matrice est dans N,, (on
n’utilisera pas de fonctions prédéfinies en PYTHON).

i. Vérifier que S(E) C P(FE) et A(E) C P(E).

ii. Quelles sont les matrices triangulaires supérieures qui appartiennent a P, ?
En déduire que si n> 2, on a P(E)# L(E).

iii. Soit u € L(F) admettant, sur une certaine base B de E, une matrice triangulaire
supérieure. Montrer qu’il existe une base orthonormale B’ de E, telle que les matrices
de passage de B a B’ et de B’ a B soient triangulaires supérieures.

Montrer que la matrice de u dans B’ est triangulaire supérieure.
En déduire les éléments u € P(E) qui sont trigonalisables.

iv. On suppose que u est un automorphisme de E'; montrer que u admet un polynome

annulateur P tel que P(0)# 0. En déduire que ™! peut s’écrire comme un polynéme en

u.
En déduire que O(F) C P(E).



i. Montrer que si A € P, et A# 0, alors il existe un unique polynome réel que 'on note
Py, tel que deg Py < degmy et Py(A) = AT,
Si A est la matrice nulle, on convient que P4 est le polynome nul.
Enoncer le résultat correspondant pour u € P(E).
ii. Déterminer les matrices A de P,, pour lesquelles P, est un polynoéme constant.
iii. Déterminer les matrices A de P, pour lesquelles P, est du premier degré.
iv. Soient A et B deux matrices orthogonalement semblables.
Montrer que si A € P,, alors B € P,, et Py, = Ppg.

d. Décrire les éléments A de P, et calculer les P, correspondants.

e. Soit A = (

entre eux.
i. Montrer I'existence de deux polynomes U et V' tels que :
Py, _(‘PAI _PA2)U7TA1 :PA2+(PA1 _PA2)V7TA2'

Calculer A™ pour m entier positif quelconque, puis P(A) pour P = Py, —(Pa, — Pa,) Uy, .
En déduire que A € Py, 1n,-

ii. Expliciter m4 en fonction de w4, et ma,.
Comment trouver P4 connaissant m4,, 74, et le polynome P défini par
P:PAl_(PAl_PAg)UﬂAl?

A .
01 /(1) ) avec Ay € Py,, A2 € P,,. On suppose que 74, et m4, sont premiers
2

1 00 O
. 010 0
. Soit A = 00 0 —1
001 0
Vérifier que A € Py et calculer P4 avec la méthode précédente.

Partie II - Etude de N'(E) et N,
. Montrer que si u € N(E) et P € R[X], alors P(u) € N(E).

. Soient u € N(E) et z € E. Montrer que u et u* ont le méme noyau.

. Soit m un entier, m > 0. On suppose donné un endomorphisme f antisymétrique inversible
de 'espace R™ muni de son produit scalaire canonique.
i. Montrer que m est pair.
ii. Montrer qu'il existe xg € R™ tel que IT = Vect (g, f(x¢)) soit un plan stable par f (on
montrera que f? est un endomorphisme autoadjoint).
Donner une base orthonormale de II et exprimer la matrice de fj; relative a cette base.
iii. Montrer qu’il existe une base orthonormale B de R™ telle que :

T 0 0

Ms(f) = 0 ‘TQ | avee 7 = <(? _Obi) et b0 pourizl,...,%.
: . .. 0 i
0 ... 0 Tm

. Soit u € L(E) et E; C E un sous-espace stable par u et u*. On note Es le supplémentaire
orthogonal de Ej.

i. Montrer que F5 est stable par u et u*.

.. * *

ii. Montrer que (U|E1) =u"|g,.

iii. Montrer que si, en outre, u € N'(E), alors ujg, € N(E1) et ug, € N(E,).

Jusqu’a la fin de la partie II, u désigne un élément de N'(E).

. Montrer que u et u* ont les mémes sous-espaces propres et que ceux-ci sont en somme directe
orthogonale.

Si A est une valeur propre de u, on note F,()) le sous-espace propre associé. Soit F' le
supplémentaire orthogonal du sous-espace :



@ E,()\), ou la somme porte sur I'ensemble des valeurs propres de u.
A
Montrer que F est stable par u et v*. En considérant la restriction de uw a F', montrer que
la dimension de F' ne peut étre impaire. On notera dim F' = 2p.

f- On suppose que p est non nul. Soit v € N(F). On pose

v+ v v —v*
s = et a = 5
i. Justifier que le polynome caractéristique de s est scindé.On le note :
k
Xs(X) =TT = x)™.

i=1

ii. Montrer que soa =aoset sov=wvos.
Montrer qu’il existe une base orthonormale B’ de F' telle que la matrice de v dans B’
soit diagonale par blocs :

My 0 ... O
0 M
Mp(v) = [ ?
: . -0
0 ... 0 M,
avec, pour ¢ = 1,..., k, M; de la forme \;I,,, + A; ou A; est antisymétrique.

iii. On suppose en outre que v n’admet aucune valeur propre réelle. Montrer que les A;
sont inversibles.

g. Montrer qu’il existe une base orthonormale B de E telle que :

D 0 ... 0
0 1 e . . a; _bz

Mp(u) = | _ _ . avec D matrice diagonale, 7; = b a et b;#0
0 ... 0 7,

pour i =1,...,p.
h. Donner une caractérisation des matrices A € N,,.

i. Préciser la matrice obtenue dans 2.g. quand u € O(FE).

Partie III - Relation entre P, et N,
a. Soit P € R[X].

i. Soit
My O ... O
A= 0 M - 0 une matrice réelle diagonale par blocs.
: o0
0O ... 0 M,

Montrer que P(A) =A7 si et seulement si P(M;) =M;", pour i =1,..., k.
ii. Donner les expressions de P4, xa et m4 pour une matrice

a —b\ .
A(b a)oub#().

Montrer que P(A) = A" si et seulement si P(a + ib) = a — ib et P(a — ib) = a + ib.

Dans les questions qui suivent, on fixe A € N,,. D’apres 2.h., A est orthogonalement
semblable a une matrice B telle que celle représentée 2.g..
iii. Montrer que P(A) = A” si et seulement si :
P(\) = X pour toute valeur propre réelle A de A
{ P(z) = Z pour toute racine complexe non réelle z de 4
iv. Montrer qu'il existe P € C[X], de degré minimal, vérifiant les conditions ci-dessus (sur
P(\) et P(z)) et que ce polynome est, en fait, a coefficients réels.
En déduire que N,, = P,,.



0. Montrer que le polynome £~ trouve dans 3.a.nl. est, en fait, £4.
Retrouver, avec la méthode précédente, le polynome P, de la questionl.f.

c. Dans cette question, on suppose n>3 et on note C (ag, aq, ..., ;1) € M,(R) la matrice

circulante
(%)) a1 Q9 e p_1

Op—1 Gy Q1

C(QOaala"'aan—l): %} etJ:C(O,l,O,,O)
(0% Q) aq
aq Qo ... Op_q (&%)

i. Montrer que J € P,.
En déduire que toute matrice circulante appartient a P,,.
ii. A toute matrice circulante non nulle A = C (ao, 041, ..., (1), On associe les polynomes

ZaX’etQ —oz0+ZozX"Z

Donner 'expression de 7T J. Comparer @) et le reste de la division euclidienne de P4 o P
par my.
En déduire les étapes d’'une méthode de calcul de P4. Détailler le calcul pour
A=C(1,1,0).
d. Soit P(X) = ag + a1.X + as X? avec ay#£0.
Montrer qu’il existe un entier n>3 et une matrice A € P, telle que P = P4, si et seulement
si (a;p —1)* — 4agay € [0, 4].
Indication : montrer que, si n et A existent, x4 admet au moins une racine réelle et exac-
tement deux racines complexes, conjuguées I'une de l'autre.



