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A rendre pour le mardi 12 mars
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Notations

R désigne I'ensemble des réels et R™ désigne I'intervalle [0, +oo].
Si I est un intervalle réel non réduit & un point, on note C*(I) I'espace vectoriel des fonctions
de classe C' définies sur I a valeurs dans R.
Soit K I’ensemble R ou C. Pour tout entier naturel non nul, M, (K) désigne le K-espace vectoriel
des matrices a n lignes et n colonnes et a coefficients dans K.
Un vecteur de K" est noté

T

)
X = (Tp)1<k<n =

Tn

Une matrice A de M,,(K) est notée A = (a;x)1<jr<n OU G est le coefficient de A situé en ligne
j et colonne k.

On dit qu'une application M : ¢ € I+ M(t) = (a;x(t))1<jr<n € M,(K) est de classe C" sur
I si toutes les fonctions a; le sont et dans ce cas on note M'(t) la matrice (a;,(t))1<jr<n-

On dit qu'une application M : t € I — M(t) = (ajr(t))i<jr<n € My(K) est continue par
morceaux sur le segment [a,b] (inclus dans I) si toutes les fonctions a;y le sont et dans ce cas

b b
on note/ M (t)dt la matrice </ aj,k(t)dt)

1<j,k<n

Soit I un intervalle réel non réduit a un point et A : I — M, (C) une fonction continue. Dans ce
probleme, on s’intéresse au systeme différentiel

ou X :

X'(t) = A(1)X (1) (E)

I — C" est une application de classe C.

A P’exception de la question 1.2 utilisée tout au long du sujet, les trois parties sont indépendantes

I. Quelques exemples d’étude d’un systéeme différentiel

I.1 Qu’affirme le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire quant a la structure de I’ensemble des

solutions de (£)?

1.2 Vecteurs propres communs

On suppose qu’il existe un vecteur non nul V' € C" et une fonction continue A : I — C tels

que pour tout t € I on ait
AV = AtV
Montrer que la fonction

X tel—alt)VeC”

est solution de (FE) si et seulement si la fonction « est solution d'une équation différentielle
linéaire du premier ordre que l'on précisera et pour laquelle on donnera une expression des
solutions.



1.3 Un premier exemple
On suppose pour cette question que n = 2. Soient a et b deux complexes tels que a — 1 — b # 0.
On suppose que, pour tout t € I =R, on a

a 1—a
A) = ( bo1-b )
Déterminer une base de 1'espace vectoriel des solutions de (F).
I.4 Un deuxieme exemple
On suppose également pour cette question que n = 2. Soient p une constante complexe et a, b

des fonctions continues de I dans C, la fonction b ne s’annulant jamais sur I. On suppose que
pour tout réel t € I, on a

() 0
Alt) = ( ) a(t) + (u — 1) )

I.4.1 Traiter le cas particulier o 1 = 1 (on pourra chercher les valeurs propres et une base
vecteurs propres de A(t) et utilliser la question 1.2).

I.4.2 Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur p pour que A(t) ait deux valeurs
propres distinctes pour tout ¢ de I.

On supposera cette condition vérifiée pour les deux questions suivantes.

I.4.3 Montrer qu’il existe deux vecteurs indépendants V; et V, dans C? et deux fonctions conti-
nues A\, et Ay de I dans C tels que pour tout ¢t € I on ait

AO)Vi = M(@O)V1 et A(t)Va = Aa()V3

I.4.4 Déterminer une base de I'espace vectoriel des solutions de (FE).

I1. Etude de deux fonctions
+OO e dt = ﬁ

On admet le résultat suivant : ER

II.1 Montrer que les fonctions

u(t):/Oer%dx et v(t):/oﬁo&\/r%(t@dx

sont bien définies et de classe C* sur R.
II.2 Montrer que la fonction w = u + v est solution d’une équation différentielle, puis en déduire

que X (t) = < u(t) ) est solution d’un systéeme différentiel du premier ordre

v(t)
X'(t) = A(H)X(t) (Ex)

ou la fonction matricielle A : R — Mjy(C) est a déterminer.

I1.3 Déterminer, pour tout réel ¢, les valeurs propres complexes et les sous-espaces propres de
A(t).

I1.4 Déterminer une base de I'espace vectoriel des solutions sur R du systeme (E;). En déduire la
solution générale de (E).

I1.5 Calculer u(0) et v(0) et en déduire I'expression réelle de u et de v.

II1. Développement en série entiere des solutions pour A constante

II1.1 Norme matricielle induite
On se donne une norme vectorielle X — ||X || sur C" et on lui associe la fonction N définie sur

M, (C) par

AX
VA e M,(C), N(A) = sup IAX]
XeCn\{0} HXH



ITI.1.1 Montrer que I'application N définit une norme sur M,,(C).
IT1.1.2 Montrer que, pour toutes matrices A, B dans M,,(C), on a

N(AB) < N(A)N(B)

IT1.2 Développement en série entiére des solutions
IT1.2.1 On suppose pour cette question que I = R et que la fonction A est constante. Montrer
que si X est solution de (E), elle est alors de classe C™ sur I et que pour tout entier naturel
k,on a
X® (1) = AFX (t)

avec la convention que X = X et A% = J,,.
IT1.2.2 On note Xy = X(0). Montrer que pour tout entier naturel p et tout réel t € I on a

X(t) = ( klA’f) Xy +/0 (t;—!u)pAp“X(u) du

I1.2.3 Montrer que

P +k
X(t) = lim — A" X
p——+o0 P ]{;'

et en déduire que les coordonnées de X sont developpables en série entiere sur R.
II1.3 Un exemple
On suppose pour cette question que n = 4, I = R et que la fonction ¢ — A(t) est constante
égale a
—1

A:

OO =
o O =

e M,(C)

OO = O

1
1
0 1
IT1.3.1 Montrer que le polynome caractéristique Py(X) de A est X(X — 1)
Montrer que P4(A) = A(A — I;)* = 0.
I11.3.2 Soit k € N*. Montrer que la famille (1, X, X(X — 1), X(X —1)?) est une base de C3[X],
puis exprimer le reste de la division euclidienne de X* par P,(X) dans cette base.
I11.3.3 En déduire, pour tout entier k& > 1, une expression de A* en fonction de A, A(A — I,)
et A(A — ]4)2.
I11.3.4 Calculer A(A — 1) et A(A— I,)%
IT1.3.5 Préciser le rayon de convergence de la série entiere

ootn

n=1

o

ainsi que sa somme.
1

IT1.3.6 Soit X, = € C*. déterminer la solution du probleme de Cauchy linéaire

o = O

Lo 2%
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Dans tout 1’énoncé, p désigne un nombre entier strictement positif et (e, - ,e,) la base canonique de
RP.
Pour toute matrice carrée A € M,,(R), on appelle solution de l’équation de réplication de matrice A,
toute application f: t — (f1 (t), fat), - ,fp(t)) de R dans R”, donc les composantes fi, fa,---, fp
sont des fonctions dérivables sur R qui vérifient :
viellpl, VEe R, f(t) = (e — f(8), AF() Filt) (1),
ou (, ) désigne le produit scalaire usuel sur R? et A f(t) le vecteur de R? dont la matrice colonne dans
S1(t)
f2(t)

la base canonique est la matrice-produit A x

()

L’objet du probleme est d’étudier la trajectoire des solutions de (1) et en particulier leurs limites en
+00.

Partie I : solutions de I’équation de réplication scalaire

Dans le cas ou p est égal a 1, les matrices de M,,(R) ne possedent qu'un seul coefficient et 1'équation
(1) se réduit a une équation différentielle scalaire, non linéaire, dont 1’étude fait I'objet de cette partie.

Soit @ un nombre réel différent de 0.
On se propose de montrer que, pour tout réel y €]0,1[, il existe une unique fonction = définie et de
classe C' sur R, & valeurs dans ]0, 1] vérfiant :

200 2
VieR, 2'(t) =a(z(t)” (1 —z(t))

1. On note ¢ l'application définie sur |0, 1] par :

Vz € R, go(a:):—i—i—ln(lfx) (3).

(2).

a. Justifier que ¢ est une bijection de ]0, 1] sur R.
b. Donner l'allure du graphe de .

c. Les fonctions ¢ et ¢! sont-elles lipschitiziennes ?

2. a. Pour tout t € R et toute fonction f de classe C' sur R, & valeurs dans ]0, 1], exprimer
t /
I'intégrale / éf (w)
o (f(w)” (1= f(u)

b. Démontrer que, pour tout y € R, I'unique fonction 2 définie et de classe C* sur R, & valeurs
dans ]0, 1], qui vérifie (2) est la fonction f,, donnée par :

VieR, f,(t)=¢ (at+o(y)).

3. On note B(R,R) le R-espace vectoriel des fonctions bornées a valeurs dans R, muni de la norme
de la convergence uniforme.

du a 'aide des fonctions ¢ et f, de t et de f(0).

a. Démontrer que I'application ® qui associe a tout élément y de |0, 1] la fonction f, est une
application continue de R dans 'espace vectoriel normé B(R, R).

b. On note S = {f,; y €]0,1[}.
Justifier que S est une partie connexe par arcs de 'espace normé B(R,R).
S est-elle une partie ouverte de B(R,R) ? En est-elle une partie fermée ?



Partie II : étude du cas ou p = 2

Dans cette partie, on suppose que p est égal a 2 et on note A = ( Z 2 )

Soit o €]0,1[. On admet qu'il existe une unique application f: t — (fi(t), fo(t)) de R dans R?
vérifiant (1) et telle que :

f(0) =1 =

1. Soit g une fonction définie et dérivable sur R, telle que g et sa dérivée ¢’ admettent chacune une
limite finie en +o00.

Démontrer que la limite de la dérivée ¢’ en +o0o est nécessairement nulle.

2. Soit h une fonction continue sur R, a valeurs réelles et H une primitive de h sur R.
On considere une fonction x : t — x(t) définie et dérivable sur R vérifiant :

Vt € R, 2/(t) = h(t) z(t).
a. Donner, pour tout ¢ € R, une expression de z(t) en fonction de x(0) et deux valeurs de la
fonction H.

b. Que peut-on en déduire sur le signe de la fonction x si x(0) n’est pas nul?

3. a. Justifier, pour tout réel ¢, 'égalité :
FL0) + A0 = (F1), AF®) (1= A1) = fa(t))-
b. Justifier que fi(t) + f2(t) est égal a 1 pour tout réel t.
4. On suppose dans cette question que c est égal a d.
a. Utiliser les résultats de la partie I pour exprimer f; a l'aide de la fonction ¢.
b. En déduire la limite de f(¢) quand ¢ tend vers +o0o selon les valeurs de a et de b.

5. On suppose dans cette question que a et d sont égaux et non nuls, et que b et ¢ sont nuls,
autrement dit : A = a I, avec a # 0.

a. Justifier que, pour tout t € R, on a :
fit)=afit) (1= A1) 2 A1) - 1).
1
b. On suppose dans cette sous-question que xg est strictement supérieur a 3

1
i Justifier que, pour tout t € R, on a : ) < fi(t) < 1.

ii En déduire que f;(t) admet une limite quand ¢ tend vers +oo.
iii Trouver, selon le signe de «, la limite de f(¢) quand ¢ tend vers +o0.

. 1
c. Etudier la convergence de f(t) quand t tend vers +o0o dans le cas ou xy < 5

Partie III : inégalité de Pinsker (FACULTATIVE)

On pourra admettre la derniere question de cette partie pour la partie IV.

1. On considere la fonction K définie sur I'ouvert |0, 1[x]0, 1] de R? par :
11—z

) ).

a. En utilisant la concavité de la fonction In, démontrer que la fonction K est minorée. Est-elle
majorée 7

b. Justifier que K est de classe C' sur |0, 1[x]0, 1] et calculer les dérivées partielles 0, K et oK.

Y(z,y) €]0,1[x]0,1], K(z,y) =z 1n(§) +(1— ) In(

c. En déduire les points ou la fonction K atteint sa borne inférieure.



d. Justifier I'ineégalite :
11—z

x
zIn(=)+ (1 —z) In( )= 2(x —y)? (6) .
Y =y

2. Pour toute partie D de [1, p] et tout vecteur z = (x, 29, - ,x,) de RP, on note :

Zl‘i si D 7& [Z)
ITp = i€D .
0 siD=1(
Soit x = (21,2, -+ ,2p) et y = (Y1, Y2, -, yp) deux éléments de R " tels que :

P P
in = Zyl =1
i=1 i=1

On note By = {i € [1,p] | ;> y;} et B_ = {i € [1,p] | z: < i}
p
a. Exprimer Z |z; — y;| en fonction de zp, et yg, .
i=1
b. Dans le cas ou B, et B_ ne sont pas vides, justifier I'inégalité :
1-— IB+ )

sz ln > g, ln(xB+)—|—(1—:1cB+) ln(1

YB, —YBy '

c. En déduire I’ megahte, dite de Pinsker, qui généralise I'inégalité (6) :

p T 1 p 2

Partie IV : convergence vers un point de coordonnées strictement positives

On note

p p
A={(z1, - ,zp) € RSP le =1} et A" ={(21, -+ ,2,) € R ZJI:Z =1}
i=1 =
Soit f une solution de I'’équation de réplication (1) telle que f(0) appartienne & A°, c’est-a-dire
(

{VZE[DP]] fi 0)
f1(0) + f2(0) + - +fp( ) =

1. Justifier les deux assertions :
p
a. VE€ER, Y fi(t) =1
i=1
b. f est a valeurs dans A°.

On suppose désormais qu'il existe un vecteur z* = (27, 25,--- ,2,) € A° tel que :
Ve e A\{z"}, (z" -z, Axz) > 0 8) .

2. On note @ la fonction définie sur 'ouvert ]0, 1[7 par :
Vo = (x1, 29, ,xp) €]0, 1, Zx ln 9) .

a. Justifier que Q(z) est positif ou nul pour tout x € A,
b. Justifier que 2* est I'unique élément x de A° tel que Q(x) = 0.

c. Pour tout € A justifier les inégalités :




3. a. Justifier que la fonction composée @ o f est de classe C* et exprimer sa dérivée a l'aide de
f, Aet z".

b. En déduire que ) o f admet une limite positive ou nulle ¢ en +oo.

4. On suppose dans cette question qu’il existe un réel strictement positif ¢ tel que :

VteR, Vie[l,p], fi(t) =€ (10) .

p
a. Justifier, pour tout ¢ € R, I'inégalité : Z(fl@) - a:j)z > 2 2,
i=1
. Justifier que, pour tout réel strictement positif «, il existe § > 0 tel que :
VeeA, ((z—a", 2 —12") 2a)= ((zt—12", Az) = 0).

c. En déduire, en raisonnant par ’absurde, que la limite ¢ de () o f en 400 est nulle.

I~

d. Démontrer que f(t) tend vers z* quand ¢ tend vers +o0.

5. Un exemple.

-1 1 -1
Dans cette question, on suppose p=3et A= —1 -1 1
1 -1 -1

a. Justifier 'existence d’un unique vecteur z* vérifiant (8) et le trouver (on pourra chercher
parmi les vecteurs propres).

b. Démontrer que la fonction t — f1(t) fo(t) f3(t) est croissante.

c. Justifier que f(t) tend vers 2* quant ¢ tend vers +o0.



