MP 2023-202/ EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 13/11/2023 (Réduction, topologie)

2 0 -1
Ex1:SoitA=(0 2 0
1 -1 0

1. A est-elle diagonalisable sur R ? Trigonalisable sur R ?

2. Montrer qu’il existe P dans GL3(R) tel que A =P
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3. Calculer A* pour tout k de N.
4. Soit X € Mj3(R) tel que X? = A. Montrer que X et A commutent, puis trouver X.

Correction :

1. On a en développant par rapport a la deuxieme ligne :
X =2 0 1 Y_92 1
xaX)=] 0 X-2 0|=(-1)""X-2) ‘ ’ = (X -2)[X(X -2)+1] =
-1 X
-1 1 X
(X —2)(X? —2X +1) = (X —2)(X — 1)~
Ainsi Sp(A) = {2,1}.

T -1 0 1 x —r+2z =0
Ona |y| € E4y(A) =Ker([,-A) < | 0 -1 0 y|l =0&< —y =0 &
z -1 1 1 z —r+y+z = 0
z = x
y = 0~
T 1
Ainsi Ey(A) = 0], z€eR ) =wvect |0
T 1
Ainsi dim(E;(A)) =1 < my, donc A n’est pas diagonalisable.
Mais x4 est scindé sur R, donc A est trigonalisable.
x 0 0 1 x . -
2. |y]| € Es(A) = Ker(2[, —A) < [ 0 0 O y :0<:){_x+y_2220 &
z -1 1 -2 z
z =0
y = x
x 1
Ainsi Ey(A) = x|, xeR» =wvect |1
0 0
Il faut trouver une base (Uy, Uz, Us) de M31(R) telle que : AUy = 2U;, AUy = U, et
0 1
AUz = Uy + Us. Ainsi on peut choisir Uy = [ 1] et Uy = [ 0
0 1
1 0 -1 T 1
On doit avoir (A — I3)Us = U, donc on doit résoudre [0 1 0 y| = | 0], soit
1 -1 -1 z 1
Tr—z =1 1
Y = 0 . On peut choisir x = 1,y = 0 et z = 0. On pose donc U3 = | 0]. On
r—y—z = 1 0

2
a bien AU3: 0 :U2+U3.
1



Reste a voir si
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On pose P= |1
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Or det(P) =
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développant par rapport a la derniere colonne ou en utilisant la regle de
1 11
Sarrus). Ainsi (Uy, Uy, Us) est une base de M3 (R) et P= (1 0 0] convient.

010
(11 1 L 2.0 o
.OnnoteU—(O 1)P .Ona.A-P(O U)P .
SoitneN. Onadr—p(2 0
oit n ) a = 0 uUn)

On constate que U = I, + N avec N = (O 0

0 1>. Ainsi comme ILbN = N1, on peut appliquer la

formule du binome :
n

Ur = Z <Z> NFIZ=F =17 + (T) I37'N = I, +nN, car N> =0, car : Yk > 2, N¥ = 0. Ainsi :

0 1
"0 0
Onaansi A"=P |0 1 n|P™!
0 0 1
0O 1 0
Or par la méthode du pivot de Gauss, on trouve que : P~' = [0 0 1
1 -1 -1
111 2" 0 0 01 0 2" 1 n+1\ /0 1 0
Onadonc A"=1|1 0 O 0 1 n 00 1 |=1(2"0 0 0o 0 1 |=
010 0 0 1 10 -1 01 n 1 -1 -1
n+1l 2"—n—-1 —n
0 2" 0
n -n 1—n

. Soit X une solution. Ainsi on a: XA = XX?= X = X?X = AX.

Ainsi X laisse stable les sous-espaces-propres de A. Comme Ey(A) = vect(Uy) et

E\(A) = vect(U,), alors : XUy € Ey(A) et XUy € Ey(A), donce il existe a,b € R tels que :

XU, = aU; et XUy = bU,. Ainsi la matrice de 'application canoniquement associée a X dans la

a 0 =z a 0 =z
base (Uy,Us, Us) est de la forme [0 b y |, puis X =P [0 b y| Pl Ainsi X? = A, im-
00 =z 00 =z
a 0 z\° 2 0 0 > 0 z(a+z) 2 0 0
plique que P[0 b y| P'=P|0 1 1|P Y puis: |0 b yhb+2)| =10 11
00 = 001 0 0 22 00 1
a € {V2,—V2} a € {V2,-V2}
be{l,—1} be{l,—1}
Ceci équivaut a ¢ z € {1,—1} ouq ze{l, -1} . Ce dernier systeme étant impossible,
r=0 a=—z
yb+2z) =1 yb+2)=1
a € {Vv2,—V2}
be{l, —1}
alorsona: < ze{l,—1} et b et z doivent étre de méme signe a cause de la derniere ligne
z=10

ylb+2) =1



a€{V2,-v2} a€{v2,-v2}

b=1 b=—1
qui donne b+ 2z #0. Onadonc: ¢ z=1 oug z=-—
x=0 T =
y=1/2 y=—1/2
a 0 0
Ainsi X =P |0 b b/2]| P}, avec a € {V2,—V2} et be {1,—-1}.
0 0 b
a 0 0\° [a®> 0 0 2 0 0
Réciproquement, si X est de cette forme, comme |0 b b/2| =0 * »¥*|=(0 1 1],
00 b 0 0 v 00 1
2 00
alors X2=P [0 1 1| P !=Aetdonc X est solution.
0 01

Ex 2:Soit E = {f € C*([0,1],R) | f(0) = f(1) = 0} et pour f € E, on pose : No(f) = (/0 f”(t)zdt)

Montrer que Ny est une norme sur F, puis comparer .||« et No.
Correction : Montrons d’abord que N est une norme découlant d’un produit scalaire.

Pour f,g € E, on pose (f]g) = / g

Montrons que (.|.) est un produit scalaire.
1

e Symétrie : Soient f,g € E. On a (flg) = / g "—/ g " = (glf).
e Bilinéarité : Montrons la linéarité a gauche Soient f ghe Eet \,ueR. Ona:

(A + uglh) = /0 AF + g = A / PR 4 / §"H" = A(fIR) + lalh).

Comme (.|.) est symétrique, on a aussi la linéarité a droite.

1
e Positivité : Ona:Vfe E, (f|f) = / f"(t)*dt > 0.
0

i
e Séparation : Soit f € F telle que : / f"(t)*dt = 0. Comme (f”)* est continue et positive sur

0, 1], alors V¢ € [0,1], f"(t) =0.11 ex(i)ste donc ¢ € R tel que : Vt € [0,1], f'(t) = ¢, puis il existe
donc d € R tel que : Vt € [0, 1], f(t) = ct+d. Comme f(0) =0, alors d =0, puis 0 = f(1) = c.
Ainsi f = 0.
Ainsi (.].) est un produit scalaire et donc comme : Vf € E, No(f) = +/(f|f), alors Ny est une norme
(qui découle d'un produit scalaire).

On suppose qu'il existe k € R} tel que : Vf € E, No(f) < k|| f|ls- Soit n € N, avec n > 2. On pose
fn it sin(nmt) qui est bien dans E.On a: || fu]loc = 1. Par ailleurs :

. 1
No(fn) / nimdsin?(nmt)dt = n’r? /1 Ls(mrt)dt = n’n? L M = n27r2'
! 0 2 2 2nm |, V2

n?m
Ainsi Vn > 2,
\/5

ce qui est absurde. Ainsi N, n’est pas dominée par ||.| .

Soit f € F.

f est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0,1[ et f(0) = f(1) = 0. Ainsi grace au théoreme de Rolle, il
existe ¢ €]0,1] tel que f'(c) = 0.

Soit ¢ € [0, 1]. Ona]f’()\—]/ f"(w)du+ f'(c |—|/1><f” )du.

Sit > c, alors par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

= No(fn) < k| fullo = 1 et quand n tend vers +oo, on trouve : +o0o < k,



[ d”'<W MW - %MW MW P — 1 Ny(F) — Nl

Sit < ¢, alors de méme : ]/ 1 x f"(u)du| = ]/ 1 x f"(u)du] < Nao(f).

Ainsi : Ve € [0,1], |f/ ()] < Na(f).
Soit t € [0,1]. On a : .

@)= / Fw)du+ £(0)] = | / f ()] < / () s < / 1 (w)ldu < / No(f)du = No(f).
Ainsi : Vt € [0,1], |f(t)| < No(f), donc : Vf € E, || flloo < Na(f).



