MP 2023-202/ EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 04/12/2023 (Suites et éries de fonctions)

, . . oo dt
Ex 1 : Déterminer lim .
- n—+o0 J 1+1tn

1
Correction : Soit n > 2 et on pose f, : t — o0 définie sur R, .

e Pour tout n de N tel que n > 2, la fonction f,, est continue par morceaux sur [0, +00][.
1 si 0<t<1
o (fn)n>2 converge simplement vers f : t — 1/2 si t=1 qui est continue par mor-
0 si t>1
ceaux sur [0, 4o00.
e Soitn > 2. Pourt € [0,1],on a |f,(t)] < 1et pourt €]1,+oo[, on a |f,(t)] <

sit>1.

1 n 2
—F,cart" > 17,
1+ 2
1 si 0<t<1

On pose ¢ : t — { 1 g ts1 . La fonction ¢ est continue par morceaux sur
1+¢2

1
[0, 4+00[ et on a ¢(t) Miediirt donc ¢ est intégrable sur [0, +o0l.
—400

On a de plus : Vn > 2,Vt € [0, +o00], |fn(t)] < p(2).

Grace au théoreme de convergence dominé, on a :
+00 dt +o0

“+o00 1
lim = lim fa(t)dt = f(t)dt = / dt = 1.
0

n—+oo Jq 1+1tn n—+oo Jq 0

Ex 2 : Déterminer le domaine de convergence simple de Z(—l)’”rl In(x)x***2, Déterminer si on a

convergence normale sur ce domaine. Sinon, étudier la convergence normale sur tout segment inclus
dans ]0, 1[. Etudier la convergence uniforme sur ]0, 1.

Correction : Pour n € N, on pose f, : x + (—1)" ! In(z)2*" 2.
La fonction logarithme fait que I'on doit prendre x dans R, .

Z fn(1) converge.
=0

Pour # > 1,on a lim |f,(z)] =In(z) lim 2>

n—-+o0o n—-+o00

Pour z €]0,1[, on a : |fu(z)| = |In(2)|.|2*|" " et Z 2% converge, donc Z | fu(z)| converge, puis
Z fn(z) converge.

= 400. On a donc divergence grossiere.

On a convergence simple sur ]0, 1]

Etudions les variations de |f,|. On a : Vz €]0,1], |fu(2)| = — In(z)z*"*2.
d

On a : Vx €]0,1], d—(— In(x)2x*"*?) = —2®"* — (2n 4+ 2) In(2)2** ! = —2" T [1 4+ (2n + 2) In(2))].
T

Ona:l+(2n+2)In(z)>0< In(z) > S >e T,

2042
Ainsi |f,| est croissante sur |0, e~ 772] et décroissante sur [e” 772, 1],
S L N2 1
On a donc anHOO = ‘fn(e 2n+2)’ = —ln(e 2n+2> (e 2n+2> = CT— 26 L

Ainsi Z | fnlloo diverge.

n>0

On n’a pas convergence normale sur |0, 1]




Soit [a,b] C]0,1[. On a: Vz € [a,b], |fo(z)] = —In(x)z”""* < —1In(a)b™ ", car —In est décroissante et
positive sur ]0, 1[. On a donc || fu |00 fwp) < —In(a)b** 2. Comme Z b*"*? converge, alors Z |l oo, [a,8] 5
converge.

On a convergence normale sur tout segment de |0, 1]

Soit n € N.

+oo
Soit x €]0,1[. On pose R, (x) = Z fn(x) (qui existe car on a la convergence simple sur |0, 1]).

k=n+1
+o00 +o00
In(z).(—2%)"*2
_ 2\k+1 _ 2\ _
On a R,(z) = In(x) k;I(—x Y = In(z) Z;H(—x )= T
On a donc : Y €]0,1[, |R,(z)| < |In(z).(—2*)""?| = — In(x)z*" ™.
-1
Grace & I'étude de fonction précédente, on a : Vr €]0,1[, 0 < —In(x)z**** < ;ﬂ'
n

-1

Ainsi || Ry o001 < , puis hIE | Rnls0, 0,17 = 0, donc
n—-—+0o0

e
2n +4

‘ On a convergence uniforme sur |0, 1[‘




Fin de la correction des exercices de TD

Ex 3 :

1. Montrer que toute application continue f définie sur le segment [0,1] et telle que f(0) =
peut étre approchée uniformément par une suite de fonctions polynomiales (Q,,), sur [0, 1] avec

Q.(0) = 0.
2. Soit F' = {f € C°(Ry,R) | lim f(z)= } et G = Vect(z — ¢ ", n € N*). Montrer que G est

T——+00
dense dans F'.

Correction :

1. Soit P, une suite de polynomes telle que hm |f = Pulloo,joa] = 0.

On pose @, = P, — P().Ona.Qn()—Oet

Ve € [0,1], [f(2) = Qu(2)] < |f(2) = Pa(@)| + [Ba(0)] < I = Palloo o) + [Pa(0)]-

On a donc || f = Qullsc,o,0) < If = Palloc,o,1) + [P (0)]-

Comme (P,) converge uniformément vers f, alors (P,) converge simplement vers f, puis :

lim |P,(0)] = [f(0)] = 0, ainsi_lim [[f = Qnl[cc 0.1 = 0.
n—-+00 n——+o00

N

2. Soit f € F. Les éléments de G sont de la forme x +— Zak(e"”)k.
k=1

Ainsi G = {z — P(e™"), P € R[X]|, P(0) = 0}. On voudrait utiliser le théoréme de densité de

Weierstrass, mais nous ne sommes pas sur un segment. De plus il faudrait écrire f(z) sous la

forme g(e™™), pour approcher cela par des fonctions de la forme z — P(e™").
f(=In(y)) si y€0,1]
0 si y=0
10,1] et lim g(y) =lim f = 0 = ¢(0), car lim(—In(y)) = +oc.

y—0+ +oo +o00

On veut f(x) = g(e™®). On pose donc g : y — { . g est continue sur

Ainsi g est continue sur le segment [0, 1]. Ainsi grace a la question précédente, il existe une suite
de polyndéme (Q,,) telle que Q,(0) =0 et lirJrn lg = @nllos,j0,1] = O.

n—-—+0oo
Soit # € Ry. On a |f(x) — Qn(e™)| = [g(e™) = Qun(e™™)| < ||lg — Qnllos,jo,1], car e”* est dans
0,1].
On pose u, :  — @Q,(e™") qui est dans G, pour n dans N.
Ainsi || f — unlloor, < |9 = @nllos,0,1], donc lirf | f — tnl||oor, = 0. Ainsi G est dense dans F'.

n—-+0oo



