MP 2023-202/ EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 11/12/2023 (Séries de fonctions)
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Ex 1 : Montrer que S : x +— Z T sin (%) est bien définie et de classe C* sur R.
k=1

1
Correction : Pour k € N*, on pose f; : v +— z sin (%) qui est définie sur R.

okl
k——+o0 ]{2
De plus Z fx(0) converge.
—~—

k>1 G

Soit x € R*. On a |fi(x)] , donc Z fr(z) converge absolument.

k>1

Ainsi Z fr converge simplement sur R.
k>1
Montrons que S est de classe C* sur R.
dP(sin(x
On constate tout d’abord que :Vp € N,Vx € R, M

dzP
N ) Tz pr
Ainsi on a : Vp € N,Vk € N,Vz € R, e sin (E + 7)
e Pour tout k£ de N, fi est de classe C* sur R.

° E fr converge simplement sur R.
k>1

s
= sin (:c + %) (a valider par récurrence).

. . . . ») B (T ]ﬂ) 1 ..
e Soit p € N*. Soit £ € N*. On a [|f," || = ilé]g s sm(k + 5 )| = Ainsi comme
p+1>2 alors Z I flﬁ” |0 converge et donc Z f,ﬁp ) converge normalement sur R.

k>1 k>1
—+00

Ainsi S = Z est de classe C*™ sur R.

k=1
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Ex 2 : Montrer que : /0 eh—dx = nz

_ 2
e — (3n+2)
T re = <= )
Correction : Soit x € R}. On a : — e — =aze " E (e %) = E ze” 3T car on
e?r — e~ —e
n=0 n=0

a:0<e? < 1.
Soit n € N et on pose f, : x — xe”
e Soit n € N. La fonction f,, est continue par morceaux sur R’ et postives.

De plus e % f,(x) = zeUH3e 0. Ainsi f,(z) = o (e_x). Ainsi f,, est intégrable sur

Tr——+00 r——+00
[0, +00] et donc sur |0, +o0].

(2+3n)z‘

° Z fn converge simplement sur R’jr Vers T — — qul est continue par morceaux sur cet
e xr __ e—x
intervalle.
Dans Ry U {+00}, on a la relation
+o00 X +2’° 400
—————dx = / fol(z)dz.
/0 er _ o= —~Jo
+00 +00 pe—(2+3n)z 0 1 +00
Or pour n dans N, on a : fo(z)de = / ze” FHT gy — + / e~ Ty —
0 0 —(2+3n)], 2+ 3n J,
1 too
/ e~ (H3MT gy car par croissance comparée : lim ze” T = (.
24 3n J, z—+00
+o0 1 —(243n)z T 1
Ainsi : folz)dx = ‘ =—".
0 24+3n [ —(2+3n)], (2 4+ 3n)?

too x <2 1
Cela donne /O md&? = Z m

n=0



Fin de la correction des exercices de TD

Ex 3 :

nln®

1. Soit x € R* . Mont 1 ite (u,(x))pen défini :Vn € N, u,(xz) =
oit € R’.. Montrer que la suite (u,(z))nen+ définie par : Vn U () P Py P

est une suite convergente (on pourra étudier Z(ln(un) — In(up—1)).

2. On note I' la limite simple de cette suite de fonctions. Montrer que I' est continue sur R .

Correction :

1. Soit x € RY. Pour n € N*, on a :

In (1, (1)) — In(uy1 (z)) = ln( Uy () > o (x( nin® y z(x+1)..(z+n— 1)> _

' 1 (%) \e@+ ) @+n) (=)= 1)
ey e R ) D)
o (1 +1n<1+%).

On a donc :

1 1 x  a? 1 r+1 1 r+1
ln(un(m))—ln(unﬂ(x)) =T (—E — 2—712) +ﬁ_2_n?+0 (ﬁ) = — on2 “+o0 (ﬁ) n—;\-;-oo — o2 .

Par comparaison de série a termes négatifs a partie d’un certain rang, la série téléscopique

Z(ln(un(a;)) — In(up-1(z))) converge, donc la suite (un(x)),, converge vers un réel que l'on
n>2

note S(x).

Or nous avons : Vn € N*, u,(z) = ™) car on a bien u,(z) > 0. Ainsi : lirf U () = @,
n—-+0o0

1
2. Soit n > 2. Pour x € RY, on pose v, () = In(uy(x)) —In(up—1(x)) = x1n <1 - —) +1In (1 + E) :
n n
Nous allons d’abord montrer que Z vy, est continue sur R, .
n>2
e Pour n > 2, la fonction v,, est continue sur Ri.
e Soit [a,b] C RY.
Pour majorer |v,|, nous allons procéder a une étude de fonctions.
Soit n > 2. 0On a :
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ve eRY, vp(z)=(1—— |+ —. —=(1-=)+ < ——+ < ——+—=0,
n nl+s n x+n n  r+n n o n
en utilisant l'inégalité de concavité : Vo €] — 1, +o0o[, In(1 + z) < z.

Ainsi v,, est décroissante sur R’ . Par ailleurs : Vo € R, v,(z) < lim+ vn(z) = 0. Ainsi v,
z—0
est aussi une fonction négative. Par consquent |v,| est croissante sur R’ .

On a donc : Va € [a,b], |v,(2)] < ()], puis ||Vl jap) < |Un(D)]-
Grace a la premiere question Z |un ()| converge, donc Z [|Vn ] s0,[a,b) cOnVErgE.
n>2 n>2

Ainsi Z v, converge sur tout segment [a,b] de R7.
n>2

+oo
Ainsi V = Z vy, est continue sur R7, .
n=2 N
Orpourz € R} ,ona:V(r) = lim Z (In(up(x)) — In(up—1(z))) = lim (In(uy(z)) —In(ui(x))) =

N—+oc0 N—+o0

n—



In(T'(z)) — In(u; (7)) en notant que T'(x) > 0, car I'(z) = ¢°'") en reprenant la premiere ques-
tion.

On a donc In(T(x)) = V(2) + In(u, (x)), puis T(z) = uy(x)e” ™, puis T est continue sur RY,
par opérations et compositions.



