Chapitre 11 : Théoréme d’approximation de Weierstrass I
Chaptal

1. Grace a la formule de transfert, comme S, est a valeurs dans [0,n], on a :

()5 () rn

Or par définition d’une loi binomiale, nous avons : Vk € [0,n], P(S, = k) = (n) (1 —2)" ",

Ainsi :

2. Lafonction f est continue sur le compact [0, 1], donc elle y est uniformément continue (théoreme
de Heine). Donc par définition :

Ja € Ry, Va,b € [0,1], [a—bl <a=|[f(a) = f(b)] <€

Soit k € [0,n] vérifiant |k/n — x| < a. On a bien k/n dans [0, 1] et en reprenant l'implication
précédente avec a = k/n et b = z, on trouve

k
’f (ﬁ) — f(x)
3. l'inégalité triangulaire nous donne :

> (r(E)-r)rs-n < ¥

k
f (ﬁ) — f(z)
lk/n—z|>a |k/n—z|>a

< ¥ ()| rra)rs-ns ¥ oosers—n=2i. ¥ rs. -,

<e

|k/n—z|>c |k/n—z|>c |k/n—xz|>a
Or: (|——2z|>a| = U (S, = k). Cette derniére union étant disjointe, on a :
n 0<k<n,|k/n—z|>a
Sh
Pll——z|>a] = P(S,, = k) et donc :
(1% )= ¥ ps=b

|k/n—z|>c

2. (f (%) - f(x)> P(S, = k)| < 2||fll P ( %

|k/n—z|>a
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4. On reprend « de la deuxiéme question.

Soit z € [0,1]. Comme Z (Z) (1 —z)"* =@ +1-2)" =1, alors :
k=0

|Bn(f)(x) = f(2)] = —

> (Z)f (%) TR (Z)f () 2*(1 — )"k

k=0 k=0




> (s (5) - ) pis= ).

Découpons cette derniere somme en deux en séparant les k tels que |k/n—z| > a et |[k/n—z| < a.
Ainsi

B@-rol=| ¥ (1(5)-r@)rs=n+ ¥ (1(5) @) ps. -

|k/n—z|<a |k/n—z|>c

(%) - s

grace a l'inégalité triangulaire.
Grace a la deuxieme partie de la question 2, on a :

r(3)-rw

car (S, = k)o<g<n €st un systéme complet d’événements.
Pour la deuxieme somme rappelons que I’on a montré dans la question 3 que :

2 (f(g)—f@))P(Sn:k)s2ufuooP(S" >a).

— -
n
|k/n—z|>c
Or dans un exemple du cours, on a montré grace a l'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev que :

1
P Sn >a) < . On a donc :
4na?

2.

[k/n—z|<a

Ps=n+| X (1(5)-rw)ps - n),

|k/n—z|>c

2.

|k/n—z|<a

P(S,=k)<e > PSy=k)<eY P(S,=k)=exl=e¢,
k=0

|k/n—z|<a
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S (1(4)- ) s o) < s

|k/n—z|>a

Ainsi par encadrement nglfoo k/g:b (f (ﬁ) — f(m)) P(S,=k)|=0.

k
Il existe donc ng € N tel que : Vn € N, n > ng = Z (f <—) - f(:c)) P(S,=k)| <e.
n
|k/n—z|>a
En regroupant les deux inégalités, on a : |B,(f)(z) — f(x)| < 2e. Ceci étant valable pour tout
x de [0, 1] et 2e étant une constante, on a : || B,(f) — f|le < 26, puis :

dng € N,Vn > ng, ||Bu(f) — flloo < 26

. Soit f € C(]0,1],R). On considere B, (f) qui est une fonction polynomiale. La question précé-
dente nous permet de dire que

Ve € RY,3ng € N,Vn > ng, || Bn(f) — flloo < 2e.

Cela signifie que : lig—l | Bn(f) = flloo = 0.
n—-+0o0o

f est la limite uniforme de la suite de polynémes (B, (f))nen




