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Ex 1 : Résoudre le systeme

ar+ady+az = m
ar+y+az = m .
m—i—ay—i—an = m

Ex 2 : Kest R ou C, E est un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(FE).
1. Montrer que si u est nilpotent, alors u" = 0.
2. On suppose n > 2 et u € L(E) tel que u" = 0,u""' # 0.

0 O 0
0
a. Montrer qu’il existe une base By telle que Mg, (u) = A= |
: .0 0
0 0 1 0

b. Résoudre M? = A, ot M € M,,(K) est inconnue.

Ex 3 : Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 1, on considere f un endomorphisme de F.

1. On suppose que f est un projecteur, la condition « f est de rang 1 » est-elle suffisante 7 Néces-
saire ?
2. On suppose f de rang 1 et de trace 1, montrer que f est un projecteur.

3. Construire une base de L(F) de projecteurs.

Ex 4 : Soient f € L(R?) vérifiant >+ f =0 et f # 0.
1. Montrer que R* = Ker f @ Im (f)
2. Montrer que Im (f) = Ker (f* + idg).
3. Montrer que f n’est pas injective.
4. Montrer que rg (f) = 2.

00 0
5. Montrer qu’il existe une base B de R® dans laquelle Matg(f) = 0 0 —1
01 0

a‘l .. o .. al

a2 ... ... a2
Ex 5 : Soient (ay,...,a,) € (R*)" et on pose A =

an . .. DR an

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit la matrice d’un projecteur.
2. On pose B = 2A — tr(A)1,. Calculer det(B).



J. Donner une condition nécessaire et sullisante pour que 5 soit mversible. Dans ce cas, déterminer
B!

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que B soit diagonalisable.

M, (R) — M, (R)
X — =X 4+ tr(X), °
L’endomorphisme u est-il diagonalisable ? Déterminer ses sous-espaces propres.

Ex 6 : On définit : u :

Ex 7 : Soit ¥ un R-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit A\ € R*.
1. Soit p un projecteur de E. Exprimer det(idg +Ap) en fonction de rg(p) et de A.

ay
Soit V=1 : | € R". On note B =V'V.
Qn,
2. Quel est le rang de B?

3. B est-elle diagonalisable 7 Donner ses valeurs propres et les dimensions des sous-espaces propres
associés.
. 9 a;a; sii#j
4. On pose M € M, (R) telle que Y(i,7) € [1,n]*, m;; = { 11—1—]@? SHOmL
Déterminer det M.

Ex 8 : Soit la matrice M, telle que pour i,j € [1,n], on a : m;; = i si ¢ = j, 1 sinon. On note
P, son polynome caractéristique.

1. Montrer que pour n > 2, P, = (X —n)P, — X(X —1)...(X — (n—1)). On pourra effectuer les
opérations L; <— L; — L;_y, pour j > 2.
2. Par récurrence sur n, montrer que ¥n > 2, Vk € [1,n — 1], (=1)""*P,(k) > 0.

3. Montrer que M, admet exactement une valeur propre dans chaque intervalle |1,2[, |2,3], ...,

Jn — 1, 400].
Ex 9 : [Incomplet] Soit u € L(FE) 'endomorphisme associé & la matrice A dans la base B = (eq, ..., e5),
ol
0000 a
100 00
A=1010 0 c|eMsR)
001 0d
00 01e

avec (a,b,c,d,e) € R°.

1. On suppose dans cette question que a = b = ¢ = d = e = 0. Déterminer x,, et m, (le polynome
minimal de u).

2. Soit k € [1,5]. Calculer u*(e;).
3. Soit P un polynome unitaire tel que P(u)(e;) = 0.

a. Montrer que deg(P) > 5.
b. Déterminer un polynome P tel que deg(P) =5 et P(u)(e;) = 0.

. Déterminer m,,.

o

d. Déterminer y, par deux méthodes différentes.



4. Onposea=c=e=0,b=—2¢et d=4. u est-1l diagonalisable ?

Ex 10 : Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n.
1 00

Soit M= -1 3 0
-8 2 4

1. Soit f et g deux endomorphismes de E admettant chacun n valeurs propres distinctes.
Montrer que si f o g = go f, alors leurs vecteurs propres sont identiques.

2. a. Trouver une matrice A telle que A% = M.

b. Trouver toutes les matrices A telles que A% = M.

Ex 11 : On note f ’'endomrophisme de M,,(R) défini par f : M ~ M +2M7*.
1. Montrer que f est un endomorphisme de M,,(R).
2. Donner les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

4. Calculer tr(f) et det(f).

Ex 12 : Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit u € L(F).

1. a. Siu® =0, montrer que rg(u) < g

b. Soit r € N tel que r < g Donner un endomorphisme u € £(E) tel que u? = 0 et rg(u) = 7.
2. Soit v € L(FE). On suppose que u et v commutent.

a. Montrer que si u admet n valeurs propres distinctes, alors u et v admettent une base
commune de diagonalisation.

b. Montrer que si u et v sont diagonalisables, alors u et v admettent une base commune de
diagonalisation.

Ex 13 : Soit A € M,,(C) telle que A™ = I,, et que la famille (I,,, A, A%, ..., A" 1) soit libre.
Montrer que tr(A) = 0.

Ex 14 : On donne deux complexes distincts non nuls A, p et deux matrices complexes carrées de
taille p, telles que I, = A+ B, M = AA + uB, M* = N*A + i*B.
1. Montrer que M est inversible et calculer son inverse (on pourra calculer M? — (A4 pu) M + Aul,).
2. Exprimer A en fonction de M et I,.
3. Montrer que A et B sont des matrices de projecteur.

4. M est-elle diagonalisable 7 Déterminer ses valeurs propres.

Ex 15 : Soit f un endomorphisme de C".

1. Enoncer le lemme des noyaux.

2. On suppose que det(f?) # 0 et que f? est diagonalisable.
Trouver un polynome annulateur de f et montrer que f est diagonalisable.



3. On suppose que det(f“) = 0 et que f* est diagonalisable.
On suppose de plus que Ker (f) = Ker (f?). Montrer que f est diagonalisable.

Ex 16 :

Soit M € M,,(K), montrer que Sp(M) = Sp(M7T).

Soit A dans M,,(C) telle que A%+ A” = I,,.

Montrer que A n’est pas inversible si et seulement si 1 € Sp(A).
Soit P = X* —2X? + X. Montrer que P annule A.

A est elle diagonalisable ?

S S o~

Quelles remarques faire sur le polynéme minimal ? (Sous entendu trouver toutes les possibilités
pour le polynéme minimal).

Ex 17 :
-1 3 -8
1. Soit M = 1 —2 7 |. Déterminer son polynome caractéristique.
1 =2 6

2. M est-elle diagonalisable ?
3. Calculer (M — I3)? et en déduire le calcul de M™ pour tout n € N.

1
4. Montrer que (—M”) converge. On note A sa limite.

n2
Tn
5. On définit la suite (X,,) par X,, = M" - X. On notera X,, = | y,
Zn

a. Montrer que si Xy # 0, alors X,, # 0 pour tout n.
n

b. Montrer que si xg — yo + 329 # 0, alors la série de terme général diverge.
V2 4y + 22
b 1 1
Ex 18 : Soit b un réel et n > 1. On considere la matrice de 9, (R) définie par A = L
S
1 1 b
On appelle J la matrice de 91, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
1. A et J sont-elles diagonalisables ?
2. Calculer les éléments propres de J (valeurs propres et vecteurs propres).
3. Calculer det A.
b 1 1
Ex 19 : Soit b un réel et n > 1. On considere la matrice de 9, (R) définie par A = L
S
1 1 b

On appelle J la matrice de 9, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
1. Exprimer A comme combinaison linéaire de J et I,,.
2. Déterminer un polynome annulateur de A de degré 2.

3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés a A.



4. Dans calcul, justifier que A est diagonalisable, puis la diagonaliser.
5. Calculer det A.

Ex 20 : Soit £ = R[X].
+oo
1. Montrer que ¢ : (f,g) — f(t)g(t)e " dt est un produit scalaire sur E.
0

400
2. Calculer / t"e~" dt pour tout n € N.
0

3. Donner une base orthonormée de F' = Ry[X].

4. Déterminer le projeté orthogonal de X sur F.

+oo +o0
/ P(t)e™ dt‘ < / P%(t)e " dt.
0 0

Ex 21 : [Incomplet] Soit m un entier supérieur ou égal a 3. On définit le produit scalaire suivant :
soient X, Y € Mp,1(R), (X,Y) = X"Y.
Soit n un entier supérieur ou égal & —1. Une matrice A € M,,(R) est dite de type n lorsque A* = A™.

5. Montrer que : VP € E,

1. Comment appelle-t-on une matrice de type 17 Donner un exemple de matrice de type —1. Pour
la suite, on prendra n > 1.

0 O 0
2. Pour tout z € R, on définit la matrice N(x) suivante : N(z) = [0 cosz —sinx
0 sinz coswx

a. Montrer que pour tout k& > 0, N(x)* = N(kx).

b. Déterminer les valeurs de = pour lesquelles N(z) est une matrice de type n.

Pour la suite, on prendra m = 3.
Soit A € M,,(R) une matrice de type n. Soit B € M,,(R) tel que B = A",

3. Montrer que A" = A

. Montrer que B" = B puis que B est symétrique. Quelles sont les valeurs propres possibles de B 7

B

5. Montrer que —1 ne peut pas étre valeur propre.

Ex 22 : Soit n € N*. On définit une application ¢ par :
Y(M,N) € M,(R)?, ¢(M,N) = tr(M'N)
1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire.
2. Pour (M, N) € O,(R)? montrer que ¢(M, N) < n.

3. Pour (A, B) € S,(R)? montrer que tr((AB)?) < tr(A*B?)
4. Pour (A, B) € S,(R)?, montrer que tr((AB + BA)?) < 4tr(A?B?).

Ex 23 : Soit E un espace euclidien et B une base orthonormée de E. Soient x,y € E et si X = Matg(z)
et Y = Matg(y), on rappelle que (z]y) = X*Y. Soit u € L(E) et M = Matg(u). Soit v € L(E) tel
que MT = Matg(v).
On suppose que u et v commutent.

1. a. Montrer que : Vz,y € E, (u(x)|y) = (z|v(y)).

b. Montrer que Ker (u) = (Im (v))*.



. L
c. Etablir que : E' = Ker (u) & Im (v).
d. Montrer que Ker (u) = Ker (vu) = Ker (v) et Im (u) = Im (v).
2. Montrer que u et v ont le méme spectre et les mémes sous-espaces propres.

3. Montrer que u est un endomorphisme symétrique si et seulement s’il est diagonalisable.

Ex 24 : Soit E un espace euclidien, u© un endomorphisme symétrique de E.
1. Soit a = min(Sp(u)), B = max(Sp(u)). Montrer que Vz € E, o|z||* < (u(z),z) < B||=|*.

2. Montrer que Sp(u) C Ry <= Vz € E, (u(z),z) > 0, puis que
Sp(u) C R <= Vz € E\{0}, (u(x),z) > 0.

3. On suppose que Sp(u) C Ry. Montrer que Vo € E, u(z) = 0 <= (u(x),z) = 0.

4. Soit v un autre endomorphisme symétrique de E. On suppose Sp(u) C R et Sp(v) C R,.
a. Montrer que Sp(u + v) C R;.
b. Montrer que Ker(u + v) = Ker(u) N Ker(v).
c. Montrer que Im(u + v) = Im(u) + Im(v).

Ex 25 : Soient (E, (,)) un espace euclidien et f € L(E) tel que : Vo € E, (f(x),y) = — (z, f(y)). Un
tel endomorphisme est dit antisymétrique.

1. Montrer que : Vz € E, (f(z),z) =0 et (f*(z),z) <0.
2. Soit B une base orthonormée de E. Que peut-on dire de A = Matg(f)?
3. En calculant det(A”), montrer que si f est bijective, alors la dimension de E est paire.

4. Montrer que f? est diagonalisable et que son spectre est inclus dans R_.

Ex 26 : Soit £ un espace euclidien et v € £(E) un endomorphisme symétrique.

On dit que v est positif lorsque : Vx € E, (z|v(z)) > 0.

On dit que v est défini positif lorsque v est positif et : (z|v(z)) =0 = = = Op.
1. a. Montrer que v est positif si et seulement si Sp(v) C R,.

b. Montrer que v est défini positif si et seulement si Sp(v) C RY.

2. Soit (u1, ..., u,) une base de E. On définit : Vo € E, f(x) = Z(ﬂ%)uz
i=1
a. Montrer que f € L(F), que f est symétrique, défini positif.
b. Montrer qu'’il existe un endomorphisme g € £(E) symétrique défini positif tel que g*> = f'.

c. Démontrer que (g(u1), ..., g(uy,)) est une base orthonormée de FE.

Ex 27 : Soit F un espace euclidien de dimension n € N*.
Soit k € R et a € E un vecteur unitaire. On définit un endomorphisme wu; de E par :
Ve € B, ug(x) =z + k(z|a)a.

1. Calculer ug(a) et montrer que uy, est diagonalisable dans une base orthonormée.

2. L’endomorphisme uy est-il symétrique ? Préciser son spectre.

3. Trouver les valeurs de k telles que u; est un automorphisme. dans ce cas, expliciter u,;l.

Ex 28 : Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension n, v un endomorphisme symétrique de E.



1. >Soit p un entler naturel 1impair.
a. Montrer l'existence d’'un endomorphisme symétrique v tel que v¥ = u (On pensera a la
matrice représentative de u).

b. Montrer que v possede les mémes sous-espaces propres et le méme nombre de valeurs propres
disctinctes que w.

c. Montrer que v est I'unique endomorphisme symétrique tel que v¥ = u.

2. Soit p un entier naturel pair et non nul.
a. A-t-on les mémes résultats?
b. Que peut-on dire si u est positif 7 (¢’est-a-dire Sp(u) C Ry)

c. Que peut-on dire si v et v sont positifs ?

Ex 29 :
1ot
1. Montrer que pour tout n € N* il existe un unique u, € ]0,1] tel que / 7 dt = n. On pourra
1 et Un,
considérer la fonction x — / n dt.

2. Etudier la monotonie de (u,) et sa limite.

3. On pose v, = n+1In(u,). Montrer que (v,,) converge et exprimer sa limite sous forme d’intégrale.

4. Quelle est la nature de la série Z Up !

Ex 30 : Soit (a,) une suite de réels telle que ¥n € N, a,, > 0. Pour tout n € N, on pose :

B 1
- 1+ n2a,

n C’Vl

= et
1+ a,
1. a. Montrer que si lim b, =0, alors lim a, = 0.
n—-+oo n—-+00

b. Montrer que pour n suffisamment grand, a,, < 2b,.

2. a. Montrer que si E b, converge, alors E a, converge.

b. Trouver des exemples pour lesquels Z ¢, diverge et Z a, converge ou diverge.

. n—1
admet un minimum sur [0, +00[ en
1+ n’x n

3. On admet que la fonction f: z +— x +

a. Montrer que si 5 a, converge, alors E ¢, diverge.

b. Montrer que si 5 a, diverge, alors g ¢, converge ou bien diverge.

Ex 31 : On définit pour tout entier n € N :

an = sin(m(2+V3)") , b, =sin(7(2 —V3)").
1. Montrer que Z b,, converge.

2. Montrer que, pour tout n € N, la somme (2 4+ v/3)" 4 (2 — v/3)" est un entier naturel pair.

3. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

anw” , Zanbnx" , Z(an+bn)x”.



“+o00
1)
Ex 32 : Pour z € R’ on pose S(z) = Z (=)

n=0

n+z

1. Montrer que S est définie sur R’ , puis qu’elle est de classe C! sur cet intervalle et que :
+oo (_1)n+1
vz e R*, S'(z) = —
+ ( ) Z (TL + 1‘)2

n=0

2. Etudier la monotonie de S.

1
3. Montrer que : Vo € R, S(x+ 1)+ S(x) = —. En déduire un équivalent de S au voisinage de 0.
x

. (12 — 1)+
Ex 33 : Soit t € R. On pose Vn € N, f,,(t) = T
n

1. Donner le domaine de convergence D de Z fn-

+0o0
2. Calculer Z fult).
n=0

3. Etudier la convergence normale de Z fn sur [0,1].

4. Etudier la convergence uniforme de Z fn sur [0,1].

L2 - 1)n+t
5. Quelle est la nature de la série Z Uy, AVEC U, = / dt?
0

n+1
+00

6. Calculer Z Uy,
n=0

R, — R
Ex 34 : On pose Vn € N, f,, : (xIn(z))™ .
r —
n!
1. Montrer la convergence simple sur R’ de Z fn et calculer la somme.

2. Montrer que pour tout n € N, f,, est intégrable sur |0; 1] et déterminer son intégrale.

3. Démontrer U'intégrabilité de x +— 2 sur ]0; 1] et exprimer son intégrale sous forme de somme.

Ex 35 : Etudier la convergence simple, normale et uniforme sur lintervalle [0, +00[ de la série de

fonctions g fo avec f, 1 x — nale ™V,
n>1

Ex 36 :
1. Ftudier | imple d " s R
. Etudier la convergence simple de ;(— ) o1 S Ry
400 e
On note, pour z € Ry, S(x) = ;(—1)”n 1
2. La série de fonctions considérée converge-t-elle normalement sur R, ? Converge-t-elle uniformé-
ment ?

3. Montrer que sa somme est continue sur R, et donner sa limite en 4o00.
x

er +1

4. Résoudre y —y = — sur |0, +o00.



. BEmn déduire 'expression de S a l'aide des fonctions usuelles.

Ex 37 :
1
1. Montrer que I = / In(z) In(1 — z)dx est bien définie.
0

2. Donner la décomposition en série entiere de x — In(1 — z) et préciser son rayon de convergence.

3. Ecrire I sous la forme d’une série.
400 71'2
4. Donner la valeur exacte de I en sachant que g TG
n

n=1

1
Ex 38 : Soit : V(p,q) € N*, I,, = / 2P(Inz)? dz.
0

1. a. Montrer que [, , converge.
b. Calculer I, ,.

1 oo
1
2. Montrer que / e dy = Z(—l)"“—n.
0 n=1 n

Ex 39 : A laide de séries entieres, calculer les sommes

1. f (—711)”‘

n=1

+oo
—1)"
2. Z (—)1 (sans utiliser la premiere question).

Ex 40 :

n(9n)!
2". En déduire celui de Z Msf"*l.

, 4"(2n)!
1. Calculer le rayon de convergence de la série
; ( (2n 4+ 1)!

— (2n +1)!
On note S(z) la somme de cette série.

2. S est-elle dérivable sur son intervalle ouvert de convergence ? Calculer explicitement S’(z) et en
déduire S(z).

ot Sin(t)

+oo€
Ex41:Soitf::Er—>/ n dt.
0

Montrer que f(0) existe.
Montrer que f est définie sur R’ . On admet que f est continue en 0.
La fonction f est-elle de classe C' sur R% ?

Déterminer f sur R7.

St e oo

t

+oo
En déduire la caleur de / dt.
0

42
ext

1+t2dt

+oo
Ex 42 : On pose f(x) = /
0



1. a. Montrer que f est définie et continue sur |0; +oo|.

b. Montrer que f est C* sur |0; +-o0] .

1
2. a. Montrer que f est solution de (E) : ¢/ —y = —5\/§

+oo
b. Déterminer la fonction f. Rappel : / e~ dt g
0
400 1— efact2
Ex 43 : Soit F' la fonction définie pour x dans R par F(x) = / — dt.
0

1. Vérifier que F est bien définie sur R, et montrer qu’elle est dérivable sur R7, .

2. Calculer F’. On donne / e dt = g
0

3. Exprimer F.

Ex 44 : On considere R™ muni de (.,.), produit scalaire quelconque. Soit f un endomorphisme sy-
métrique a valeurs propres strictement positives.

1. Montrer que pour tout h # 0 appartenant a R™, (f(h), h) > 0.
1
2. Soit u € R" et g : R" — R définie par : Vo € R", g(x) = §<f(x),a:> — (u, x).

a. Montrer que g est différentiable et calculer sa différentielle.

b. A l'aide des questions précédentes, montrer que g admet un point critique unique zy tel que
~1
20 = f (u).

c. Montrer que g admet en zy un minimum global.

Ex 45 :

1. Soit m € N* tel que Y;,, = min(X,m), avec X une variable aléatoire suivant une loi géométrique
de parametre p €0, 1].

a. Déterminer Gy, la série génératrice de X.
b. En déduire E(X) et V(X) grace a la question précédente.
c. Déterminer la loi de Y,, et son espérance.

2. Montrer qu’'une variable aléatoire X est sans mémoire
(Vk,neN, P(X >n+k|X >n)=P(X > k)) si et seulement si X suit une loi géométrique.

Ex 46 :
Pour tout n :
e Soit p, appartenant a |0, 1],
e soit X, (respectivement Y;,) une variable aléatoire suivant une loi de Bernouilli (respectivement
géométrique) de parametre p,,
e on suppose X, et Y,, indépendantes.
On pose U, = X,, - Y,

1. Calculer I'espérance et la variance de U,,.
2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (V(U,,)), converge vers 0.

3. Montrer que pour tout a > 0, lim P {|U,, — 1| > a} = 0.



Ex 47 : [Incomplet] Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi bi-
1
nomiale B(n, 5) oun € N".

1. Rappelez 'espérance et la variance de X.

“/n n 2n
2. Mont : = )

3. Calculer P(X =Y).
. Montrer que P(X <Y) =P(Y < X).
5. Calculer P(X > Y).

N

Ex 48 : On considere une urne contenant n jetons numérotés de 1 a n. On tire ces jetons avec re-
mise et on note X la variable aléatoire correspondant au numéro du tirage pour lequel on obtient pour
la premiere fois un jeton différent du premier tiré. Pour & € [1,n], on note Ay I’événement « le jeton
k est tiré au premier tirage ».

1. Montrer que (Ag)rep,n] est un systeme complet d’événements.
2. Déterminer la loi de X.
3. Que peut-on dire delaloideY =X —17

4. Déterminer espérance et variance de X.

Ex 49 : Soient X,Y,Z des variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un méme
espace probabilisé (€2, A, P) et suivant la méme loi géométrique de parametre p € |0, 1].

1. Calculer P(X =Y). En déduire P(X <Y).
2. Déterminer la loi de X + Y.

3. Calculer P(X > n).

4. Calculer P(Z > X +Y).

Ex 50 : Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N*, de loi donnée par :
Vk € N*, P(X =k) =p(1—p)* !, ot p est dans ]0, 1[. On pose Y = (—=1)~.

1. Déterminer la loi de Y.
2. Calculer E(Y) et E(XY).
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Ex 51 : [IMT 2]
Soit f un endomorphisme de E dans E tel que fo f = f.

1. Montrer que E = Ker (f) @ Im (f). Que dire de f? Donner une interprétation géométrique.
2. On suppose désormais F de dimension finie n. Donner une représentation matricielle de f.
3. Donner un exemple de f tel que fo f # f mais Ker (f) ® Im (f) = E.

Ex 52 : [IMT] Soit n € N. Soit f,g € L(C") tels que fog = 0 et f + g soit bijective. Montrer
que rg f+rg g =n.




Ex 53 : [Navale] Soient A, B € 9, (R) avec rg B = 1.
Montrer I'inégalité : det((A + B)(A — B)) < det(A?).

Ex 54 : [IMT 1] Soit M € M,(R). On note S = {PMP~' | P € GL,(R)}. Montrer que S = {\oI,,}
pour Ay # 0 si et seulement si tout élément de S a tous ses éléments diagonaux non nuls.

-1 -4 2 2 1 1
Ex 55 : [IMT] On pose : A = 1 3 -1 |etB= 0 0 —2
-1 -2 2 -1 0 2

A et B sont-elles semblables ?

Ex 56 : [IMT] On pose A = (g il)))

1. Etudier la diagonalisabilité de A, et la diagonaliser si possible.
2. Résoudre I'équation M? = A pour M € My(R).

Ex 57 : [IMT 2] Soit E un R-espace vectoriel et u € L(E). Soient Ay, ..., A\, les valeurs propres réelles
de u deux a deux distinctes.

1. Donner une condition sur P pour que u soit diagonalisable et le démontrer.
2. Un endomorphisme de R” peut-il étre annulé par (X — 1)(X? + 1) et de trace égale & 0.
3. Un endomorphisme de R peut-il étre annulé par (X — 1)(X? 4 1) et de trace égale & 3?

n[X]

R,[X] — R
— X(X—1)P —nXP °

P
1. Montrer que : ¢ € L(R,[X]).

2. Déterminer le spectre de ¢. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

Ex 58 : [Navale] Soit ¢ : {

Ex 59 : [Navale] Soient A, B € M,,(C). Montrer I’équivalence :
A et B ont une valeur propre commune si et seulement si il existe X € 9,(C)\{0} telle que AX = X B.
Y-a-t-il unicité de la matrice X 7

Ex 60 : [IMT] Soit A € M,,(R) composée de 1 sur la premiere ligne, la premieére colonne et la diagonale,

11 -+« .. 1
11 0 --- 0
les autres coefficients étant nuls : A=1|: 0 :
10 --- 0 1

1. On suppose n > 3. Montrer que 1 est valeur propre et déterminer 1’espace propre associé.

2. En déduire les autres espaces propres.

Ex 61 : [IMT] Soit A € 9, (C).
1. Montrer que Sp A = {0} si et seulement si A est nilpotente.



2. On suppose Tr A = 0 pour tout & € N*. Montrer que A est nilpotente.

Ex 62 : [IMT 2]

1. Soit A € M,,(K). Donner la définition d’une valeur propre de A et du polynome caractéristique
de A. Quel est le lien entre ces deux notions ? A admet-elle toujours une valeur propre ?

2. Soit A une valeur propre de A. Soit P un polynéme annulateur de A. Que peut-on dire de P(\)?
Justifier.

3. Soit A € M,(R) telle que A* + A + I,, = 0,,. Que peut-on dire des valeurs propres réelles de A ?
Et des valeurs propres complexes ?

Ex 63 : [IMT 1] Soit 'endomorphisme «: M,(R) —
M +—
propres de wu, ainsi que les espaces propres associés.

M, (R) Déterminer les valeurs
M

Ex 64 : [IMT 2] On note E = {f € C*(R",R)/ f(0) = 0}. Pour f € E on définit la fonction
T(f) sur Ry par T'(f) : x »—>/ @ dt.
0

1. Montrer que T'(f) est bien définie sur R et que T est un endomorphisme de E.

2. Déterminer les éléments propres de T'.

100
Ex 65 : [ENSEA] Soit A= |1 4 0] € M3(R).

1. Trouver les éléments propres de A. On note P la matrice inversible telle que P~'AP = D, avec
D diagonale.

2. On note (E) I'équation M? = A, M € M3(R). Montrer que si M est solution, alors M et A
commutent puis en déduire que C'= P~ M P est diagonale.

3. Résoudre (E).

0 -1 - -1

Ex 66 : [IMT] Soit A= |~ = | e M.(R).
S —

-1 -« =1 0

1. Justifier sans calcul que A est diagonalisable.

2. Diagonaliser A dans une base orthonormée.

Ex 67 : [IMT] On définit une matrice réelle de la forme :

aq b1 0 e 0

o i ) .
A=1o0 0

) b

0O ... 0 c¢p1 apn

Montrer que si Vk € [1,n — 1], exbr > 0, alors A est diagonalisable.



On montrera qu’il existe une matrice D diagonale et inversible D telle que D™ AD soit symétrique.

Ex 68 : [IMT 1] Soit £ un espace euclidien. On pose A(E) = {f € L(E) / ¥(z,y) € E?, (f(z)ly) =
—(@f())}-
1. Soit f € A(FE). Soit Bp une base orthonormée de E. Que peut-on dire de la matrice de f dans
Bg?
2. On suppose ici que dim(E) = 2.
Soit C'(E) 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec tous les éléments de A(F).
Montrer que C(F) est un sous-espace vectoriel de L(E) contenant A(F).

Ex 69 : [IMT 2] Soit £ = {f € C°(]0,1],R) / t > t>f(t) est intégrable sur |0, 1]}.

1. Montrer que E est un espace vectoriel.

1
2. Montrer que (f,g) — / t2f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur E.
0

1
Ex 70 : [IMT 1] Démontrer I'existence de m = min ({/ (z* —ax — b)*dx / (a,b) € R2}>. Détermi-
0

ner tous les couples (a, b) ou le minimum est atteint.

Ex 71 : [IMT 1] Soit £ I'ensemble des fonctions continues de [—1, 1] dans R. On définit la fonction
1
suivante : V(f,g) € E*: < f,g >:/ f(t)g(t)dt
-1
1. Montrer que cette fonction est un produit scalaire.

2. Soit F={f€ E:Vrecl0,1] f(z)=0}. Calculer F*.
3. Que vaut F + F*+.

Ex 72 : [IMT 1] S € S,(R), dont toutes ses valeurs propres strictement positives.

_ SkX
Soit Yk = m

Montrer que Y) converge vers un vecteur propre.

(=n"

Ex 73 : [IMT 2] Montrer que la série Z P B
n sinn

n=0

converge.

1. A laide d'un développement limité.

)

2. En caractérisant Z ( - —
et n—+1+sinn n

3. En montrant que le critere spécial des séries alternées s’applique.

Ex 74 : [IMT 1]

1 a
1. Soit a > 0, on définit une suite récurrente (x,,) par xo > 0 et z,11 = 5(51% + —). Etudier la suite

n
2. Soit A € STT(R) (ensemble des matrices symétriques réelles & valeurs propres strictement posi-
tives). Montrer qu’il existe une unique matrice B € S (R) telle que B* = A.



1
3. Soit A € S (R). On définit une suite récurrente (A,) par Ag = A et A,y = 5(14” + AATY.

Montrer que (A,) converge vers B.

Ex 75 : [BECEAS] Soit P € C[X] et g: z € C+— |P(2)].
1. Montrer que Hgn g existe et vaut 0 (sans utiliser le théoreme de D’Alembert-Gauss).

2. En déduire que P est scindé sur C[X].

1 1
Ex 76 : [IMT] Soit m € N*. On note (E,,) ’équation n(z) = —
T m

1. Montrer qu’il existe des suites (u,,) et (vy,) telles que u,, et v, vérifient (E,,) et pour m assez
grand 0 < u,, < e < Up,.

2. La suite (u,,) converge-t-elle. On note ¢ sa limite

3. Trouver un équivalent de u,, — ¢.

Ex 77 : [IMT 1] Soient a,b,c € Ret : Yn € N*| w, = aln(n) + bln(n + 1) 4+ cln(n + 2). Déter-
miner en fonction de a, b, ¢, la nature de Z u, et calculer cette somme lorsqu’elle converge.

Ex 78 : [IMT 1]
(="
(2n)!

2. Proposer un encadrement de S avec ses sommes partielles.

1. Montrer que la série de terme général converge et calculer sa somme S.

3. Montrer que S est irrationnel.

1
Ex 79 : [IMT 1] Existence et calcul de Z 2 o
(p,q) ENXN* p+a)(1+p+q¢?)

Ex 80 : [BECEAS] Soient f de classe C*° de R dans R et P un polynéme de degré impair tel que :
Vn e N, Vz € R, |f™(z)| < |P(x)|.

1. Montrer que : Ja € R, Vn € N, f™(a) = 0.

2. En déduire que f est identiquement nulle.

3. Ce résultat reste-t-il vrai si P est de degré pair ? Si oui, on donnera une démonstration, sinon un
contre-exemple.

+o00
Ex 81 : [Navale] Soit f : R — R continue. On suppose que f(t)e ™ dt converge pour un cer-
0
tain a > 0.
+oo
1. On suppose f > 0. Montrer que f(t)e " dt converge pour tout x > a.

0
2. Montrer ce résultat pour f de signe quelconque.

+oo -t
Ex 82 : [Navale]| Montrer que : Vo € R}, u(z) = / ©_ Sinatdt > 0.
0

Vi



1
Ex 83 : [IMT] Pour tout n € N, on pose [,, = / (tInt)™ dt. Montrer que cette intégrale converge.
0

Donner sa valeur.

+o00
Ex 84 : [IMT 1] Soit F: x> 2y

n=1

- Déterminer les limites de F en 07 et +oo.
ni+e

+o0
1
Ex 85 : [IMT] Soit f: 2 — E — sin(nz) cos™(x).
n
n=1

1. Justifier que f est définie sur R.
2. Etudier la parité et la périodicité de f.
3. Justifier que f est de classe C' sur ]0, w[. Exprimer f’.

4. En déduire une expression de f.

Ex 86 : [IMT 1] Développer en série entiere f : z +— In(1 — v2x + z2).

Ex 87 : [IMT]

Soit a € R. Déterminer le DSE sur | — 1,1[ de g(z) = Arctan (xsin(a)

(1 —zcos(a))

Ex 88 : [Navale] Soit (a,)neny une suite réelle. On pose : Vn € N, ¢, = Zak et on
k=0
suppose que ¢, — A quand n — +oo.
Xa =Re
1. Trouver le rayon de convergence de f(t) = Z Ht et g(t) = z% mt :
n=0 n=

t
2. Montrer que f' = ¢ — g et que Vt € R,/ flw)e ™ du = (g(t) — f(t))e ™.
0

3. Montrer que / flwe™du=A
0

Ex 89 : [IMT 1] Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série suivante :
n®+4n —1
(n+ 2)n!

z".

(]

n>0

exp(—a?(# + 1))

dt.
t2+1

1
Ex 90 : [IMT 2] Soit G la fonction définie sur R par z — /
0
Soit F' la fonction définie sur R par = — / exp(—u?)du.
0

1. Montrer que G est de classe C.
2. Exprimer G'(z) en fonction de F(z) et F'(z).
3. Déduire F(z).



“+oo
Ex 91 : [BECEAS] Soit f : « »—>/ t"te~tdt.
0
1. Montrer que f est définie sur R’ .
2. Montrer que f est convexe.

3. Montrer que f est convexe a I'aide d'une caractérisation faisant intervenir f” (on n’oubliera pas
de vérifier que f” existe bien).

Ex 92 : [IMT 1]

Soit C'(x) = ’ —e_t d S(x) = ! —e_t d
oit C'(x cos(zt)dt et T sin(xt) dt.

1. Montrer la continuité et la dérivabilité sur R de C' et S.

2. Soit U = C' +iS. Déterminer un équation différentielle vérifiée par U.
+oo -t

3. En admettant que / Wdt = /7, déterminer C et S.
0

Ex 93 : [IMT 2] Soit (E) : 2y’ +y =0.

Trouver une solution de (£) développable en série entiere.
Il y a-t-il d’autres solutions de (E) sur |0, +o0.

Résoudre (F) sur R.

N L b~

/ —

Soit (E') : { ;g(;?_—i_yy(x) =0 Résoudre (E') sur un intervalle I et donmer le plus grand
0) = Yo

intervalle possible pour I.

Qu’aurait-on pu conclure sans calcul grace au théoréeme de Cauchy-Lipschitz ?

5. Tracer 'allure de la fonction y développable en série entiere en 0.

Ex 94 : [IMT] Trouver une solution & I'’équation différentielle 2y — 3/’ 4 2*y = 0 sous forme de somme
d’une série entiere.

Ex 95 : [IMT 1] Soient n € N,a € N*.
On dispose de n urnes dans lesquelles sont réparties na boules de maniere aléatoire et indépendante.
n

On définit Y;, le nombre d’urnes vides, et S,, = —
n

1. Calculer E(Y,,). Calculer lim E(Y,).

n—-+o00

2. Calculer E(S,,) et V(S,).

Ex 96 : [IMT] On considere X;,i € N*  des variables aléatoires indépendantes suivant une loi de
Bernoulli de parametre p. Soit » € N*. On définit la variable aléatoire

T, =min({neN"| X;+---+ X, =r} U{+oo})
1. Pour r = 1, reconnaitre la loi de T;.

2. Calculer P(T, = n).

3. Montrer que I’évenement (7, = +00) est négligeable.



Ex 97 : [IMT 1] Soit X, Y, Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes suivants une
loi binomiale parametres n, p.

X X X
Onpose M =Y Y Y
Z 7 Z

1. A Daide des fonctions génératrices, montrer que S = X + Y + Z suit une loi binomiale puis
donner 'espérance et la variance de S.

2. Trouver une expression de M? en fonction de M et S.

3. Déterminer la probabilité que M soit un projecteur.

Ex 98 : [IMT 2] Une urne contient initialement une boule blanche. On effectue un ou plusieurs lancers
indépendants d’une piece équilibrée.

e si on obtient pile : on ajoute une boule noire et on lance a nouveau la piece,

e si on obtient face, on tire une boule de I'urne et I'expérience s’arréte.
On note X le numéro du lancer auquel on arréte ’expérience.

1. Déterminer la loi de X.

2. Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche a la fin de ’expérience ?

Ex 99 : [ENSEA]

1. Soit a > 0, Y7, ..., Y, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi, admettant un moment
S, V(Y
d’ordre 2. Pour n € N*, on pose S, = Y] + ... + Y;,. Montrer que P(|— — E(Y})| > a) < ( 21)
n na
2. On dispose d’'urne urne contenant 2 boules rouges et 3 boules noires, on effectue un tirage avec
remise. Au bout de combien de temps peut-on espérer avoir 95% de chance de tomber sur une
boule rouge avec une probabilité comprise entre 0,35 et 0,457

Ex 100 : [Navale] Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.
1. Soit A > 0, N une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(\). Montrer que si g est une
fonction de N dans N, alors E(Ng(N)) = AE(g(N +1)).

2. Soit T une variable aléatoire telle que T'(2) = N et telle que E(T'g(T)) = AE(g(T + 1)) pour
toute fonction g de N dans N telle que E(g(T'+1)) < +o00. Montrer que 7" suit une loi de Poisson.



