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Séance du 15/05 : Algebre linéaire

: [CCINP 2022] Soient £ un R-espace vectoriel de dimension n > 2 et f € L(E).

. Donner un exemple d’endomorphisme pour lequel le noyau et 'image ne sont pas supplémen-

taires.

. Montrer que si f est diagonalisable, alors Im (f) et Ker (f) sont supplémentaires. Que dire de

la réciproque ?

. (a) Montrer que la suite (dim Ker (f*))zen est croissante.

(b) Montrer qu'il existe ko € N tel que : V& > ko, Ker (f*) = Ker (f*0).
(c) Montrer que Ker (f*) et Im (f*) sont supplémentaires dans E.

Ex 2 : [CCINP 2022] Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
1. Soit p un projecteur (p linéaire et p* = p). Montrer que Kerp @ Imp = E et que p est la
projection sur Im p de direction Ker p.
2. Soit f € L(FE). Montrer qu'il existe g € L(F) tel que fog=0et f+g € GL(FE) si et seulement
si FE=Ker f&Imf.
Ex 3 : [CCINP 2022] Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n et f un endomorphisme

de E vérifiant : f* = —Idg.

1. Montrer que f n’admet pas de valeur propre réelle et montrer que f est bijectif.
2. En déduire que la dimension de E' est paire.
3. Soit w un vecteur non nul. Montrer que Vect(u, f(u)) est stable par f.
4. On prend n = 4. Montrer l'existence de deux vecteurs u,v tels que (u, f(u), v, f(v)) soit une
base de E.
5. Généraliser ce résultat.
Ex 4 : [CCINP 2022] On note E 'ensemble C°(R" R) et on définit 'application u telle que pour

tout f € E, u(f)(z) = i/:f(t) dt si z > 0 et u(f)(0) = f(0).

1

2

3.

(a) Montrer que pour tout f € E, u(f) est continue sur R* et dérivable sur R**
(b) Pour tout f € E, déterminer u(f)’

(a) Montrer que u € L(E)

(b)

(c) w est-elle surjective ?

Montrer que u est injective

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres associés de u



Ex 5 : [IMT 2 2022] Soit X = | . | € M,1(R).

0
1. Soit F' l'ensemble des M € M, (R) dont X est un vecteur propre. Montrer que F est un
sous-espace vectoriel de M,,(R); quelle est sa dimension ?

2. Méme question avec X quelconque.

Ex 6 : [ENSEA 2022] Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2 et u un endomorphisme
n’ayant que E et {0} pour seuls espaces stables.

1. Montrer que u ne possede pas de valeur propre.

2. En déduire K # C.

3. Montrer que pour tout # € E\ {0}, la famille (z, u(x),u*(x),---,u™ (z)) est une base de E.
4

. Comment est la matrice de u dans cette base ?

Ex 7 : [CCINP 2019] Soit p et ¢ deux projecteurs de E ou E est un espace vectoriel de dimension n.

—_

Montrer p 4+ q est un projecteur si et seulement si poqg=qgop=0.

o

On suppose que p + ¢ est un projecteur. Montrer que Im(p 4+ ¢) = Imp @ Imq et
Ker(p + ¢q) = Kerp N Kerg.



Séance du 16/05 : Intégration

Ex 8 : [CCINP 2022

1. Donner le développement en série de Taylor de I'exponentielle sur [0; 1].

\)

1
. On pose I,, = / (1 —t)"e'dt. Montrer que la suite (I,,),, converge et qu’elle est de limite nulle.
0

3. Donner un équivalent de [,, en partant d’une intégration par parties

4. (a) Exprimer e fonction de 1,

k=0
(b) Montrer la convergence de la suite u,, = nsin(27nle)

Ex 9 : [CCINP 2022] Soit I,, = / W—Jrl)t)dt et J, = / sin((2n +1)t) o,
0 sin(t) 0 ¢

Justifiez 'existence de ces intégrales

N =

. Montrer que [, est constante. On pourra calculer I,,,; — I,.

3. Soit ¢ une fonction de classe C'sur [0, g]

Montrer que lirf /2 o(t)sin((2n+ 1)t)dt =0
n—-+0oo 0

4. Montrer que lim (I, — J,) = 0 et en déduire la valeur de lim J,.
n——+00 n—+oo

T tsint
Ex 10 : [CCINP 2022] Soit [ = / 2O gt
o 241
1. Montrer que I existe.
Y t|sint
2. On considere : Vx € R, J(x) = / ‘;m | dt.
s 211

Sin

n—1 T
Montrer que : Vn € N*, J(nm) = / (u+ km)—————du
; 0 (u+km)2+1

3. I est-elle absolument convergente ?

+o0 e—(u2+i)t2
Ex 11 : [CCINP 2022] Soit F': t +— / —
0 U 4

1. Montrer que F' est définie et continue sur R.

+oo
du. On admet que / e dt = g
0

+00
2. Pour t € R’ , déterminer / e du.
0

3. Montrer que F est de classe C' sur R* et : Vt € R, F'(t) = —/me ™,
En déduire que F est dérivable en 0 et que F est de classe C* sur R.

4. Déterminer lim F(t).

t—+00

+oo
5. Montrer que F(0) = ﬁ/ e~ dt.
0

“+o0o +oo
6. En déduire les valeurs de / cos(t?)dt et / sin(t?)dt .
0 0



Int
Ex 12 : [CCINP 2022] On définit pour tout ¢ > 0, f(t) = =

(140
1. Montrer que f est intégrable sur ]0, 1], puis sur [1, +ool.
2. Calculer /1 f(t)dt et +00 f(t)de
0 1
Ex 13 : [IMT 2 2022]
1. Pour x € R, montrer que u, : t — 64%6_% cos(xt) est intégrable sur R} . On posera f(z) =
/ T
0
2. Montrer que f est de classe C* sur R.
3. Montrer que : Vz € R, f'(z) = 4—fm2 - 1_1102.
4. Montrer 'existence de K = / dt En déduire all,%l+ - eT_tdt.
5. Calculer f(z). ’
Ex 14 : [IMT 2 2019]
1. Si f est continue sur [a, b], que représente S, ( - —f "Zl f ( ) ?
[lustrer graphiquement et énoncer le théoreme relatif a ;:(Of)

n—1
k?2
2. Trouver un équivalent en +oo de —_—
; n2(nd + k3)1/3



Séance du 17/05 : Algebre générale

n—1

Ex 15 : [IMT 1 2022 Soit n € N*, ag € R}, (a1, ....,an—1) € (R)", P=X" =) a, X"
k=0
1. Montrer que dans R’ , P admet un unique zéro, noté p.

2. Montrer que tout zéro de P est de module inférieur ou égal a p.

n—1
3. Montrer que : p < max (1, Z ak,).
k=0

4. Montrer que : p <14+ max ay.
0<k<n—1

Ex 16 : [IMT 1 2022]
1. Le groupe U(Z/10Z) = (Z/10Z)* est-il cyclique ?
2. Le groupe U(Z/127) = (Z/12Z)* est-il cyclique ?

3. Soient des entiers p,q supérieurs ou égaux a 2 tels que p A ¢ = 1. Montrer que Z/pqZ et
Z]pZ x 7./qZ sont isomorphes.

Ex 17 : [IMT 1 2022] Quels sont les polynomes complexes P tels que P(U) C U (en notant U le
cercle unité) ?

Ex 18 : [IMT 1 2022] Pour un anneau A, on dit qu'un idéal I de A est premier si et seulement
si:

V(r,y) € A2 aycl = z€louycl.

Soit A un anneau commutatif dont tous les idéaux sont premiers, montrer que A est un anneau integre,
puis que A est un corps.

Ex 19 : [IMT 2 2022] Soit f : R — R un morphisme de corps.
1. Déterminer f sur Z, puis sur Q.
2. Soit x € R,. Montrer que f(x) € R,.
3. Etudier la monotonie de f.

4. Déterminer entierement f.

Ex 20 : [CCINP 2022] On note E l'espace des polynomes réels de degré au plus n. Soient F,G deux
polynomes de degrés n + 1. On considere f 'application de E dans E qui a P associe le reste de la
division euclidienne de F'P par G.

1. Montrer que f est un endomorphisme.
2. f est-il un automorphisme ? (Discuter selon que P et GG sont premiers entre eux ou pas)

3. Supposons que F'A G =1 et que G soit scindé a racines simples. Quels sont les valeurs propres
de f 7 L’endomorphisme f est diagonalisable ?



Ex 21 : [IMT 2 2019
1. Soit n € N* tel que n A 10 = 1. Montrer que : n* =1 [10].

2. On suppose a A 10 =1 et k € N. Montrer que : a*" =1 [10%1].



Séance du 23/05 : Probabilité, dénombrement

Ex 22 : [IMT 1 2022] On pose f : z € U, — 22 €U, ou U, est le groupe des racines n-iemes de
Iunité.

1. Pour quels n € N*, la fonction f est-elle bijective ?

2. Pour quels n e N* fo f=1d?

Ex 23 : [IMT 1 2022] Soit n un entier naturel supérieur a 2. On définit une probabilité uniforme
sur 'ensemble Q = {1,2,...,n}.
Pour un entier p divisant n, on introduit I’événement D, = {1 < k < n, p divise k}.

1. Calculer P(D,).

2. Soit n = p{" x ... x pi" la décompisiton de nen facteurs premiers. Les événements D,,, ..., D,
sont-ils mutuellement indépendants ?

3. Soient n € N* et ¢ l'indicatrice d’Euler (le nombre d’eléments de €2 premiers avec n). Montrer

w20 T (1 1)

=1

Ex 24 : [IMT 1 2022] Soit (X)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées selon une loi de Bernoulli de parametre p € ]0, 1[.
Pour r € N*, on considere la variable aléatoire 7, = min ({n € N* | X; + -+ X,, = r} U {+o0}).

1. Reconnaitre la loi de Tj.
2. Calculer P(T, = n) pour tout n € N*.

3. Montrer que I'événement (7, = +00) est négligeable.

Ex 25 : [IMT 1 2022] On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On tire k
boules en méme temps dans I'urne. On note X la variable aléatoire prenant pour valeur le numéro de
la plus petite boule tirée.

1. Déterminer la loi de X.

n—k+1 n— i
2. Calculer Z (k 1).

i=1
3. Calculer I'espérance de X.

Ex 26 : [IMT 2 2022] Un mobile se déplace sur l'axe des abscisses; il avance de 1 avec la probabilité
p et recule de 1 avec probabilité ¢ = 1 — p. On note X,, une variable aléatoire donnant I’emplacement
du mobile au temps n.

1. Déterminer P(X,, = 0).
2. Exprimer la loi de X,.

3. Calculer I'espérance et la variance de X,,.



Ex 27 : [Navale 2022] Chaque jour, il y a Y clients, avec Y ~ P(A), et chaque client a une probabilité
p €]0, 1] d’étre satisfait. Soit X le nombre de clients satisfaits.

1. Préciser la loi de Y, puis celle de X conditionnellement a 1’événement (Y = n).
2. Calculer la loi du couple (X,Y), puis celle de X.

Ex 28 : [TPE 2019] Une urne contient une boule rouge et une boule blanche. On effectue des tirages
avec remise et si on tire une boule rouge, on la remet avec deux autres boules rouges. Soit I’événement
A,, : "Lors des n premiers tirages, on a eu des boules rouges”. On convient P(A4y) = 1.

1. Déterminer Py, ,(A,) = P(A,|A,—1) pour tout n € N*.
2. En déduire la valeur de P(A,).

3. Quelle est la probabilité de tirer indéfiniment des boules rouges ?



Séance du 25/05 : Matrices et déterminant

Ex 29 : [CCINP 2022] Calculer les dimensions de S, (K) et de A,(K). En déduire le déterminant
dou - M, (K) — M,(K)
M = MT

Ex 30 : [CCINP 2022] K =R ou K = C. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension 3,

fecr
010

que f? # 0 et f> = 0. Montrer que dans une certain base B de E, on a Matg(f)= |0 0 1].
0 00

Ex 31 : [CCINP 2022] Soit n > 2, A € M,,(R) telle que A =

OO = =
_ o O =

1. A est-elle diagonalisable ?
2. Cas n = 2 : Calculer les éléments propres de A.
3. Casn#2:

(a) Montrer que 1 est une valeur propre de A.

(b) Montrer que si A est une valeur propre de A autre que 1, alors (A — 1) =n — 1.
Expliciter les éléments propres de A.

(c) Calculer le déterminant de A en fonction de n.

a —b —c —d
Ex 32 : [CCINP 2022] Soient a, b, c,d € C tels que a® +b* # 0 et M = ﬁ _ad Z _bc
d ¢ —b

1. Calculer MM?". En déduire det(M).

2. Sia®+ b* + ¢ + d* # 0, montrer que : rg (M) = 4.
Si a® +b* + ¢ + d* = 0, montrer que : rg (M) = 2.

3. On pose w € C tel que : w? = b* 4+ ¢* + d*. Quelles sont les valeurs propres de M ? La matrice
M est-elle diagonalisable 7

Ex 33 : [CCINP 2022] Une matrice A = [a;;]1<ij<n € Mn(R) est dite stochastique si tous ses co-
efficients sont positifs et : Vi € [1,n], Z a;; =1.
j=1
1. Montrer que 1 est valeur propre de A.
2. On considere la norme infinie ||.||» standard sur C". Montrer que : VX € C", ||AX oo < [|X||co-
3. En déduire que pour toute valeur propre complexe A de A, on a : |A| < 1.
4.

Montrer que I'ensemble des matrices stochastiques de M,,(R) est convexe et stable par produit
matriciel.



Ex 34 : [IMT 2 2022] Soient A, B € M,,(C). On suppose A inversible et B nilpotente et AB = BA.
Montrer que A — B et A + B sont nilpotentes.

Ex 35 : [Navale 2022] Soient A, B € M,,(R), avec rg (B) = 1.
Montrer que det(A + B)det(4 — B) < (det(A))%.



Séance du 31/05 : Séries, suites et séries de fonctions

(1

(n+ 1)~ &=

Ex 36 : [CCINP 2022] Soient a > 0,u; > 0, puis : Vn € N*| w,q =

n
k=1

1. Jusitifier 'existence de In(S,1) pour tout n de N, et 'exprimer a I’aide de In(S,,).

—1)"
2. Donner un développement asymptotique a deux termes de In (1 + u)
nOL

U, et on note

3. En déduire que la série Z u,, converge si a > 1/2.

4. Pour o < 1/2, déterminer la limite de (In(S,+1))nen; conclure sur la nature de la série Zun

Ex 37 : [CCINP 2022] Pour n € N, on pose f, :  — ncos”"(x)sin(z).

1. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 7/2].

\)

w/2
. (fn) converge-t-elle uniformément sur [0,7/2]? (on pourra considérer lirf / fn)-
n—-+00 0

3. Soient 0 < a < b. (f,,) converge-t-elle uniformément sur [a,7/2]? Et sur [a,b] C [0,7/2]7

w/2
4. Soit g € C°([0,7/2],R). Montrer que liril / fu(t)g(t)dt = g(0).
n—-—+0oo 0
+oo
Ex 38 : [CCINP 2022] Soit S(z) = Z e~ pour x € R.
n=0

1. Quel est 'ensemble de définition de 57?7
2. Montrer la continuité de S sur celui-ci (on pourra travailler sur un segment).
3. Déterminer lim S(z).

r—r-+00

“+o0o “+o0o
4. (a) Calculer / e’thth, pour = dans R’ (on rappelle que / e 20t = \/g)
0 0

(b) Donner un équivalent de S en 0.

"y
Ex 39 : [IMT 2 2022] On pose : f(z) = Z 1e+ 5
n
n=0

Donner le domaine de définition de f.
Montrer que f est continue sur son domaine.
Montrer que f est de classe C* sur R,

Donner le tableau de variation de f.

A

Donner la limite de f en +oc.



Ex 40 : [IMT 2 2022] Pour z € [0, 1] et n € N*, on pose g,(z) = / Ggn—1(1 —t)dt, avec gy = 1.
0

1. Montrer que la suite (g,) est bien définie sur [0, 1].

1
2. Montrer que la suite (g,) est bornée et que : Vn € N*/ ||gnlloo < =||gn-11loo-

— 2
3. Montrer que la série Z gn converge uniformément sur [0, 1].
400
4. Identifier la somme S = Z In-
n=0

Ex 41 : [IMT 2 2022] Soit n € N, on pose f, : x — 2"(1 — /z).

1
1. Calculer / fu(z) de.
0
+o0 1
2. En déduire la valeur de Z )@ +3)

1
Ex 42 : [IMT 2 2022] Nature de ZCOS <n27rln(1 - —))

n



Séance du 02/06 : Réduction

Ex 43 : [CCINP 2022] Soit n > 2. On note J =

a; ay az . . . Qp_1

a, ay az . . . Qap—2
A= May,...,a,) =

a3 a4 as . . . ay

s a3 a4 . . . Ay,

1. Déterminer les éléments propres de J

010 .00
0 01 0 0
et
00 0 . 0 1
10 0 . 0 0
G
an—1
, avec ay, ..., a, € C.
45)
ai

2. Montrer qu'il existe P € C[X] tel que A = P(J). La matrice A est-elle diagonalisable ?
3. Soit T = {M(ay,...,a,), ai,..,a, € C}. Montrer que 7 est une sous-algebre de M,,(C) et

donner sa dimension.

Ex 44 :

1. Que vaut le rang de A7
Calculer VTU et A%

La matrice A est-elle diagonalisable ?

= W N

[CCINP 2022] Soient U,V € M,,1(C). On pose A = UV” et a = tr(A).

On suppose a # 0 . Déterminer les sous-espaces propres de A.

Ex 45 : [CCINP 2022]

0 a

1. Soit A = ( ) € My(R). Montrer que A est diagonalisable dans Ms(RR) si et seulement si

b 0
ab>0oua=b=0.

0 --- 0
2. Soit n € N pair et A =

0 (05}

aq 0

Qn

0

0

€ M, (R). Déterminer un espace de dimension

deux stable par A. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (aq, ..., a,) pour que A soit

diagonalisable.

Ex 46 : [CCINP 2022] Soient a,b € R et n € N*. On note

u .

C.[X] — C[X]
P — (X—a)(X—-bP —nXP

1. Montrer que u est un endomorphisme de C,[X].

2. Prouver que u est diagonalisable et trouver ses sous-espaces propres.



Ex 47 : [CCINP 2022] Soit A € G'Lg(R) telle que A* —3A* + 24 =0, et tr(A) = 8.
1. Quelles sont les valeurs propres possibles de A7
2. A est-elle diagonalisable ?

3. Déterminer le polynome caractéristique de A.

1 -3 0
Ex 48 : [IMT 2 2022] Soit A= [ =3 —2 1
0 1 1

1. Résoudre M? = A, ou M € M3(C).
2. Résoudre M? = A, o M € M3(R).

Ex 49 : [IMT 2 2022] Soit A € M, (R) telle que A* + AT = I,,.
1. Déterminer un polynome annulateur de A de degré 4. Que peut-on dire de son spectre ?

2. On suppose dans cette question que 0 n’est pas dans le spectre de A. Montrer que A — I,, est
inversible et que A est symétrique.

3. (BONUS) Montrer que : 0 et 1 ne sont pas dans Sp(A) (considérer X AX, avec X bien choisi).
4. (BONUS) Expliciter la forme de A.



Séance du 06/06 : Séries entieres, dérivation

Ex 50 : [CCINP 2022]

400
1. Soit f(x) = Zlnnx”.
n=1
Pour quels = la quantité f(z) est-elle définie ? On note I le domaine de définition de f.

. = 1. 1
2. Soit g(z) = ;anx avec a; = —let:Vn > 2 a, = —In(1 — E) -
Pour quels z la quantité g(x) est-elle définie? On note J le domaine de définition de g.
3. (a) Montrer que g(z) = (1 —z)f(x) + In(1 — x).
In(1 —z)
1 —
(c) Déterminer un équivalent de f en (—1)7.

(b) Montrer que f(z) ~ — quand z — 17.

k

Ex 51 : [CCINP 2022] On considere la suite définie par ug =3 et : Vn € N, w11 = Z (n) U Uy -
k=0

1. Montrer que : Vn € N, 0 < u,, < 4"n!.
400 u
2. Soit f:x+— E —7:17” Montrer que f est définie sur un intervalle a préciser. Montrer que f est
n!
n=0

solution de 7/ = Y2
3. Déterminer f.

4. En déduire explicitement 'expression de (uy,)pen-

—+00
x2n+2

Ex 52 : [CCINP 2022] On pose f(z) = Y ———.
— n(n+ 1)

1. Déterminer le domaine de définition D de f.
2. Il-y-a-t-il convergence uniforme sur D de la série de fonction de somme f 7

3. Déterminer la valeur de f(x).

2"z +0oo
Ex 53 : [CCINP 2022] Soit n € N* et on pose f, : © — C Soit S:x an(x)
nn
n=1
1. Montrer que S est de classe C* sur R.
2k
2. (a) Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z ka

k>0
(b) Quel est le rayon de convergence de la série de Taylor de S en 07

3. Rappeler la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégrale.
+oo

z
Montrer que : Vz € C, e* = Z o
k=0



Ex 54 : [CCINP 2022]

1. Calculer I, = / sin**(z) do pour tout n € N.
0

1 1 /2n
2. Montrer que = — u" pour tout u € |—1,1].
ae =g 1]

g 1
):/ T
0 V1—ax2sin’t

Justifier que f est développable en série entiére pour x € |—1, 1], et exprimer ce développement.

3. On pose f(x

Ex 55 : [CCINP 2022] Soit P € R[X]. Montrer que si P est scindé, alors P’ est scindé aussi. Pour cela :
1. Enoncer le théoreme de Rolle.
2. Si a est une racine d’ordre k& de P, quel est son ordre dans P’ ?
3. Montrer le résultat voulu.

(BONUS) On suppose que P est scindé a racines simples sur R. Comparer les moyennes arithmétiques
de P et P'.

Ex 56 : [IMT 2 2022] Soit (a,), une suite complexe telle que la série entiere Z a,x" a pour rayon Rj.

ntrer qu érie entier asx ur rayon nvergen 5 = R7.
Montrer que la série entiere 2x™ a pour rayon de convergence Ry = R}



Séance du 08/06 : Espaces euclidiens et préhilbertiens

Ex 57 : [CCINP 2022] Soit £ un espace euclidien, p € N et (e;)1<;<, une famille de E telle que :
Vi,j € [1,n], (e;,e;) <O.

1. Comparer \;\j (e;, e;) et | N[N\, (e, e;).
2 2

p—1 p—1
2. Comparer Z | Ak lex Z)\kek
k=1 k=1

3. Montrer que (e, ...,e,_1) est libre.

Ex 58 : [CCINP 2022] Soit E un R espace vectoriel de dimension n > 2. Soit B = (e, ..., e,) une base
de E. On note B' = (e1,...,£,) la base B orthonormalisée selon le procédé d’orthonormalisation de
Schmidst.

1. Rappeler le procédé de Schmidt ainsi que 'expression des €; en fonction des e;.

2. On note Mp (B) = Matg i (I1dg).

Prouver que det Mp (B) = H (€] &)
i=1
3. Montrer que pour toute base B” orthonormale de E, on a :

|det BN H ||€Z|| *

4. Prouver que : () dev1ent une égalité si et seulement si Mp» (B) est diagonale .

Ex 59 : [CCINP 2022] On note E = C°([-1,1],R) et ¢ définie sur E* par ¢(f,g) / fg. On

note P le sous-espace vectoriel des fonctions paires et Z celui des fonctions impaires.
1. Montrez P71 = E.
2. Montrez que ¢ est un produit scalaire sur F.
3. Montrez P+ =7
4. Exprimez f I'image de f € E par la symétrie orthogonale par rapport a P.

Ex 60 : [CCINP 2022] Soit E un espace euclidien de dimension non nulle.
1. Montrer que si p est un projecteur orthogonal, alors p est un endomorphisme autoadjoint.
2. Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux.
(a) Montrer que p o g o p est un endomorphisme autoadjoint.
(b) Montrer que (Ker g + Im p)* = Im ¢ N Ker p.
(¢) Montrer que p o q est diagonalisable.

Ex 61 : [IMT 2 2022] Soit n € N* et X € M, (R) telle que XXX = —I,,.

1. Montrer que X est symétrique.
2. Déterminer X.



Ex 62 : [IMT 1 2022] Soit A € S,(R) ayant des valeurs propres positives. Soit U € O,(R). Mon-
trer que
tr(AU) < tr(A).

Ex 63 : [Navale 2019] Si u est un endomorphisme orthogonal d’'un espace euclidien, montrer que
uowu = Id si et seulement si u est diagonalisable si et seulement si le polynome caractéristique de u
est scindé sur R.



Séance du 12/06 : Equations différentielles, calcul différentiel, fonctions vectorielles

Ex 64

2’ =z + cost

: [CCINP 2022] Soit le systéme suivant : < 3/ =y + e*

7 = x +sint

1. Résoudre.

. Trouver la solution telle que = et z soient bornées sur R, et que x(0) = z(0).

Ex 65 :

W

[CCINP 2022] Soit I'équation différentielle (x) : t%y” + 4ty + 2y = 0.
Déterminer les solutions de (*) de la forme ¢ — t" sur R7.
Ecrire (%) sous forme d’un systéme différentiel linéaire.

Soit I'équation différenticlle (xx) : t%y” + 4ty 4+ 2y = e'. A laide de la méthode de la variation

des constantes, donner les solutions de (¥x) sur R7.

On propose une autre méthode de résolution. Vérifier qu’il existe une solution particuliere de
z(t)

(%*) de la forme y : t — 2=, avec z une fonction de classe C* sur R

En déduire I'ensemble des solutions de (%) sur R7.

Ex 66 :

R* — R
: Ty : 1 :
CCINP 2022] Soit f : S N , 0,0
[ ] Soit f (2,y) —> \/msm (W) st (z,y) # (0,0)
0 st (z,y) = (0,0)

1. Prouver que f € C°(R* R).

. On pose ug = (cos@,sinf) avec 0 €] — w,w|. Trouver les @ tels que la dérivée partielle de f en

(0,0) selon uj existe.

. Existent-ils des dérivées partielles de f en (0,0)7

Calculer g—i(x,y) avec (z,y) # (0,0).

. Est-ce qu’ils existent des dérivées partielles d’ordre 2 de f sur R??

Ex 67

: [CCINP 2022] Q = {(z,y) € R*/z > 0 et y > 0}

Soit @ : Q — Q

('Tvy> — (;Uy,;)

. Montrer que ® est bijective et déterminer .

On pose (u,v) = ®(z,y) et f(x,y) = F(u,v).
of of 0*f  90*f

Exprimer e a_y’ 2 et 8Ty en fonction des dérivées partielles de F.
0 0
. Résoudre xﬁ—i(:ﬁ, y) + ya—g(x,y) —2f(x,y)+2=0
0? 0?
. Résoudre x2—f —y? / = 0.

0%x 8Ty



Ex 68 : [CCINP 2022] On a la fonction f définie sur Rix R telle que f(z,y) = z((In(z))* + y°)
et ¥ la surface représentative de f dans un repére orthonormé.

1. Déterminer les points critiques de f.
f admet-elle un extremum global ?

2. Soit (a,b) un point critique de f, déterminer 1’équation du plan tangent a ¥ en (a, b, f(a,b))
3. Exprimer I’équation du plan tangent en (1,1,1)

4. Exprimer la différentielle de f en (1, 1) puis g telle que g(z,y) = (f(z,v), f(z,y))

Ex 69 : [IMT 2 2022] Soit I’équation différentielle (E) : 4xy” + 2y — y = 0.
1. Chercher les solutions sous forme de somme d’une série entiére .

2. Faire le changement de variable o = t* et montrer que (FE) est équivalente & z” — z = 0.
En déduire les solutions sur R

3. Faire le changement de variable z = —t* et montrer que (E) est équivalente & 2" + z = 0.
En déduire les solutions sur R*.

4. Faire le raccordement des solutions pour en déduire la solution sur R.

Ex 70 : [St Cyr 2019] Donner les extrema de f(z,y) = —2(z —y)? + 2* + y*.



Séance du 14/06 : Variables aléatoires

Ex 71 : [CCINP 2022] Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N* telle que :

bn
Vn,k e N, P(X =n,Y =k) = € k!(n—k)!a (1—a) si kE<n '

0 si k>n
1. Déterminer la loi de X. Préciser son espérance et sa variance.

2. Montrer que Y suit une loi de Poisson de parametre ab. Les variables aléatoires X et Y sont-elles
indépendantes ?

3. Déterminer la loi de X — Y. Vérifier que Y et X — Y sont indépendantes.

Ex 72 : [CCINP 2022] Soient A, Ay et Aj trois personnes venant dans cet ordre déposer une lettre a
la poste dans laquelle il y a deux guichets. Az doit donc attendre que A; et A, aient fini. Soient X7, Xo
et X3 les temps d’attente respectifs au guichet des visiteurs et elles suivant toutes une loi géométrique
de parametre p.

Soit Y le temps d’attente de A3 avant d’accéder a un guichet.

Soit Z le temps total passé par Az (temps d’attente pour accéder a un guichet attendre le guichet et
temps passé au guichet).

1. Déterminer la loi de Y (calculer P(Y > k) d’abord).
2. Ecrire Z en fonction de Y et X3 puis déterminer la loi de Z.

3. Temps moyen passé par As a la poste.

Ex 73 : [IMT 2 2022] Soit X une variable aléatoire suivant une loi gémoétrique de parametre p €]0, 1].
1. Que vaut P(X > k), pour k € N* 7

2. Yves et Zak disposent chacun d’une piece ayant la probabilité p de tomber sur pile. Yves lance
la piece jusqu’a 'obtention de pile, puis Zak fait de méme. Quelle est la probabilité quiil faille
deux fois plus de lancers a Zak d’obtenir pile que Yves n’en a eu besoin ?

Ex 74 : [ENSEA 2022] Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant une loi
géométrique de parametre p et q.

Soit A :w — (X(w) —Y(w)

Y(w) X(w) ) Trouver la probabilité que A soit diagonalisable sur M3(R) .

Ex 75 : [CCINP 2019] Une suite de variables aléatoires (X, ),en+, mutuellement indépendantes, suivent
une loi de Bernoulli de méme parametre p.

1. Déterminer la loi suivie par Y,, = X,,X,,41 et en déduire E(Y,,) et V(Y,,).

2. Déterminer cov(Y;,Y;) pour i # j; les Y,, sont-elles mutuellement indépendantes ?
n
3. Déterminer 'espérance et la variance de S,, = Z Y.

k=1

1
4. On pose Z, = —S,,; montrer que Ya > 0, lirf P(|Z, — p*| > a) = 0.
n n—+00



Ex 76 : [CCINP 2019] Soit X, une variable aléatoire de probabilité uniforme, telle que X, (§2) =
1
[0,n—1] et P(X, =k) = —-

n
1. On note Gx, (t) = E(t*"); exprimer sous forme polynomiale Gx, (t), G (t) et G% (t).
2. En déduire E(X,,) et V(X,).

3. On choisit n = 4; Y et Z sont deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la méme loi
que Xj.

4. Exprimer Gy, z(t) en fonction de Gy (t) et Gz(t); en déduire la loi de Y + Z.

1
5. Prouver qu’il existe au moins un n tel que P(|X,, — E(X,)| > n) < —-
n

Ex 77 : [Navale 2022] Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans un ensemble fini in-
clus dans R. On suppose que : Yk € N, E(X*) = E(Y*). Montrer que X et Y ont la méme loi.



Séance du 16/06 : Espaces vectoriels normé, suites, fonctions usuelles

Ex 78

: [Navale 2022| Soit f € C(Ry,R ) dérivable, telle que f(0) =1et:Vz e R}, 0 < f(z) < 1.

Soit (uy)nen la suite définie par ug € Ry et : Vn € N, wyq = up f(uy).

1. Etudier la suite (uy,).
2. On suppose que f'(0) # 0. Quelle est la nature de Z u? ?
3. On suppose toujours que f'(0) # 0. On pose z,, = In(f(uy,)), pour n € N. Quelle est la nature
de (z,) 7 Nature de Z z, et en déduire la nature de Z Uy,
4. Soient ug, vy € Ry. Pour tout n de N, on pose u, 1 = sin(u,) et v, 1 = In(1 + v,). Etudier les
suites (uy,) et (vy).
Ex 79 : [CCINP 2022]
1. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé, et K un compact de E.
Montrer que K est fermé et borné.
On s’intéresse a I'espace vectoriel E = C°([0, 2], C), muni de la norme ||. o, définie par
2m
Il =1/ [ 17(e)de.
0
2. On admet dans un premier temps que |.||2 est une norme sur F.

3.

inT

Pour n € N, on pose f, :x+— e

(a) Montrer que pour tous entiers n et p distincts, || f, — f,ll2 = 2v/7.
(b) En déduire que la boule fermée B(0, 1) n’est pas compacte.

2 2
(a) Démontrer pour tous complexes u et v I'inégalité : |uv| < % + % En déduire que pour
2w 2 21 1 27
toutes fonctions f et g de E, et pour tout A € R : / |fg] < ?/ IfI? + e lg]?.
0 0 0

(b) Soit (f,g) € E*. En déterminant le minimum de la fonction :
2

27 27 27

1 ,

hides 5/ |fIP+ —W/ |g/?, démontrer que : / |Fal < |Ifl2llgll2-
0 0 0

(¢) En déduire que ||.||2 vérifie 'inégalité triangulaire, puis que c’est une norme.

Ex 80
1.

2.
3.

1
: [IMT 1 2022] On note E = R[X]. Pour n € N et P € E, on note 6,(P) = / P(t)t"dt.
0

Montrer que pour P € E, N(P) = sup|6,,(P)| est bien défini.
neN

Montrer que N est une norme.
(BONUS) Comparer les normes N et |||/, avec : VP € R[X], ||P|lcc = sup |P(t)].

t€(0,1]

Ex 81

: [Dauphine 2022] Soit f : R — R une fonction périodique et continue et ¢ € R. Montrer

qu'il existe = € R tel que f(x +1t) = f(z).




n

Ex 82 : [ENSEA 2022] Pour tout n € N*, on note (E,) I'équation : (E,): Y %=
k=1

1. Montrer pour tout n € N* qu’il existe une unique solution x,, de (E,) sur R, et que z, € [5, 1].

2. Montrer la convergence de (x,,)nens.

3. Déterminer lim z,,.
n—oo

Ex 83 : [IMT 2 2022]

1. Montrer que toute application continue f définie sur le segment [0, 1] et telle que f(0) =
peut étre approchée uniformément par une suite de fonctions polynomiales (Q,,), sur [0, 1] avec

Qn(0) = 0.

2. Soit F' =< f€C'(R,R) | hlf flz) = } et G = Vect(z — ¢ ", n € N*). Montrer que G

est dense dans F'.

Ex 84 : [IMT 1 2021] Soit £ = C[X], P = Zaka € E. On définit la norme ||.|| par :
keN

VP e E,||P| = ilelg la|. Soit b € N, on définit 'application P —s P

f:lE — C
1. Montrer que f est linéaire.
2. Etudier la continuité de f.

3. (BONUS) Déterminer ||| f]||.



