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SUJET 1

B Aporo-Vét
A Osos T 0T BCPST 2006

MATHEMATIQUES B

Durée : 3 heures 30 minutes.

L’usage d’une calculatrice est autorisé pour cette épreuve.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les
raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Les trois parties du probléme sont indépendantes si, pour traiter la partie III, on
admet le lemme I1.4.

Objectifs.

L’objectif du probleme est I'étude de l'efficacité d’un traitement T destiné a éradiquer une

population de cellules indésirables. Pour tester T on agit comme suit :

1) On préléve une cellule unique Cy & laquelle on applique T, ce qui a pour effet de partager Cy
en un nombre naturel aléatoire Dy de cellule(s) identique(s) & Cy qu’on appellera enfant(s)
de Cp ou descendant(s) de premiere génération de Cy lorsque Dy > 0; si D1 = 0 (ce que 'on
souhaite), le traitement est terminé.

2) Lorsque Cy a k enfant(s) avec k > 1, on leur applique & chacun le traitement T et leur
comportement sera le méme que celui de Cy et ceci indépendamment les uns des autres
lorsque k£ > 1.

3) A Tissue de cette deuxieéme étape, on obtiendra un nombre naturel aléatoire Dy de descen-
dant(s) de deuxieéme génération. Si Dy = 0, on s’arréte, sinon, on poursuit dans les mémes
conditions et, pour n > 1, on notera D,, le nombre de descendant(s) de n-iéme génération
tant que D,, > 0.

Remarque (x) : les cellules de (n + 1)-iéme génération de Cy sont celles de n-ieme génération
de I’ensemble des enfants de Cj.

Notations

— On notera conventionnellement Dy = 1.

— On notera pr, = P[D; = k] pour k € N (p;, représente donc la probabilité pour une cellule
quelconque C' d’avoir k enfants, étant entendu qu’on utilisera la méme variable aléatoire pour
toutes les cellules sauf en cas d’ambiguité). On supposera bien entendu 0 < py < 1 et on aura

+oo
Zpk =1L
k=0
— On notera Vn € N, w,, = P[D,, = 0]. Lorsque lim u,, = 1 c’est-a-dire lorsque avec probabilité
1 la descendance de Cj s’éteint au bout d’un nombre fini de générations on dira que T est
efficace. On désignera par G le nombre aléatoire de générations de descendants de Cy. Ainsi
si Cp n’a pas d’enfant (D = 0), alors G = 0;
si Dy >0et Dy =0, alors G =1,
si d’une fagon générale, pour ng > 1, Dy,—1 > 0 et D, =0, alors G =np — 1.
— On notera E(X) lespérance d’'une variable aléatoire réelle X. Pour deux événements A et B
avec P(B) # 0, P[A|B] désignera la probabilité conditionnelle de A sachant B.

I Un premier exemple.
I.1. La loi de D; est définie par py > 0 et p1 > 0 tels que pg + p1 = 1.

I.1.a) Calculer ug et u;. Montrer que pour tout n > 0, D,, ne peut prendre que les valeurs
0 ou 1.

I.1.b) Montrer que s’il existe n > 1 tel que D,, = 0, alors pour tout entier k > 0, D, = 0.



1.2.a) Montrer que
Vn € N, P[Dn+1 = 0] = P[Dn+1 = 0|D1 = 0} po + P[DnJr] = 0|D1 = l]pl
puis en utilisant la remarque (*), montrer que Vn € N, P[D, 11 = 0|D; = 0] = u,
et enfin que Vn € N, u,41 = po + p1Un.
1.2.b) En posant v, =1 — u,, montrer que u, = 1 — p} et en déduire la limite de wu,,.
.2.c) Montrer que P[G > n] =1 — u,1 = pit' puis que P[G = n] = pop} et enfin que
E(G) = p1/po-
IT Deuxiéme exemple.
II.1. La loi de D est définie par pg, p1 et po tels que pg > 0, ps > 0 et pg + p1 + p2 = 1.
II.1.a) Montrer que pour 0 < k < 2, Vn € N, P[D,41 = 0||D; = k] = uF. On utilisera
notamment la remarque (*). En déduire que
2
Vn €N, P[Dyy1 =01 =Y P[Dyy1 =0|D1 = k] pi = po + prun + patiy.

k=0

I1.2. Soit f la fonction de [0,1] dans R définie par
@ f(x) = po + pra + paz’.

I1.2.a) Vérifier que f >0, f/ >0, />0, f(1)=1, f/(1) =1 — po + p2.

I1.2.b) Représenter le graphe de f dans les trois cas suivants : f/(1) < 1, f/(1) = 1 et
/(1) > 1 (on choisira des valeurs simples de pg, p1, p2 pour chaque cas).

I1.2.c) Vérifier par le calcul que

i) pour f'(1) < 1, le graphe de f est au-dessus de la premiere bissectrice A :
(y=1);
ii) pour f'(1) =1, le graphe est tangent & A au point I(1,1);
iii) pour f/(1) > 1, le graphe recoupe la premiére bissectrice au point L(pg/pa, po/p2)-

I1.2.d) Montrer que la suite de terme général u,, est strictement croissante et majorée par
min(po/p2,1).

I1.2.e) En déduire la limite de la suite de terme général u,, dans les différents cas envisagés.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le traitement soit efficace
(c’est-a-dire lim w, = 1).

n—o0

I1.3. Examen des différents cas.

II.3.a) Cas ou f/(1) < 1 : démontrer que Yn € N, 1 — u,y1 < (1 — uy,)f/'(1) puis que
YneN, 1—u, < (1—u)[f ()]

I1.3.b) On s’intéresse au cas ou f'(1) = 1. Montrer que

1 1 Po
Vn € N, — = <
l—tppy l—up  pr+po(l+u,)
— 1 1 1
En déduire que : Vn € N, Z ( — ) = — 1 < n puis que
P 1 —ugq1 1 — ug 1—u,

YneN, 1—u, >——.
n+1

I1.3.c) Montrer que E(D;) = f'(1) et que P[G > n] =1 — upy1 = P[Dpy1 # 0]

II.4. Lemme : soit X une variable aléatoire & valeurs dans N ayant une espérance F(X).

N N-1
I1.4.1) Montrer que : VN >1, Y kP[X =k] = Y _ P[X >k - NP[X > NJ.
k=1 k=0

On pourra utiliser P[X :7@] =PX >k- IT— P[X > k.



11.4.2) Montrer que VN > 1, NP[X > N] < Ry, ot Ry = Y kP[X = k] est le reste

k=N+1
+oo

de la série convergente Z kEP[X = k] dont la somme est Z kP X =k] = E(X).
k=0

11.4.3) En déduire que NP[X > N] — 0 quand N — oo puis que

+oo
E(X)= > NP[X >N].
N=0
I1.5. Déduire de ce qui précede que :
i f | VN ()
— blf (1) < 1 alors E(G) —Z( —Un) I 1_7']0/(1)

n=1
—si f/(1) = 1 alors G n’a pas d’espérance (on utilisera le fait que la série de terme
général 1/(n + 1) est divergente).

III Etude d’un cas ot D; prend une infinité de valeurs.

[I.1. Soit D; une variable aléatoire définie par Vk € N, P[D; = k] = pg* avec p > 0,
g>0etp+qg=1

III.1.a) Montrer que P[D,11 = O\Dl = k] = qu pour tout k entier naturel, puis que

Upy1 = P[Dpy1 = 0] = qu u

1 - C]Un

I11.1.b) Etudier la fonction g définie par z — g(z) =

T _p — pour 7 € [0,1] et vérifier les
propriétés suivantes de g : ¢ >0, ¢’ >0, g” >0, g(1) =1 et ¢'(1) = ¢q/p.

III.1.c) Montrer que dans R I’équation g(z) = = admet les deux solutions 1 et p/q.
En déduire que la limite éventuelle de w,, ne peut étre que 1 ou p/q.

III.1.d) Montrer que la suite u,, est croissante et converge vers min(1,p/q).

II1.2. Expression de u,, en fonction de n.
1- n
I1I.2.a) On suppose ici p # ¢. On pose v, = ——
Py,
q
=0}
P
n+1
_n
P

IT1.2.b) On suppose ici que p = ¢ = 1/2. Montrer que u,11 =

q n+1
. Montrer que v,, = <) puis que
p

Uy = et retrouver ainsi le résultat de 1-d.

1
2—uy,

. On pose w,, =

T . Exprimer w,,+1 en fonction de w,,. En déduire que w,4+1 = n + 1 puis que
—u,

n
Uy, = et retrouver ainsi le résultat de 1-d.
n+1

II1.2.c) Calculer E(D;) et vérifier qu'elle est égale & ¢’(1) et montrer que T est efficace si
et seulement si E(D;) < 1.

II1.2.d) On suppose ¢g'(1) < 1. Calculer 1 — u,, et montrer que 1 — u,, < (Z) =[q'(1)]";
g'(1)
1-g'(1)

1
II1.2.e) On suppose ¢'(1) =1 (p = q). Montrer que 1 —u,, = ]

en déduire que E(G) <

et en déduire que G n’a
pas d’espérance.

FIN.
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HEC 2014 BL

or que Y est une variable aléatoire & densité et donner une densité fy- de Y.

e) Montrer qué dmet une espérance que 'on déterminera.

eurs réelles telle que :

EXERCICE 3

e Pour tout r € N*, on note M,(RR) I'ensemble des matrices carrées d’ordre r a coefficients réels et pour tout
couple (r,s) € (N*)?, on note M, ;(R) I'ensemble des matrices & 7 lignes et s colonnes & coefficients réels.

e On identifie les ensembles M (R) et R en assimilant une matrice de M, (R) & son unique coefficient.

Soit » un entier naturel. On dispose de n + 1 urnes Up, Uy, ..., Un.

Pour tout j € [0, n], 'urne U; contient j + 1 boules numérotées de 0 4 j.

On effectue une succession de tirages d’une boule avec remise selon le protocole snivant :

e Au premier tirage, on tire une boule avec remise dans 'urne U,,.

e A Dissue de ce premier tirage, si on obtient la boule numéro j (j € [0, n]), le second tirage s’effectue dans
I'urne U;.

e On continue alors les tirages selon la méme régle : pour tout entier naturel k£ non nul, on tire une boule avec
remise au k-iéme tirage et on note le numéro j de la boule tirée. Le (k + 1)-iéme tirage s'effectue alors avec
remise dans 1'urne Uf;.

Pour tout entier naturel £ non nul, on note X}, la variable aléatoire égale au numéro tiré lors du k-iéme tirage.

Le premier tirage ayant lien dans l'urne U,,, on pose Xy = n.

L’expérience est modélisée par un espace probabilisé (£, A, P).

Pour tout entier naturel k, on considére la matrice Wj, de M, 11 1(R) et la matrice A de M,,1(R) définies par :

1

1

P([ X = 0]) : 4 T
k= 0 5 3 I
P((Xi = 1)) X

Wk= . et A = 0 3
P([X) = n]) A % Tw o
g 6 woo. 8 =

Pour tout entier naturel k, on note E(X}) et V(X}) respectivement, I'espérance et la variance de Xj.
L.a) Pour tout j € [0,n], écrire P([Xry1 = j]) en fonction de certains des nombres P([X = i]), oui € [0,n].
b) En déduire la relation : Wy) = AW,.
2.a) Déterminer la matrice ligne B € M1 ,.11(R) telle que BWy, = E(X}).
b) Calculer le produit BA en fonction de B.
¢) Exprimer pour tout entier naturel k, E(X+,) en fonction de E(X}).
d) En déduire I'expression de F(X3) en fonction de k et n.
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nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


3.a) Déterminer la matrice ligne C de My n+1(R) telle que CWj, = E(X}).
b) Caleuler le produit C'A en fonction de B et C.
¢) Pour tout entier naturel k, exprimer E(X?, ) en fonction de E(X}) et E(Xg).
.
g
a) Vérifier que la suite (ux)ren est une suite géométrique.
b) En déduire I’expression de E(X?) en fonction de k et n.

4. Pour tout entier naturel k, on pose uy = E(X;) —

¢) Exprimer V(X}) en fonction de k et n.

On note R, [z] 'espace vectoriel des fonctions polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n et on
rappelle que la base canonique de cet espace est B = (eg, €1, ..,€,) ol, pour tout j € [0, n], la fonction e; est
définie par e;(z) = 7.
Soit f I’application qui, & une fonction polynéme S de R, [z], associe la fonction Q = f(S5) définie par :
1 x
—/ S(t)dt siz#1
Q)=f(S)@)=q =1L )
S(1) siz=1

5.a) Montrer que f est un endomorphisme de R, |[z].
b) Ecrire la matrice de f dans la base B.
6. Pour tout j € [0,n], on définit la fonction polynomiale g; par ¢; = (z — 1)7.
a) Montrer que B’ = (o, g1, - - ., qn) est une base de R, [z] constituée de vecteurs propres de f.
b) Ecrire la matrice D de f dans la base B’ ainsi que la matrice de passage T' de B a B'.
¢) Déterminer la matrice T, inverse de T'.

d) Ecrire pour tout entier naturel &, la derniere colonne de la matrice A*.

7.a) Montrer que pour tout entier naturel k, la loi de X, est donnée par :

viel.al, POx=i)=(7) Sy (") o

i=0

b) Pour tout j € [0, n], déterminer klig‘l P([X = j])- Interpréter 1'issue asymptotique des tirages.
—¥10C

5/6
Tournez la page S.V.P.



SUJET 3
SESSION 1999 Mo002

A

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

DUREE : 4 heures

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions
définies dans la circulaire n°® 86-228 du 28 juillet 1986.

Préambule
On étudie des propriétés de la série de fonctions de la variable réelle dont le terme général est, k

étant un entier naturel supérieur ou égala 1 :

1

Wy X

LA R

1
(k+x)° +(k+x)’
Quand elle existe, on note la somme de cette série par :

L ]
U(x)y= D up (%)
k=1

L’origine historique de ce probléme est au cceur de la troisiéme partie : la fonction U permet I’étude
d’une fonction T associée a la définition de la spirale de Théodorus.

PARTIE [

Dans cette partie, on étudie des propriétés liées a la régularité de U, notamment son comportement
aux bornes de son intervalle de définition, ainsi que son intégrabilité.

1. Montrer que le domaine de définition de U est ]— 1, +oo[. Dans toute la suite, on note [ cet
intervalle.

e
2. a) Montrer que P’application x— Z“k (x) est définie et de classe C ! sur[—- l,+oo[.
k=2

Tournez la page S.V.P.
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b) En déduire alors :

i, que Uestdeclasse C ! sur I
i. qu'il existe deux réels A et P tels qu’au voisinage de —1, on ait :

U(x) ~
S

3. a) Montrer que U est intégrable sur 'intervalle ]—- 1, 0] .

b) Pour —1<a <b et k entier naturel non nul, calculer I . On pourra poser t=+x+k

fo] ¥
pour x €[a,b].

¢} Calculer I] 0] U.

4. On étudie U au voisinage de +oo.

a) Trouver limU .
o0

b) Pour x € I fixé, justifier I'intégrabilité sur [1,+| de ’application :

1
= 3 N

(t+x)° +{r42)°

dat

¢) Trouver, a I’aide de ‘[IM , un développement au voisinage de +o de la

LR
[T

(t+x)" +{t+x)
forme :

ve=Sro{ )
X X

d) U est-clle intégrable sur [0,+oo[ ?

PARTIETI
Dans cette partie, on étudie plus particulierement :
ey
vO=4=57
ez g



On pose :

- 1
Pn = Z 3 1
k=n+lk +k

e | e
| —

5. a) Montrer que, pour tout n entier naturel non nul :

1 1
2Arct <p, £2Arctanj —

Calculer alors U(0) 2 107" pres, en justifiant le nombre de termes utilisés. Combien faut-il

de termes pour calculer U{0)} a 1073 preés ?

b) Donner aussi un équivalent simple de p,, lorsque n tend vers +eo.

On étudie maintenant un procédé permettant d’obtenir plus rapidement une valeur approchée de
U(0) 2 1073 pres.

6. a) Montrer qu’il existe une unique suite de fonctions polynomiales sur [O, 1], soit (B,, ) avec

By=1let,pourtout n21: B,=nB, | et JI[O IIB" =0

b)i. Onnote b, = B, (0). Montrer que, pour tout n =2, b, =B,(1).
ii. Calculer By, B, B;.
¢} Soit f € C3([0,1], R). Montrer que :
1 1 ,
S@+rol=f 4 fBiws e a

puis que :

L - i By ) 1B;(x)
O+ f0]= [ Fe ey T - o) =5

f 3 (x)dx.

d) Montrer qu’il existe une unique fonction P,:R—R, de période 1, et telle que, pour tout
x€[0]1], P,(x)=B,(x). On exprimera, pour x réel quelconque, P,(x) en fonction

notamment de x et de sa partie entiére. Montrer que P, est de classe C* par morceaux et
qu’elle est continue si et seulement si n 1.

Tournez la page S.V.P.



e) Soit feC 3 ([0,+oo[, R). Montrer que, pour tout entier naturel j, et pour tout entier naturel

non nul m
it j w+j P
Yrw= i smeplef f+2( 0 2D e - ) [ RE Oy
k=j

7. a) Etudier les variations de B sur [0,1]. En déduire que, pour tout x réel, |P3 (x)| <6.1072,

1
—3 1 »Qui est donc de classe C3. Caleuler g’(x) pour x21,

x2 +x2

b) Soit g:[1,4e[ = R, x>

On donne le résuitat suivant, pour x21 :

. 1522 +10x+3
gxX)y=——F—,
4x2(x+1)°

et on admet aussi que g” est décroissante. En déduire I’intégrabilité de I’application :
[L4e > R, x> Py(x)g?P (%)

¢) Montrer que, pour tout entier naturel non nul j :

p,s-|=j‘[j'+m[ “8(}) —S"(J’)'*' I Py(0)g? (x)dx

d) En déduire une valeur approchée de U(0) a 107> pres.

PARTIE NI

Dans cette partie, on étudie une fonction T de la variable réelle et & valeurs complexes, qui utilise I/
de maniére fondamentale.

8. On définit la série de fonctions de la variable réelle, et & valeurs compiexes, dont le terme
général est, k étant un entier naturel non nul

i | !
(ind- 3
(k+%)° +ilk+x)




a) Simplifier v, — %uk . En déduire que la série {Z ka converge lorsque x € /. On définit
k21

+ca .
i
alors I'application V:I =- C, x> E v, (x). Montrer gue V{(x) =-2-U (x)+

I
~ 26+1) PO

tout xef,

b) Justifier la continuité de V sur 1.

9. a) Montrer qu’il existe une unique fonction T:7 — C, de classe C t , telle que T ne s’annule pas
surl, et que :

!

T
?=V et T(O)-:l

b) Montrer que, pour tout xe 7 :
irx
= Ue)ds
T(x)=+1+x e2I°

¢} Montrer que T se prolonge en une fonction continue sur [— l,+oo[ par T(-1)=0. Ce
prolongement est-il dérivable en -1 ?

10. se place dans R? euclidien canonique orienté. On considere alors 1’arc plan v, métré

par :

fiI—= Rt 1+t :[-l—j‘u(w)dw)
’ 2%

_._)
ol I’on anoté () = (cos 8,3 8) pour 6 R.

a) Montrer que cet arc est de classe C gulier. Donner tanWy(f), ol Y(¢) est une mesure

racer sommairement le support de 7y .

Tournez la page S.V.P.


nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


PARTIE IV

Dans cette partie, on écrit U(x) sous la forme d’une intégrale.

11.

12.

a) Montrer que, pour ¢ >0 donné, I’application :
i

]O,t]—) R, ul—)%——

u
est intégrable, puis que I’application :

g ]0+oo[—> R, tl—)j ] a’u
est de classe C'. Donner g’(t) pour t>0.
b) Soit o > 1. Montrer que I’application :
hy: 04 = R, 15 e % g(1)

1
est intégrable et montrer, en utilisant l"(-i) ,que :

, . n

J‘lo‘w[ * ofo-1

¢} En déduire, pour tout entier naturel non nul k et tout x eI, une expression intégrale de
iy (x ) .

d) Soit les applications :
H

¢:J04+[ = R, >
e -1

7
F:J0,+[ - R, tl—)e'fjofe"zdv

Déduire de ce qui précede que, pour tout x € I, I’application :

oNFQ@) _,
> ————¢

o+ = R, p

est intégrable, et que :
toe (P(I)F(f) o gt

U(x)—J—J

a) Montrer que U est de classe C™ sur I, et exprimer sous forme intégrale les dérivées
successives de U.

b) Montrer que U est convexe sur /, et tracer sommairement le graphe de U.

Fin de I’énoncé




SUJET 4

SESSION 2009 ‘ PCM2006

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, la précision et a la conci-
sion de la rédaction ; si un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il a été amené i prendre.

Dans tout ce probleme, on note £ la fonction sur IR x € a valeurs dans T définie par :
2

V(LU,Z)EIRX(D, F(:{:,z):exp (—z:{:—%),

et [ la fonction sur IR a valeurs dans IR définie par :

2
Yz € IR, Hz) = F(z,0) = exp (—%) .
PARTIE 1

L1. Soit z €€ un nombre complexe fixé, quelconque.
I.1.1. Ecrire les développements en séric entiere de la variable réelle x des fonctions
2 .. .. .
x — exp(—zx) et T — exp -5 ) On préeiscra les rayons de convergence des séries entiéres
obtenues.

I.1.2. A l'aide d’un produit de Cauchy, montrer que I’'on peut écrire, pour tout z € IR.:
+oo
F(z,z) =Y An(2)a",
n=0

oll A, est une fonction polynomiale de degré n.
Pour tout » € IN on définit la fonction polynomiale H, par H, = (—1)"nl4,,.
Donner les expressions de Hy(z) et de Hy(z) en fonction de z,

1.1.3. Calculer la dérivée de la fonction z +— F(x, z) & I'aide de F.
En déduire que pour tout n € IN et tout z €C on a H,5(2) = 2Hp1(2) — (n + 1) H,(2).
Donner les expressions de Hy(2}, Hi(z) et Hy(z) en fonction de 2.

1/3



L.2.
I.2.1. Montrer que pour tout = € IR on a f“{z) + zf'(z) + f(z} = 0.

d_‘n+2f dn+ lf

s d" f
En déduire que pour tout n € Net tout z €« Ron a W(T) + e (@) + (n+ 1)—

d T I

(r)=10.

'_1 T .i'u
1.2.2. Pour tout » € IN on pose K, = {__)_ i .
f dxr™

Montrer que pour tout n € IN et tout r € I} on a Kpa{x) — e Kpp(z) + (n + 1)K, (2) = 0.
Exprimer Ky(z) et K1(x) pour tout z € IR. En déduire que H,, = K, pour tout n € IN.

1.3.
I.3.1. Montrer que pour tout n € IN et tout z € R on a H,, ,(x) = (n + 1)H,(z).
[.3.2. En déduire que pour tout n € N et tout = € R on a H!(x) — zH, () + nH,{(z) = 0.

I.4. Pour tout n € IN on définit la fonction ¢, de la variable réclle x par :

vz € IR, wnlx) = (=1)"H,(«} exp (—%2) .

2

x
Montrer que pour tout z € IR on a ¢ (z) — Iupn(:}:) = Anwn(T), o0 A, est un nombre réel que

l'on déterminera.

I.5. Pour tout couple {p, ¢) € IN? on pose :

ha=Tw= [ et = (-0 [ B @H @) @

I.5.1. Montrer que l'intégrale I, , est bien définie pour tout couple {p,q) € INZ,
+

[ u]
On admettra désormais que fyg = flz)dz = v2r.

—
1.5.2. Soit {p,q) € IN? un couple de nombres entiers. A l'aide d'une intégration par parties
dament justifiée, montrer que Il 441 = (p+ 1}, , = (g + 1),
En déduire la valeur de I, , pour tout couple (p,q) € IN2. On distinguera les cas g # p et g = p.

PARTIE 11

Soit f la fonction de la variable réelle v définie par :

N +2 Fox t2
flv) = / F(t, 2inv)dt = / exp (—Qi?rwf — -2~) ot

oo —2
II.1. Montrer que f est définie et continue sur IR.
I1.2. Montrer que f est de classe C! sur RR.

I1.3.

I1.3.1. Montrer que f'(v) = —4x2wv f(v) pour tout v € IR.
On pourra par exemple, entre autres méthodes, utiliser ’égalité —t = 2imv + (—2imv — ).
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I1.3.2. Calculer f(O) En déduire I'expression de f(u) en fonction de v.

PARTIE I1

On consideére la série de fonctions de terme général w,, défini par :

ug = f et ¥n € IN",Vr € R, u,(x) = flz — 2nm) + flz + 2nm).

T
Pour tout n € IN, soit I/, la fonction définie par {/, = Z Uy,
£=0

On remarquera que pour tout x € IR on a U,(z) = Z flx — 2km).
k=-n

III1.1. Soit A un nombre réel strictement positif.

A
II1.1.1. Soit n € IN tel que n > —. Etudier les variations sur le segment [—A, +A] des

T
fonctions & — f(x — 2n7w) et z — f(z + 2n7).

(2w - A)z)‘

En déduire que pour tout x € [—A,+A], on a 0 < u,{r) < 2exp (

2
+oo
II1.1.2. Montrer que la série de fonctions Z Uy, converge normalement sur [—A, +A].
n=0
IT1.2.
foc
IT1.2.1. Déduire de la question précédente que la série de fonctions Z u, converge simplement
n=0

sur IR tout entier. On note I/ sa somme.
I11.2.2. Montrer que U est continue sur IR. On admettra que U est de classe C? sur IR.
II1.2.3. Montrer que U est paire.

I11.2.4. Exprimer, pour tout z € IR, U,(z + 27) au moyen de U,(z), f{z + 2(n + 1)) et
flz — 2nw). En déduire que U est périodique de période 2.

o0
I11.3. Soit % + Z an cos nx la série de Fourier de U.

n=1
ITL.3.1. Justifier I'égalité de U" avec la somme de sa série de Fourier.
T {2k+1)m
I11.3.2. Montrer que I'on a / Ue{z)eosnz dx = / f{z)cosnz dx pour tout n € IN
- S —(2k+1)

et tout k¥ € IN,

II1.3.3. Pour tout n € IN, justifier I'égalité U{x)cosnz de = lim f Ux(z) cosnx dx.

J= R

T +o

En déduire que / Ul(z)cosnz dxr = flx)cosnx dz.

- —

I11.3.4. Déduire de ce qui précede une expression de a,, pour tout n € IN, 4 l'aide de f et de
n, puis exprimer a, en fonction de n.

Fin de I’énoncé
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E.NaSeIe Chimie Centre Option P

MATHEMATIQUES

DEUXIEME PARTIE

Durie : 2 heures

Notations :
R étant le corps des réels et v un vecteur de R*** (n € N) de composantes v;, 0 < i € n, on rappelle
que 1’application :

Jel:iveR*" — o= sup ||
tgicn
définit ure norme sur R * * 4,
On désigne par C{ x, B ) "ensemble des fonctions continues sur lintervajle réel [a, B}, 2 < §. A tout élé
ment f de C (.« , §) on associe sa norme || f ||« gy définie par :

| flls.o = sup | f@@) |
re[a, 5]

On désigne par C*(«, B ), ( k entjer strictement positif), I"ensemble des fonctions % fois continGment déri
vable sur [, B].
&, désigne I'ensemuie des polyndmes réels de la variable réelle x de degré inférieur ou égal & 3.

Soit[a, &] un intervalle réel ( b > a) que V'on divise en n intervalles égaux de longueur 4.
On pose °

s=a+ik t=0,1, .., n

xo=b

Seit fun élément de C* (@, &) dont les dérivées sont notées ', f7, O et 10,

On pose :
fi=F (=)
fi=1 (=) i=0,1..,n
1= (%=} '

On se propose de déterminer, si elle existe, une fonction g de C* (¢, b} {(dont les dérivées premidre et seconde
sont notées g* et g* ) satisfaisant les conditions suivantes :

Condition 1 : g coincide dans chaque intervalle [x,, %,,,}, (i = 0,1, .., 2 — 1), avec un é&iément P,
de 4,
Condition 2 : g vérifie les égalités :
g(x) =4 i=01.,n
&g(x) =/
g (a5} = fu
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1° Montrer que la fonction g doit satisfaire I"ensemble des relations :

) P,(x) = Pi_,(x) i=1,2 0 n—1
@ Pix) =Pi_, (x) i=12.,n—1
3) , Pi(x) =Pj_, () i=1,2w,n=1
@ P(xn) =/ i=0,1,.,n

® Pox) =1/

® Pro (%) =/

oit P’ et P* désignent les dérivées premidre et seconde de P.

2° a. Onpose g” (%) = my i=0,1,..,n
Démontrer que, quel que soit z €[ x(, =, ], { =0,1,.,n—1

{0 P:(x)_m‘:_c!:_};—_z_l_mp”x;x,
® Po=m S B o e 4

ol a, et B sont deux constantes que ’on explicitera en fonction de A, fy, fre\ s Mot My y -

b. Soit m I'éiément de R*** de composantes m (i =0, .., n).

Montrer qu’il existe une matrice carrée réells tridiagonale A d’ordre n 4 1 et un vecteur 4 de R+t dont les
composantes ne dépendent que de f; (i = 0,1, ..., 8), £, fa ¢t b, cttels que :

9) Am=d ob
2 :\o
By 24 : |
. ' ..
[ ] * ¢ .
A= ¢ . “e '
. ' . ‘.
. . %
(10) O ¢ P ‘ @ ¢ L ]
Ba-1 2 ln-i
b un 2 i
L d,
m, d,
m = d = .
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Montrer que :

)“-_-By,n-:

[

N = Ry = = sinon et :

6 ]
= h‘,‘(fn-f;"hfo)

&
|

do = DOSL = fo 4 Fund
dl=%(fl+1_'2fl+-fg_l) 1<£ig€n-1

¢. Montrer que pour towt veR*+?

1) {oh<lAv]

En déduire I'existence et "unicité de g.

~ 3° On définit :
12 @ = dy=2f0 =% S3
3 o= A Sl = 2= Nflay  imL 2, a1
14) dp = dy = fa-1—2/s

@5) L = ” S ”td-bl

3%4, Montrer en utilisant 1a formule de Taylor :
a. Que pour.i=0oun,|a,| < kh*ou k est une constante que I'on exprimera en fonction de L.

b. Que pouri=1,2, .., n— 1il existe quatre réels a,, B, v, ot 3;del'intervalle ] x;_,, =, , [ tels que:
o= U () + 19 B) ~ 279 () = 2/ @)
En déduire que si F* est Pélément de R™ * * de composantes f{ (i =0, 1, ..., n) alors :
3
{t6) fm-F < ML

392. Soit A, 1a fonction affine sur { x;, =; , , ] telle que :

B (m) =f1
1
il Ai(x ) =S{4es
Soit H 1a fonction de 1a variable u { » ¢ R ) définie sur [ z,, #; .. , } par ia relation :
» » (u‘_xl}(u—x(+1]
(9 H@ =S @ -8 @ - " 6 - &A@ g o)

01135]3;.3{¢1[0‘3tﬁxé.
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d . . . 1
Montrer que la fonction H* = posséde au moins une racine sur 'intervalle] x;, x; , , [ et en déduire que :

du?

, h*
{19) | & = f" =i =il € g L

Compte tenu de I'inégalité triangulaire :

20 I} 8 — " fltzi. sival € 1] 8 = &g lt=is iaa) + || 8¢ = S {lles 5141
démontrer que :
21) | 8 ~f lla. s € &k, A?

olt &, est une constante que 1'on précisera.
1 qu P

3°3, Montrer qu'il existe au moins un point §, de 1’intervaile] %p% o [ tel que :

(22) S (&) = g (&)
En déduire les inégalités :

) 18 = F ke m < ko B

2 16~ lkew < ko B8

o1 k, et k, sont deux constantes que ’on explicitera.
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Concours ENSAM - ESTP - ECRIN - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques 3 MP

durée : 4 heures

Probleme
Préliminaires (définitions et rappels).

e Dans tout le probleme E désigne un espace vectoriel de dimension finie sur le corps C des
nombres complexes. On note n sa dimension et on suppose n>2. On note L(F) son algebre
d’endomorphismes.

e Soit u € L(E). Si B est une base de E, on note Mat(u,B) la matrice de u sur la base B.

e Soit u € L(E). Pour tout entier naturel p non nul. on note u? = yo...owu. On pose u’ = Id.

~——

p fois
e Soit P € C[X] et u € L(E); on notera P(u) I'application linéaire définie par :

Vge N, P(u) = Z aru® si P(X) = Z ap X"
0<k<g 0<k<gq

e Soit u € L(E). On appelle commutant de ul’ensemble C(u) des endomorphismes qui commutent
avec u; on a :

Clu)={veL(E),uocv=vou}.

On rappelle que C(u) est un sous-espace vectoriel de L£(E).

e On dit qu'un endomorphisme u € L(FE) est nilpotent si et seulement si il existe un entier naturel
non nul p tel que uP = 0. Dans ce cas, le plus petit entier p vérifiant u? = 0 est appelé indice de
nilpotence de u.

e On note M, (C) I'algebre des matrices carrées a n lignes et n colonnes et a coefficients dans le
corps des nombres complexes C.

Partie 0. Un exemple.

Dans cette partie, on considere la matrice M de M,,(C) telle que : M est diagonale et ses coefficients

diagonaux sont les n entiers consécutifs 1, 2, .... n. Ainsi, on a :
100 . . 0
0200
0 0 0
M= 0 .
... .0
0O . . . 0n

On note C(M) le sous-espace vectoriel formé par les matrices de M,,(C) qui commutent avec M.
1. Démontrer que C(M) est I’ensemble des matrices diagonales.
2. En déduire la dimension de C(M).
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Dans toute la suite du probleme, u désigne un endomorphisme de E.
Partie I. Commutant d’un endomorphisme diagonalisable.

Si A € C est une valeur propre de u, on note E)(u) le sous-espace propre associé :
E)\(u) = ker (u — AId).

Dans cette partie, on suppose 'endomorphisme u diagonalisable.
Soient p € N* et (A1, A2, ..., Ap) € CP ses valeurs propres. On a :

E = @ By, (u).
1<i<p

On pose n; = dim E), (u) pour 1 <i<p.
Soit B une base de E. On rappelle que la base B est dite adaptée a la somme directe £ =

@ E),(u) s'il existe pour chaque entier ¢ compris entre 1 et p, une base (e, ..., € ) du sous-espace
I<isy
vectoriel E}, (u) telle que B = (e},....e} e, ....e2 ,....el, ... eh,).

1. Montrer que si v € C(u) alors les sous-espaces E), (u) sont stables par v.

2. Pour tout entier i compris entre 1 et p, on note u; 'endomorphisme de E}\, (u) induit par u. Que
peut-on dire de u; ?

3. En déduire que v € C(u) si et seulement si, sur une base B adaptée a la somme directe £ =

@ E)\i (u) :

1<i<p
Vi 0 0 0
0 Vo 0 0
Mat(v,B) = 0 8 0
0
0 0V,

avec V; € My, (C) pour 1 <i<p.

4. Montrer que dimC(u) = >, n?.
1<i<p

Montrer que si u est diagonalisable, alors dimC(u) > n.
6. Montrer qu'il existe u € L(F) diagonalisable tel que dimC(u) = n.

Partie II. Commutant d’un endomorphisme nilpotent d’indice 2.

On suppose dans cette partie que u est nilpotent d’indice 2 et que n > 2. On note r le rang de u.
On pose s =n — 2r.

n

1. Montrer que Im u C ker u. En déduire que r < 5

2. Soit G un supplémentaire de ker u dans E muni de la base (€], €, ..., e).), montrer que la famille
(u(e}),u(ehy),...,u(el)) est une base de Im u.

3. En utilisant un sous-espace vectoriel H de E tel que keru = Im u @ H, montrer qu’il existe une
/ .
base B’ de E telle que : 0 L\ Ir

Mat(u,B') =

o oo

0 0
0 0/ Ir
5

I, désigne la matrice identité d’ordre r.
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4. Soit v € L(FE); la matrice de v dans la base B’ est définie par blocs en posant :
Al A2 A3 IT‘
Mat(v,B")=[As As As| [s
A7 As Ay) I
T ‘s_§ T

Montrer que v € C(u) si et seulement si

A4 = 05,7”
ﬁ7 B gr’r 0p,q désignant la matrice nulle & p lignes et ¢ colonnes.
8 — Urss
Ag =4y
n2
5. En déduire la dimension de C(u) en fonction de n et de r. Montrer que : dimC(u) > OR

Partie III. Commutant d’un endomorphisme v vérifiant la relation (1) :
(1) (w — Id) o (u— 2Id)* = 0.
Id désigne I'application identique de E. On rappelle que :
(u —2Id)* = (u — 2Id) o (u — 2Id).

On pose By = ker (u — Id) et By = ker (u — 2Id)?, n; = dim E; et ny = dim Fy; on suppose de
plusni =21, no>1et n>2.

1. Montrer en rappelant le théoreme utilisé que :
E =F ® Es.
On note p; le projecteur sur E; parallelement a E5 et po le projecteur sur Fy parallelement a

FE.

2. Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction rationnelle

1

F(X) = (X —1)(X —2)2°

En déduire deux polynomes U et V tels que :
1=UX)(X - 1)+ V(X)(X —2)% degU <2 et degV < 1.

Montrer que p; = V(u) o (u — 2Id)? et py = U(u) o (u — Id).
On note d = p; + 2p2 ; montrer que d est diagonalisable.

Soit w = u — d. Calculer w?, en déduire que w = 0 ou w est nilpotent d’indice 2.

o ot W

Détermination de dim C(u).
(a) Montrer que : v € C(u) si et seulement si v € C(d) et v € C(w).

(b) Déterminer les restrictions de w & FEp et Es respectivement. En déduire qu’il existe une

base B de F telle que
0 0Ym
Mat(w,B) =
(w.B) (O N> In2

o
ou N est la matrice de 'endomorphisme induit par (u — 2/d) sur Ey sur une base de Fs.

(c) Montrer que le rang de la matrice N est égal a ng — dim (ker (u — 21d)).
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(d) Montrer que v € C(u) si et seulement si

Mat(v, B) = (El ‘92 )%Z;

N
et
VoN = NVj.
(e) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si N = 0.

(f) On suppose u non diagonalisable. déterminer dim C(U) en fonction de ny, ng et dim (ker (u — 21d)).
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PROBLEME 1

Objectifs

Dans la partie I, on considere deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables sur R et on s’inter-
roge sur I’existence d’un développement en série entiere dans un voisinage de O pour ces fonctions.
Dans la partie II, indépendante de la partie I, on démontre le théoreme de Borel en construisant,
pour toute suite réelle (b)) en, une fonction f indéfiniment dérivable sur R telle que pour tout p € N,

f(p)(o) — bp.
Partie I - Deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables

On considere la fonction f définie sur R par :
+00 )
Vx € R, f(x) = f e 17y,
0

Q1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.
+00
Pour tout p € N, onnote I', = f e 'dt.
0

Q2. Pour tout p € N, justifier I’existence de I', et déterminer une relation entre I, ; et I,
Q3. En déduire, pour tout p € N, la valeur de I',,.
Q4. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout x € R et tout p € N,

f(p)( X).

xP.

»(0
QS. En déduire le rayon de convergence de la série entiere Z ! E )
p=0 p:
La fonction f est-elle développable en série entiere au voisinage de 0 ?

On considere la fonction g définie sur R par :

+00

VxeR,gx) = Z e KI=ikx)

k=0

Q6. Montrer que g est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout x € R et tout p € N,
g(p)(x).
Q7. Montrer que pour tout p € N, |g(”)(0)| > p*Pe?.

xP.

O
Q8. En déduire le rayon de convergence de la série entiere Z & (' )

p!
p=>0

La fonction g est-elle développable en série entiere au voisinage de 0 ?
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Q9.

Q10.

Q11.

Q12.

Q13.

Partie II - Le théoréme de Borel

Déterminer deux nombres complexes a et b tels que pour tout x € R :

1 a b
2 = . + .
1+ x X—1 x+Ii

. . p 1
On considere la fonction ¢ définie sur R par : Vx € R, y(x) = —.
x—1
Montrer par récurrence que pour tout p € Nettout x € R :

(-1Drp!
(x —i)p1”

Y(x) =

Déterminer, pour tout p € N, la dérivée p-ieme de la fonction ¢; définie sur R par :

1
1+ x2

Vxe R, p(x) =

+1
Montrer que pour tout p € N et tout x € R, |(x +i)P (k- i)”+1| <21+ xz)pT.
En déduire que pour tout p € Nettout x € R, ona:

|
< p_

[0 < fper-

Pour tout réel a, notons ¢, la fonction définie sur R par :

Vx e R, (pa(.X) = m

Montrer que pour tout p € N et tout x € R :

p!
|x|p+1 :

lal - e ()] <

On considere une suite réelle (a,),n €t on lui associe la suite de fonctions (u,,),en définie sur R par :

a,x"

Vxe R, u,(x) = m
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Ql14.

QI5.

Q16.

Q17.

Q18.
Q19.

Pour tout n € N, on note @, = Vn!a,. Montrer que pour tout entier p > 0, tout entier n > p et

tout réel x,on a :
P !
») - § p n: X'k pp=h)
u, (X) a, - (k) (l’l _ k)' (pozn (x)

En déduire que pour tout entier n > 0 et tout entier p € [0,n — 1], u”(0) = 0 et déterminer
(n) 0
u,”’(0).
Montrer que pour tout entier n € N*, tout entier p € [0,n — 1] et tout réel x, on a :
n—p—1
M,

Vn!

u'? )(x)| <

+00
En déduire que la fonction U = Z u, est bien définie et indéfiniment dérivable sur R.
n=0
p-1
Montrer que U(0) = ay et pour tout entier p > 1, UP(0) = Z uP(0) + pla,.
n=0
Déduire de ce qui précede que pour toute suite réelle (b)) en, il existe une fonction f indéfini-
ment dérivable sur R telle que pour tout p € N, fP(0) = b,.
Ce résultat est appelé théoreme de Borel. Il a ét¢ démontré par Peano et Borel a la fin du
XIx® siecle.
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PROBLEME 2

Notations et définitions

- Soientn € N* et (p, g) € (N*)%.

- R[X] désigne I’ensemble des polynomes a coefficients dans R. Si P € R[X], on notera encore
P la fonction polynomiale associée.

- M,(R) et M, (C) désignent respectivement les ensembles des matrices carrées de taille p a
coeflicients dans R et dans C. M, ,(R) et M,, ,(C) désignent respectivement les ensembles des
matrices a p lignes et g colonnes a coeflicients dans R et dans C.

- On note /,, la matrice identité de M,,(C) et 0, la matrice de M,,(C) ne comportant que des 0.

- On note y,4 le polyndme caractéristique d’une matrice A € M,(C), c’est-a-dire le polynome
det(X1, — A).

- Etant donnée une matrice M € M,,(C), on note Sp(M) I’ensemble des valeurs propres com-
plexes de M.

Objectifs

Dans la partie I, on détermine les valeurs propres d’une matrice tridiagonale symétrique réelle parti-
culiere. On utilise les résultats démontrés dans la partie I pour résoudre, dans la partie II, un systeme
différentiel.

Partie I - Eléments propres d’une matrice

I.1 - Localisation des valeurs propres

On considere une matrice A = (a; j)1<; j<n € M,(C). Soient une valeur propre A € C de A et un vecteur
X1
propre associ€ x = | : | € M,,;(C) \ {Om,,(0)}-

Xn

n
Q20. Montrer que pour tout i € [1,n],ona: Ax; = Z a; jXx;.
=1

Q21. Soit iy € [1,n] tel que |x;| = max _|x;|. Montrer que : || < Z laj, -

Jjelt,n j=1

En déduire que :

Al < max {Z la, j|}.
. Z.

le[[l,n

Soient @ et S deux nombres réels. On considere la matrice A, (a, 8) € M, (R) définie par :

a B 0 -~ 0
B a B :

A@,B)=10 . - 0l
: B a B
0 0 B «a
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Q22. Justifier que les valeurs propres de A, («, 5) sont réelles.

Q23. Soit A € R une valeur propre de A,(a, ). Montrer que :

] < lal + 28]

I.2 - Calcul des valeurs propres de A, (@, 8)

Q24. En utilisant la question Q23, montrer que pour toute valeur propre A de A,(0, 1), il existe
0 € [0, ] tel que A = 2 cos 6.

On note U, le polyndome y A 2X).

(0, 1)

Q25. Etablir, pour n > 3, une relation entre XAn(O, 1)’XAn—1(07 1 et XAn_z(O, 1)

En déduire, pour n > 3, une relation entre U,, U,_; et U,,_,.

Q26. Montrer par récurrence sur n que pour tout 6 €]0, r[ :

sin((n + 1)0)

U,(cos0) = sin )

Q27. Déduire de la question précédente que ’ensemble des valeurs propres de A,(0,1) est

{2 cos( J+ l); je 1, n]]} Déterminer la multiplicité des valeurs propres et la dimension des
n
espaces propres associés.

. , r
Consid € [1,n] et 0 = —.
onsidérons j € [1,n] et posons 6, m—r
X1
Q28. Montrer que pour tout vecteur propre x = | : | € M, ;(R) de A,(0, 1) associé a la valeur propre
Xn

2cos(f),ona:
—2cos(0))x; +x, =0
Xp—p —2c08(0)xk + X401 =0, Vke[2,n-1].

Xp—1 — 2cos(8j)x, =0
Soit E I’ensemble des suites réelles (1 )ren VErifiant la relation de récurrence :
Vk € N*, Up_1 — 2COS(9.,') Uy + U1 = 0.
Q29. Montrer que E est un espace vectoriel sur R dont on précisera la dimension.
Q30. Déterminer I’ensemble E des suites (u)ien € E telles que vy = u,11 = 0.

Q31. En déduire I’espace propre de A, (0, 1) associ€ a la valeur propre 2 cos(6;).

Q32. En déduire, pour tout (a,8) € R*, I’ensemble des valeurs propres de A, (e, 3) et les espaces
propres associés. On distinguera le cas 8 # 0 du cas 5 = 0.
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Partie II - Systeme différentiel

IL.1 - Matrices par blocs

On considere A, B, C et D des matrices de M,,(C) telles que C et D commutent.

A B\(D 0,
Q33. Calculer (C D) (_ c In).

L’ objectif des trois prochaines questions est de démontrer la relation :
A B
det ((C D)) = det(AD — BC). (D)

Q34. Montrer I’égalité (1) dans le cas ou D est inversible.

Q35. On ne suppose plus D inversible. Montrer qu’il existe p, € N* tel que pour tout entier p > po,
D + —1I, est inversible.

Q36. En déduire que I’égalité (1) est également vraie dans le cas o D n’est pas inversible.

Considérons une matrice M € M,,(C) et formons la matrice :
0, 1,
)

Q37. Montrer que Sp(N) = {u € C; we Sp(M)}.
X1
Q38. Soient u € Sp(N) et x = | : | € M, ;(C) un vecteur propre de M associé a la valeur propre .

Xn

X N
Montrer que le vecteur (,U x) € M,,.1(C) est vecteur propre de N associé a la valeur propre u.

Q39. Montrer que si M est diagonalisable et inversible, alors N est également diagonalisable et
inversible.

I1.2 - Application a un systéme différentiel dans le cas ou n = 2

On considere le systeme différentiel :

X\ = =2x+x
{ X, = x1-2x 2
Q40. Déterminer (o, 8) € R? tel que le systéme (2) soit équivalent au systeme différentiel du premier
X1
ordre X’ = BX, ou X = || et B = 0, L € M4(R)
I P “As@p) 0) T
X
Que déduit-on du théoreme de Cauchy quant a la structure de 1I’ensemble des solutions de ce

systeme ?

Q41. En utilisant la question Q37, déterminer les valeurs propres de B et en déduire que B est
diagonalisable.
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On considere la matrice :

—-iV3 0
0
-1

0

D =

-~ O O O

0
0
0

Q42. En utilisant la question Q38, déterminer une matrice inversible P € My(C) dont la premiere
ligne ne comporte que des 1 et telle que B = PDP™".

V1

Y2

|

V4

Q44. Déterminer la solution du systeme différentiel (2) avec conditions intiales
(x1(0), x2(0), x1(0), x5(0)) = (1,0,0,0).

Q43. Déterminer I’ensemble des solutions du systeme différentiel Y = DY, avec Y =

FIN
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EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES 1

Dans ce probleme, on désigne par F un K-espace vectoriel de dimension finie n>2. On dira qu’un
endomorphisme f de F est cyclique s’il existe un vecteur xg de F tel que :
E = Vect (f(*(z0) | k € N)) ou encore E = Vect (zo, f(z0), f*(z0), f3(0), . ..).
Dans la partie I, on donne quelques exemples d’endomorphismes cycliques. Dans la partie I, on
procede a une étude plus générale des endomorphismes cycliques.

PARTIE 1
1°) Deux exemples d’endomorphismes cycliques en dimension n =3

Dans cette question seulement, I’espace E est de dimension 3 et rapporté a une base (eq, ez, €3).

a) On considere ’endomorphisme a dont la matrice dans la base (e, ez, e3) est :

0 0 6
A=11 0 -11
01 6

Exprimer a(e;) et a?(e;) dans la base (eq, ea,e3) et en déduire que a est cyclique.
Déterminer les valeurs propres de ’endomorphisme a.

Pour chacune des trois valeurs propres possibles, déterminer un vecteur propre dont la
troisieme composante est égale & 1. En déduire une matrice inversible P telle que P~ AP
soit une matrice diagonale qu’on explicitera.

b) On considére 'endomorphisme b dont la matrice dans la base (e, ez, e3) est :

0 0 1
B=|1 0 1
01 -1

Exprimer b(e;) et b?(e1) dans la base (e1, e, e3) et en déduire que b est cyclique.
Déterminer les valeurs propres de I’endomorphisme b.
Etudier si I’endomorphisme b est ou non diagonalisable.
2°) Un exemple d’endomorphisme cyclique en dimension n

Dans cette question, on note ¢ un endomorphisme de £ admettant n valeurs propres distinctes

A, .. Ap €t X1, ..., T, N Vecteurs propres associés a ces n valeurs propres Ay, ..., A, et on pose

alors xg =1+ ...+ 2

a) Exprimer c(z1 + ...+ zy,), 2(x1 + ... +xp), ..., (21 + ... + x,) en fonction de xy, ...,

Tp et A1, ..., Ay, puis établir que la famille (zg, ¢(xo), .. ., c" (o)) est libre dans E.

b) En déduire que ’endomorphisme c est cyclique.

PARTIE I1

Dans cette partie II, on note f un endomorphisme cyclique de ’espace vectoriel E (dim E = n),
autrement dit un endomorphisme f pour lequel existe un vecteur xy de E tel que :
E = Vect (f(*(z0) | k € N)) ou encore E = Vect (zo, f(z0), [*(z0), f3(z0), - - .).
Si Q(X)=qgnX™+gn 1 X™ 1+ ...+ q@X + qo désigne un polynome de K[X], on pose :
QUf) = g f™ + qu_1f™ +...+ q1f + qold (Id endomorphisme identité de E).
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3°) Une base adaptée de F

On désigne par m le plus grand nombre entier naturel tel que :
(o, f(20), f*(x0), - -, f™ ! (w0)) est libre et (wo, f(x0), f*(w0), - .-, f™(20)) est liée.

a) Justifier 'existence d’un tel nombre entier naturel m, puis montrer par récurrence sur k
que les vecteurs f™*(z) appartiennent a Vect (zo, f(z0), f*(x0), - .., f™ " (20)).
b) En déduire que la famille (zo, f(z0), f2(20), ..., f™ 1(x0)) est une base de E, puis que

m =n.

Dans toute la suite de ce probleme, on convient de poser :

F(x0) = pr_1f"  (20) + ... + p1f(20) + poxo

et on désigne alors par P le polynome de K|[X] défini par P(X) = X" —p, 1 X"t — ... —
p1X — po.
4°) Matrice et polynéme annulateur de f
a) Berire la matrice M de f dans la base (zo, f(z0), f2(20), ..., /" (x0)).

b) Montrer que les n endomorphismes Id, f, f2, ..., f*~! sont indépendants, puis en déduire
qu’il n’existe aucun polynéme @ non nul de degré strictement inférieur a n tel que Q(f) = 0.

c¢) Déterminer I'image par ’'endomorphisme P(f) = f* — p,_1f" ! — ... — p1f — pold des
vecteurs de la base (xq, f(x0), f2(z0), ..., " *(z0)), puis en déduire que P(f) = 0.

5°) Caractérisation des endomorphismes cycliques diagonalisables

a) On considere une valeur propre A de f et un vecteur propre associé .
Calculer f*(z) pour k € N et en déduire que P()\) = 0.

b) On considere une valeur propre A de f. Déterminer le rang de 'endomorphisme f — AId a
I’aide de sa matrice, puis en déduire la dimension du sous-espace propre associé a .

c) Etablir que I'endomorphisme cyclique f est diagonalisable si et seulement s’il possede n
valeurs propres distinctes.

6°) Etude du commutant de f lorsque f est cyclique

a) Montrer que le commutant C(f) ={g € L(F) | go f = f o g} est un sous-espace vectoriel
et un sous-anneau de L(E).

b) Soient deux endomorphismes u et v appartenant a C(f).
Montrer, si u(xg) = v(zg), que u = v.

¢) Soit g un endomorphisme pour lequel on pose g(x) = an_1f" *(zo) +...+ a1 f(zo) +aozo.
En déduire, si g appartient & C(f), que g = a,_1f" '+ ...+ a1 f + aold.

d) En déduire que le commutant C(f) est de dimension n et démontrer qu’il admet pour base

(Id, f, f2, .. f*71).
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Dans ce probleme, on désigne par n un entier supérieur ou égal a 2, par 8, = (ey, ..., e,)
la base canonique de C” et on fait les conventions suivantes :
* on identifie tout vecteur x = (x;, ..., x,;) de l'espace vectoriel C" et la matrice-colonne de
ses composantes xj, ..., X,, et on définit la norme de ce vecteur x par :
x|l = max(|x;|/1 =i <n).
En particulier, on note v, le vecteur de C" dont toutes les composantes sont égales a 1.
* on identifie tout endomorphisme de C” et la matrice 4 € M,,(C) qui lui est associée dans
la base canonique, et on définit la norme de cette matrice 4 = (ai j) par :
4l = max(|a;;| [ 1 =i, j<n).
On notera qu'une suite k — A; = (agl;)) de matrices appartenant a M, (C) converge donc

vers une matrice 4 = (a,- j) € M, (C) si et seulement si la suite k — ||4; — A|| , tend vers 0,
donc si et seulement si les n? suites k —> agl}) des coefficients des matrices 4; convergent

respectivement vers les n? coefficients a; ;j de la matrice 4.

Enfin, on désigne par S,, 'ensemble des matrices dites stochastiques d'ordre n, c'est a dire
I'ensemble des matrices M = (mi j) de M, (C) vérifiant les deux propriétés suivantes :

1) les n? coefficients m; ;j de la matrice M sont des nombres réels positifs.
2) la somme des ¢léments de chacune des n lignes de la matrice M vaut 1 :

Viel[l,n], mjyy+m,+ ... +m;,=1.
Ces matrices stochastiques jouent un role important, en particulier en calcul des probabilités
comme le montre I'exemple trait¢ dans la partie I. Dans la partie II, qui est indépendante,
on étudie plus généralement la suite des puissances d'une matrice stochastique M € S,,.

B Partie I : une intervention des matrices stochastiques en probabilités
On considére un combat entre deux tireurs A et B qui se déroule en une suite d'épreuves
ou A et B tirent simultanément I'un sur l'autre de la fagon suivante, jusqu'a élimination
d'au moins un des deux tireurs :

- Lorsque A tire, la probabilité pour qu'il atteigne son adversaire est égale a 2/3.

- Lorsque B tire, la probabilité pour qu'il atteigne son adversaire est égale a 1/3.

- Lorsqu'un tireur est atteint, il est définivement éliminé des épreuves suivantes.

- Les résultats des différents tirs sont supposés indépendants les uns des autres.

Pour tout entier #n > 1, on considére les événements suivants :
- AB,;: "a l'issue de la n°™ épreuve, A et B ne sont pas encore €liminés".
- A, "al'issue a n®™° épreuve, seul A n'est pas encore éliminé".
A tal de la n°™° épr , seul A n'est e e éliminé"
- B,,: "al'issue de la n°™ épreuve, seul B n'est pas encore ¢liminé".
- (,: "a l'issue de la n°™ épreuve, les deux tireurs sont éliminés".


nclsj
Texte surligné 


Pour tout entier n eN*, on désigne par E, la matrice-ligne a 4 colonnes dont les ¢léments
successifs sont les probabilités des 4 événements AB,,, A,, B, O, :
E, = (P(AB,), P(A,), P(B,), P(D,)).
Pour n = 0, comme A et B sont présents au début du combat, on convient donc de poser :
Ey = (P(ABy), P(Ag), P(B), P(®g)) = (1, 0, 0, 0).

1°) Calculs de probabilités conditionnelles

a) Verifier que Py (AB,, 1) = % (on justifiera cette réponse).

b) Déterminer (en le justifiant) [P AB, (Ani1)s Pap, (B,i1) etPap, (D, 1)-
c¢) Rappeler la formule des probabilités totales, puis en l'appliquant a un systéme complet
d'événements correctement choisi, expliciter une matrice carrée M d'ordre 4 telle que :
VneN, E, =E,M.
Vérifier que la matrice M ainsi obtenue est stochastique d'ordre 4, et que E,, = Ey M".

2°) Diagonalisation de la matrice M
a) Préciser les valeurs propres de la matrice M avec leurs ordres de multiplicité.
b) Etablir que la matrice M est diagonalisable et préciser les sous-espaces propres de M.
¢) On considere 3 réels x, y, z et la matrice P définie par :
l x y z
0700
0070/

0007
Déterminer x, y, z pour que les vecteurs-colonnes de P soient des vecteurs propres de M.

d) Vérifier que P est inversible, préciser la matrice D = P~! M P et expliciter P~!.

3°) Probabilités pour que A ou B remportent le combat
a) Expliciter la limite quand » tend vers +co de la suite matricielle n — D".
Exprimer M" en fonction de D", et expliciter la limite de la suite matricielle n — M".
b) En déduire la limite quand 7z tend vers +oo de la suite matricielle n — E,,, puis préciser
les probabilités pour que A ou B remportent le combat.

4°) Durée moyenne du combat

Soit 7T la variable aléatoire indiquant le nombre d'épreuves réalisées avant la fin du combat.
a) Calculer la probabilité¢ P(7 = 1).

b) Pour tout entier naturel n, comparer les événements AB; (VAB, () ... (VAB, et T > n.

-1
En déduire la probabilité P(T > n), puis vérifier que P(7T = n) = g (%)n .

¢) Déterminer la somme de la série >,'°} P(T = n) et I'espérance de la variable aléatoire T.

B Partie Il : étude des puissances des matrices stochastiques

Dans toute cette partie, on désigne par M une matrice stochastique d'ordre n et on se propose
d'étudier la convergence de la suite géométrique k — M¥, et plus généralement de la suite
L+ M+M2+ .. +MF

de ses moyennes de Cesaro k — Cj, définies par C;, = .
+
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5°) Premiers résultats de convergence

a) Etablir que I'ensemble S,, des matrices stochastiques est stable par produit.

b) Etablir que la limite éventuelle d'une suite de matrices stochastiques est stochastique.
c¢) Démontrer, si la suite (M k) converge vers L, que L est une matrice de projection.

(On pourra a cet effet déterminer de deux manicres la limite de la suite (M 2 k)).

d) Démontrer, si la suite (M k) converge vers L, que la suite (Cj) converge aussi vers L.

6°) L'espace C" est somme directe de Ker(M — I,,) et de Im(M — I,,)

a) Déterminer Mv; et en déduire que 1 est valeur propre de M.

b) Etablir I'inégalité || M x||o, < ||x]|l. pour tout vecteur x € C".
En déduire que toute valeur propre A de M est de module inférieur ou égal a 1.
Quelles inégalités en déduit-on sur le déterminant et la trace de M ?
Celles-ci peuvent-elles étre réalisées?

¢) On considére un vecteur y = M x —x appartenant a Im(M — I,,).

Etablir, si de plus y e Ker(M — I,,), que MFkx = ky + x, puis que [|yl|, < % [1%]] 0o -
d) En déduire que y est nul, puis que C" = Ker(M — I,,) ® Im(M — I,,).

Dans toute la suite du probléme, on convient de désigner par P la matrice du projecteur
sur le sous-espace Ker(M — I,,) dans la direction de son supplémentaire Im(M — 1,,).

7°) Etude de la convergence de la suite k — C,

a) On décompose un vecteur x € C” sur la somme directe C" = Ker(M — I,) ® Im(M — I,,))
enposantx =x; +x, oux; = PxeKerM - 1I,)) etx, =M z—zeIm(M - I,).
2 lzlloo
k1l
b) En déduire que : V xe C", lim;, _, , ., C; x = Px, puis que : lim; _, ., C;, = P.

Donner l'expression de Cy x et montrer que ||C x — Px|| | <

¢) En déduire la limite de la suite (M k) lorsque celle-ci est convergente.

8°) Etude de la convergence de la suite k — M*
On suppose la matrice M diagonalisable, de valeurs propres distinctes A} =1, 4;, ..., 4,,

et on fait I'hypothése supplémentaire suivante : pour 2 <i < p,ona|A;| < 1.
a) Etablir, si x est un vecteur propre de M associ¢ a une valeur propre A distincte de 1,
qu'onal'égalité : A — 1) x =M — I, x.
En déduire, si A est une valeur propre distincte de 1, que : Ker(M — A [,,) c Im(M — I,).
b) Etablir I'inclusion : Ker(M -2, 1,)® ... ®Ker(M -2, In) c Im(M - 1,), et montrer

qu'on a I'égalité : Ker(M — A, 1,)® ... @Ker(M — A, 1,) = Im(M — I,).
¢) On décompose un vecteur x e C" sur la somme directe des sous-espaces propres de M
en posant x = x| +x; + ... +x, avec x; € Ker(M —A; [,) pour 1 <i < p.

Montrer que x; = Px, exprimer M¥ x — Px alaide de k, de Ay, oy Ap,de xy, ..., Xp, puis
en déduire que lim, _, ... M* x = Px, puis que lim; _, , ., M* = P.

d) Donner enfin l'exemple d'une matrice stochastique M telle que la suite k — M* diverge.
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