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Notations et définitions

R? est muni de la norme ||(z,y)| = v/22 + y2.

On note C(R™, R) I'ensemble des fonctions continues de R™ dans R et L' I'ensemble

“+oo
des fonctions f € C(RT,R) intégrables sur RT. Si f € L', on pose || f]l1 = / [f]-
0

On note B l'ensemble des fonctions f € C(R"’,R) bornées sur RT. Si f € B, on
pose [|flloc = sup|fl.

Si a € [1, 400, on convient que 0% = 0; ainsi ¢ € RT +— {% est continue.
1

dt.
14t

—+o0
On pose, lorsque cela a un sens, I(a) = /
0

Si v € [1,400[ et h est une fonction continue de R* dans R, on note E,, ; 'équation

différentielle linéaire : 1
E, o —
(Ban) + 9" =1 T

Par définition, une solution de (E, ) est une fonction de R* dans R de la variable
t de classe C? vérifiant (Eq p).

y+y=h

Pour une équation différentielle linéaire du second ordre (E), de second membre h,
on définit les propriétés de stabilité suivantes :

e ondira que (F) est stable par rapport aux conditions initiales si et seule-
ment si pour tout € € R, il existe n € R tel que si f est une solution de (E)
vérifiant ||(f(0),f’(0))H < n,alors f € Bet || flloo <eé.

e on dira que (E) est stable par rapport au second membre au sens 1 si
et seulement si pour tout € € R, il existe n € R*. tel que si h € L' est tel que
[Alli < n et f est solution de (E) vérifiant (f(0), f'(0)) = (0,0), alors f € B et
[flleo <.

e on dira que (E) est stable par rapport au second membre au sens oo si
et seulement si pour tout € € RY, il existe n € R} tel que si h € B est tel que
[hlls < 7 et f est solution de (E) vérifiant (f(0), f'(0)) = (0,0), alors f € B
et [[flleo <e



De plus, dans le cas de 'équation (Eq ) :

e on dira que (E, ) est stable par rapport au paramétre si et seulement si
pour tous (a,b) € R? et € € R, il existe n € R% tel que :
si B € [1,4o00[ vérifie |a — 3| < 7, f est solution de (Eq ) et g est solution de
(Eg,0) avec (f(0), f(0)) = (g(0), ¢'(0)) = (a,b), alors f—g € Bet [[f—gl <&

Objectifs et dépendance des parties

L’objectif du probléme est d’étudier le comportement des solutions de (E, ) vers
400, ainsi que les différentes notions de stabilité.

La partie I étudie le cas de 1’équation « limite a 'infini » 3" +y = h.

La partie II, indépendante de I, étudie le comportement a 'infini des solutions de
(Eqa,0) pour o > 1.

La partie ITI, qui étudie les problemes de stabilité pour o > 1, utilise des résultats
de II.A, II.C et 1.5.

La partie IV, qui étudie le comportement & l'infini des solutions de (E4 ), utilise
11.B.

La partie V, qui étudie les problemes de stabilité pour « = 1, utilise les parties IV
et II.

Si h € C(RT,R), on 1t
une solution de (Fj) est uné
LA -

I.LA.1) Donner 'ensemble
I.A.2) Dans cette

le des solutions de (F}) dans ce cas.

S solutions de

Stion uniquement, on prend p h:x— cos(x).

Donner l'ens



nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


A.3) Dans cette question uniquement, on prend pour h la fonction 27-périodique
sulNR ™, définie par
sin(z) s xe€l0,7]
hix) = .
0 si x€lm, 2]
Démontrer queNg est continue sur R et déterminer I'ensemyle des solutions de (Fp).

I.B - Stabilité paNrapport aux conditions initipdes
Si (a,b) € R?, et f est I solution de (Fy) vérifign® (f(0), f'(0)) = (a,b), montrer
que £ € B et || flloe < [I(a)
¢
I.C - Si h € C(R™,R), montrer 0ne f¢: t € RT — h(u) sin(t — u) du> est
0
solution de (F},), et en déduire 'ensfmbie des solutions de (F},).

I.D - Stabilité par rapport/au second membre au sens 1

On donne h € L!.

Déterminer la solutionf de (F},) vérifiant (f(0), f'(OM= (0,0), montrer que f € B,
et || fllo < V2|1

En déduire quefF},) est stable par rapport au second membre au sens 1.

LE - Instabilité par rapport au second membre au sens

Soit § #R*.

Régatidre I’équation différentielle y” +y = § cos(t), et montrer que ses soldons sont
wOn bornées, et plus précisement, ne sont pas en o(t) quand ¢t — +oo.

En déduire la non stabilité de (Fp) par rapport au second membre au sens oo.

Partie IT - Comportement a l'infini des solutions
de (E,p) pour o > 1

II.A - Démontrer l'existence de I(«), pour o > 1, et sa continuité par rapport a a.

I1.B - Relevement angulaire
On donne g : Rt — C* de classe C*, k > 2.

/

g A

II.B.1) Justifier Pexistence d’une primitive A de =, et montrer que ge™ " est

constante.
II.B.2) En écrivant la fonction A sous la forme A = B +1C, ou B et C sont des
fonctions & valeurs réelles, justifier qu’existent r € C*(R™, R%)et 6 e ck (R+, R) tels

que g = re?.


nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


I1.C - Comportement a l’infini pour o > 1

1
1+to
I1.C.1) En appliquant IL.B, montrer qu'existent r € C}(R™,R%) et § € C* (R, R)
telles que f = rcos(0) et f' = rsin(h).
Exprimer r en fonction de f et f’.

Soit a > 1 et f une solution non nulle de (E, ). On note ¢ : t € RT —

Les fonctions 7 et 6 sont fixées ainsi pour la suite de la partie.

I1.C.2)
I1.C.3)
I1.C.4) Démontrer que r a une limite strictement positive en +oo vérifiant
Egi r < r(0) exp({()).

Démontrer que f et f’ sont bornées par ||(f(0), f/(0))| exp(I(c)).

I1.C.5) Démontrer que 0(t) +t tend vers une limite réelle quand ¢ — +o0.

I1.C.6) Démontrer qu'existent a € R* et b € R tels que f(t) — acos(t +b) e 0.

Démontrer que ¢ = —1 + ¢sin(6) cos(6). (1)

Démontrer que 7’ = grsin?(6). (2)

II.C.7) Tracer l’allure du graphe de f vers +oo.

Partie III - Etude de la stabilité pour a« > 1

Dans toute la partie, o > 1, et (f1, f2) est un systéme fondamental de solutions de
(Ea,O)'

| hf
R I

On pensera a utiliser les résultats de I1.

est le wronskien associé.

ITI.A - Stabilité par rapport aux conditions initiales

Démontrer que (E, o) est stable par rapport aux conditions initiales.

ITI.B - Stabilité par rapport au second membre au sens 1

III.B.1) Déterminer une équation différentielle vérifiée par w, et montrer qu’existent

a,b réels tels que pour tout x € RT, 0 < a < |w(z)| < b.

III.B.2) Sihe C(R‘*‘, R), montrer que les solutions de (E,, ;) sont les fonctions du
hf1

h
type f = —C1 f1 +Cs fo, ot C; est une primitive de % et Cs une primitive de w



III.B.3) Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes requises sur Cy et Cy
dans la question précédente pour avoir (f(0), f'(0)) = (0,0)?

II1.B.4) Démontrer I'existence de C' € R* telle que : pour tout h € L, la solution
f de (Eq,p) vérifiant (f(0), f/(0)) = (0,0) est dans B, et || || < C||h||1. En déduire
que (E, o) est stable par rapport au second membre au sens 1.

ITI.C - Instabilité par rapport au second membre au sens oo

On fixe A € RY.

Soit g une solution de 3" +y = A cos(t).
Soit f la solution sur Rt de 3" —

(f(()),f’(())) = (0,0). On pose ® = f — g.

1+t’lyl +y = Acos(t) telle que

III.C.1) Démontrer que ® est solution de (E,, 1), pour une fonction h € C(R*, ]R)
vérifiant h(t) R 0.

¢
III.C.2) Démontrer que h(t) T 0 implique que/ \h|t = o(t).

— 100 0 — 100
II1.C.3) Utilisant la résolution de (Eq 1) vue en IIL.B, montrer que ®(t) = o(?).

t—>:-oo
II1.C.4) Démontrer que (E,,0) n’est pas stable par rapport au second membre au
sens oo.

ITI.D - Stabilité par rapport au parameétre

On fixe pour la suite de la question (a,b) € R?.

Soit 3 €]1, 4+o0.

Soit f la solution de (Eq4,) vérifiant (f(0), f/(0)) = (a,b), g la solution de (Eg,)
vérifiant (¢g(0),¢'(0)) = (a,b).

On pose & = f — g.

1 “+oco
1 1
Sia>1 J(A) = ———dt et K(\) = —dt.
i , on pose J(\) /0 TTpdte N /1 T

Comme pour I, les fonctions J et K sont bien définies et continues sur |1, +o00[ (on
ne demande pas de le montrer).

III.D.1) Démontrer que ® est une solution de I’équation différentielle (E, ) avec

1 1
h:t ————— (¢
H(1+tf’ 1+ta>g()



[I1.D.2) Démontrer que h € L' et
IRl < @, )] €@ (1I(a) = J(8)| + |K (@) = K(B)]):

II1.D.3) Démontrer que (Eq,0) est stable par rapport au parametre.

Partie IV - Etude du comportement vers +oo
pour a =1

f est une solution non nulle de (E1 ).
f(t)
Vi+1
3

IV.A - Etablir que pour tout ¢ > 0, ¢”(t) + (1 - 4(t+1)2> g(t)=0.

Onpose g:t € R’ —

IV.B - Démontrer qu'existent p € C?(R™, R%) et g € C? (]R"’, ]R) telles que
g = pcos(B) et ¢ = psin(f).

IV.C - Déterminer une équation différentielle vérifiée par § et montrer que 5(z)+x
tend vers une limite réelle lorsque x — +o0.

IV.D - Déterminer une équation différentielle vérifiée par p, et démontrer que p
tend vers une limite réelle a > 0 en +o0.

IV.E - Démontrer qu'il existe un réel b tel que f(t) —av/tcos(t+b) = o(\Vt), ot

t—4oco
a est le réel défini ci-dessus.

IV.F - Tracer l’allure du graphe de f vers +oo.

Partie V - Etude de la stabilité pour a = 1

V.A - Démontrer que (E7 o) n’est pas stable par rapport aux conditions initiales et
au parametre.
]‘ /
— —— (@) + fr(x).
@)+ (@)

Qu’en déduire concernant la stabilité de (E; ) par rapport au second membre au
sens oo ?

V.B -SiA€R, et f:x— A\zsin(x), calculer f{(x)

eee FIN oo e
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Ce probléme a pour objet la représentation de la loi d’une variable aléatoire comme loi d’une somme de variables
aléatoires indépendantes.

On s’intéresse d’abord au cas d’une somme de deux variables & valeurs entieres, puis au cas de variables aléatoires
dont la loi est celle de la somme d’un nombre quelconque de variables indépendantes de méme loi.

Notations

Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probléme sont discretes. On note Py la loi d’une variable
aléatoire X.

Si X et X’ sont deux variables aléatoires définies sur les espaces probabilisés respectifs (Q, 4, P) et (', A", P’),
la notation X ~ X’ signifie que X et X’ ont méme loi, c’est-a-dire Py = Py, .

Pour toute variable aléatoire X a valeurs dans N, on note G x sa fonction génératrice, définie, pour ¢ € R, par

lorsque la série converge.
On pourra si nécessaire utiliser librement le résultat suivant.

Sim € N* et si £ est une loi de probabilité sur un espace probabilisé €2,, alors il existe
des variables aléatoires X,..., X,,, définies sur un espace probabilisé €2,,, mutuellement
indépendantes et de loi £.

m>

Si a et b sont deux entiers tels que a < b, on désigne par [a, b] 'ensemble des entiers k tels que a < k < b.

I Variables aléatoires entieres décomposables

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle décomposition de X toute relation de la forme
X ~Y + ZouYet Z sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, définies sur un espace
probabilisé pouvant étre distinct de celui sur lequel X est définie.

On dit que X est décomposable si X admet une décomposition ot Y et Z ne sont pas constantes presque stirement.

Premiers exemples

I.A.1) Si et seulement si
Gx =Gx.
I.A.2) Soit X une vartab
sont des variables aléatoires indéps
I.A.3) Soit X une variable aléatoire st
est décomposable si et seulement si n > 2.

I.A.4) Soit A(T) € R[T] le polyndme~

ol X et X’ deux variables aléatoires a valeurs dans N. Justifier que X ~

¢ aléatoire a valeurs dans N admettant une déComposition X ~Y + Z, ou Yet Z

ndantes a valeurs dans N. QueleTelation lie Gy, Gy et G, 7

potirra distinguer les cas selon les valeurs des degrés de U(T') et V(T).
rdéduire qu'il existe une variable aléatoire décomposable X telle que X2 ne soit pas déeqmposable.

On pourra considérer le polynéme 1 A(T).

I.B —  Variables uniformes

Dans cette sous-partie, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et X est une variable aléatoire a valeurs
dans N, définie sur un espace probabilisé (€2, A4, P) et suivant la loi uniforme sur [0,n — 1] :

[P(X:k‘)zlsike[[o,n—l]] et P(X = k) = 0 sinon

n

I.B.1) Variables uniformes décomposables

On suppose dans cette question que n n’est pas premier : il existe des entiers a et b, supérieurs ou égaux a 2,
tels que n = ab.

2017-03-29 09:37:28 Page 1/4 (@) BY-NC-sA_|


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/
nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


a) Montrer qu'il existe un unique couple de variables aléatoires entiéres (@, R) définies sur ) telles que
X=aQ+R et Ywe, Rw)e[0,a—1]

On pourra considérer une division euclidienne.
b) Préciser la loi de (@, R), puis les lois de @ et de R.

¢) Montrer que X est décomposable. En déduire une expression de Gy comme produit de deux polynémes non
constants que 'on précisera.

I.B.2) Variables uniformes non décomposables
On suppose dans cette question que n est un nombre premier et on établit que X n’est pas décomposable.

a) Montrer qu'’il suffit de prouver le résultat suivant : si U et V'sont des polyndmes de R[T’] unitaires & coefficients
dans R, tels que U(T)V(T) =1+ T + -+ T, alors 'un des deux polyndmes U ou V est constant.

Dans ce qui suit, on fixe des polynémes U et V de R[T'] unitaires & coefficients dans R, tels que
UTV(T)=1+T+- 4T

On pose r = degU et s = deg V et on suppose par 'absurde que r et s sont non nuls.
1

b) Montrer que U(T) =T"U (%) et V(T) = TSV<T>.
On note alors U(T) = 1+u; T+ +u, T" 1 +T" et V(T) = 14+v, T+ +v, ;TS 1 +T% avec r < s (quitte
a échanger les roles de U et V).
¢) Montrer que Vk € [1,r], u,v, = 0.
d) En déduire que Vk € [1,7], u;, € {0,1} et v, € {0,1}.
e) Conclure.

On pourra d'abord montrer que tous les coefficients de V'sont a valeurs dans {0, 1}.

IT Variables infiniment divisibles : exemples

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans R. On dit que X est infiniment divisible si, pour tout
m € N*, il existe des variables aléatoires réelles discretes X, 1, ..., X,,, ,,, mutuellement indépendantes, de méme
loi, et vérifiant X ~ X, | + -+ X,, ,,. Dans cette définition, I’espace probabilisé¢ 2, sur lequel sont définies

les X, ; peut dépendre de m.

3

II.A — Variables bornées
IT.A.1) On suppose que X est constante égale & a € R. Montrer que X est infiniment divisible.

L’objectif de cette sous-partie est de montrer que toute variable aléatoire bornée infiniment divisible est presque
siirement constante.

Soit X une variable aléatoire bornée infiniment divisible définie sur un espace probabilisé (2, A, P). On note
M = sup, | X], de sorte que |X(w)| < M pour tout w € Q.

IT.A.2) Soit n € N* et soit X, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi, et telles que
X, + -+ X, ait méme loi que X.

M
a) Pour tout i € [1,n], montrer que X, < — presque stirement, puis |X;| < — presque slirement.
n n
M?
b) En déduire que V(X) < —, ou V(X) désigne la variance de X.
n

IT.A.3) Conclure que X est presque siirement constante.

II.B — Etude du caractére infiniment divisible de quelques variables entiéres
I1.B.1) Une variable binomiale est-elle infiniment divisible ?

I1.B.2) Soit n un entier naturel non nul et soit X1, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant des lois de Poisson de parameétres respectifs A, ..., A,,.
Montrer que X; + -+ + X, suit une loi de Poisson de parametre A\; + -+ A,,.

I1.B.3) Soit X une variable aléatoire de Poisson. Montrer que X est infiniment divisible.

I1.B.4) Soit r un entier naturel non nul et soit X;, ..., X, des variables aléatoires de Poisson mutuellement
T

indépendantes. Montrer que Z 1 X, est une variable aléatoire infiniment divisible.
i-1
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II.C — Séries de variables aléatoires a valeurs entiéres
II.C.1) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (2, 4, P) et a valeurs dans N.

a) Montrer que si A et B sont des événements de A, et si A et B sont leurs événements contraires respectifs,
alors

IP(A) — P(B)| < P(ANB) + P(AN B)

b) En déduire que, pour tout t € [—1,1], |Gx(t) — Gy(t)| < 2P(X #Y).

I1.C.2) Soit (U;);c- une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes & valeurs dans N telle que
la série des P(U; # 0) soit convergente.

a) Soit Z, = {w € Q| Ji > n,U;(w) # 0}. Montrer que (Z,
lim, ,.P(Z,) = 0.

b) En déduire que 'ensemble {i € N* | U; # 0} est presque slirement fini.

) est une suite décroissante d’événements et que

n—00

¢) On pose S, = Z?:l U, et S = Zzl U;. Justifier que S est définie presque siirement. Montrer que Gg
converge uniformément vers Gg sur [—1,1].

II.C.3) Soit (A;);cn- une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la série > A, est convergente, et on
note A = 37 A,

Soit (X;);cp une suite de variables aléatoires indépendantes telles que, pour tout ¢, X; suive une loi de Poisson
de parametre A;. On convient que, si A\; = 0, X, est la variable aléatoire nulle.

a) Montrer que la série > P(X,; # 0) est convergente.

b) Montrer que la série Zi> L X, est presque siirement convergente et que sa somme (définie presque stirement)
suit une loi de Poisson de parametre .

¢) Montrer que la série Zi> | iX; est presque stirement convergente et que sa somme X = Z;’Z | ©X; définit une
variable aléatoire infiniment divisible.

III Variables entieres infiniment divisibles : étude générale

III.A — Série entiére auxiliaire
Dans cette sous-partie, X est une variable aléatoire a valeurs dans N telle que P(X = 0) > 0.
ITI.A.1) Montrer qu’il existe une unique suite réelle (\;),cy- telle que, pour tout k € N*

k
KP(X =k) =Y jA\P(X =k—j)
j=1
ITI.A.2) Pour tout k € N*, montrer

E—1 k—1
IMIP(X = 0) SPX = k) + Y _INIP(X =k —j) < (1-P(X =0)) (1 +Z|Aj|>

k
1
ITI.A.3) Pour tout k € N*, montrer : 1 + ; |)\j| < m

IT1.A.4) Montrer que la série entiere Y A,t¥ a un rayon de convergence p(X) supérieur ou égal & P(X = 0).
Pour tout réel ¢ de |—p(X), p(X)[, on pose

Hy(t) =In(P(X =0)) + i AptF
k=1

A toute variable aléatoire X & valeurs dans N et telle que P(X = 0) > 0, on associe ainsi une série entiere Hy.
Dans la suite du probleme, H sera appelée série entiére auziliaire de X.

ITI.A.5) Pour t € |—p(X), p(X)[, montrer G’ (t) = H' (t)G x(t), puis G x(t) = exp(Hx(t)).

ITI.A.6) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, définies sur 'espace 2 et & valeurs dans N, et

soit Hy et Hy leurs séries entieres auxiliaires. Montrer Hy y(t) = Hy(t) + Hy(t) pour tout réel ¢ vérifiant
[t| < min(p(X), p(Y')).
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III.B — Variables aléatoires entiéres A-positives
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N telle que P(X = 0) > 0, et soit Hy sa série enti¢re auxiliaire :

Hy(t) =In(P(X =0)) + i Agt®
k=1

On dira que X est A-positive si \;, = 0 pour tout k > 1.
On suppose dans cette sous-partie que X est A-positive.
P(X =k)
P(X=0)
II1.B.2) Montrer que, pour tout ¢ € [~1,1], Gx(t) = exp(Hx(t)) et que > A, = —In(P(X =0)).
ITI.B.3) Soit (X;) la suite de variables aléatoires définie au II1.C.3. Montrer que X ~ Zzl 1 X,

i

ITI1.B.1) Pour tout k € N*, montrer que A, < . En déduire que la série Y A, converge.

III.C - Caractérisation des variables entiéres infiniment divisibles
Soit X une variable aléatoire infiniment divisible & valeurs dans N et telle que P(X = 0) > 0.
Le but de cette sous-partie est de montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(i) X est infiniment divisible ;
(ii) X est A-positive ;
(iii) il existe une suite (X;);5; de variables de Poisson indépendantes, comme au IL.C.3, telle que
X~ ZZ N2

Dans les questions III.C.1 a II1.C.4, on suppose que X est une variable aléatoire infiniment divisible a valeurs
dans N et telle que P(X = 0) > 0. Pour tout n € N*, il existe donc n variables aléatoires indépendantes
Xy 15+ Xy, de méme loi telles que la variable aléatoire X, ; + -+ X, |, suive la loi de X.

IT1.C.1)

a) Pour tout n € N*, montrer que X,, ; est presque sirement positive ou nulle.

b) Pour tout n € N*, montrer que P(X,, ; =0) > 0.

¢) Montrer que les variables aléatoires X,, ; sont presque stirement a valeurs dans N.
ITI1.C.2)

a) Montrer lim,,_,

P(X,;=0) =1
b) En déduire que, pour tout i € N*, lim

n—oo

P(X,,=1)=0.

ITI.C.3) Soit Hy la série entiére auxiliaire de X, comme elle est définie a la question III.A .4, et soit p(X) son
rayon de convergence.

Pour tout n € N*, soit H,, la série entiére auxiliaire de X'n,,l‘

a) Pour tout n € N*, montrer nH,, = Hy.

b) En déduire, pour tous n et k dans N*

k
knP(X,, =k) =Y jN\P(X,, =k—j)
=1

ITII1.C.4) Pour tout k € N*, montrer que la suite (nP(X,, ; = k))
A-positive.
ITI.C.5) Conclusion

a) Montrer le résultat annoncé au début de cette sous-partie I11.C.

o converge vers M- En déduire que X est
n

b) Comment adapter ce résultat aux variables aléatoires & valeurs dans N* ?

¢) Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p), ou p € 10, 1] :
VEEN" P(X =k)=(1—-p)1p

La variable aléatoire X est-elle infiniment divisible ?

o 0o o[[Ne oo
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Quelques propriétés géométriques du groupe orthogonal

Notations et définitions

Soit E un espace vectoriel euclidien (préhilbertien réel de dimension finie).
On note (, ) le produit scalaire de E et | || la norme euclidienne associée. Si H
est une partie de E, on appelle enveloppe convexe de H, notée conv(H), la plus
petite partie convexe de E contenant H, c’est-a-dire I'intersection de tous les
convexes de E contenant H.

Soit n un entier naturel = 2. On désigne par ./ ,(R) 'espace vectoriel des
matrices carrées d’ordre n a coefficients réels. On note I la matrice identité de
M, (R) et si A€ .4,(R), on note ‘A la matrice transposée de A et tr(A) la trace
de A. On rappelle que le groupe orthogonal O, (R) de .4, (R) est 'ensemble des
matrices U de ./, (R) telles que U ‘U = I. On rappelle également qu'une matrice
symétrique réelle est dite positive si ses valeurs propres sont positives ou nulles.

On pourra identifier R” et 'ensemble des matrices colonnes .4, 1 (R), que
I’on suppose muni du produit scalaire canonique, pour lequel la base canonique
de R" est orthonormée. On note | ||» la norme sur .4, (R) subordonnée a la
norme euclidienne de R” : pour tout A € .4, (R),

IAlz= " sup  [AX].
XeR", [ X[=1

Les parties A, B, C et D sont indépendantes.

Produit scalaire de matrices

2) Montrer que 'applicatio
M, ([R), noté (, ).

On note | ||; lIa norme euclidi roduit scalaire. L'attention du
candidat est attirée surte fait que 4, (R) est déso is muni de deux normes
différentes | ||, e

et B sont symétriques réelles positives, montrer queX4,B) = 0. On
pourra utiliser une base orthonormée de vecteurs propres de B.



nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


B. Décomposition polaire

Soit f un endomorphisme de E. On note A la matrice de f dans une base
orthonormée de E, et on note f* I'adjoint de f.

4) Montrer que ‘AA est une matrice symétrique réelle positive. Exprimer
| All> en fonction des valeurs propres de ‘AA.

5) Montrer qu’il existe un endomorphisme auto-adjoint positif / de E tel que
frof=n.

6) Montrer que la restriction de # a Im h induit un automorphisme de Im 5.
On notera cet automorphisme h.

7) Montrer que ||hA(x)]| = || f(x)]| pour tout x € E. En déduire que Ker# et
(Im f)* ont méme dimension et qu’il existe un isomorphisme v de Ker i
sur (Im f)* qui conserve la norme.

8) Al'aide de et v, construire un automorphisme orthogonal u de E tel que
f=uoh.

9) En déduire que toute matrice A € .4, (R) s’écrit sous la forme A= US, ou
U € 0,(R) et S est une matrice symétrique positive.

On admet que si A est inversible, cette écriture est unique.

Projeté sur un convexe compact

une partie de E, convexe et compacte, et soit x € E. On note

d(x,H) = inf |x— h|.
heH

10) Montrer qu’il existesqn unique hy € H tel que d(x, H) = || x— hg|l. On pourra
utiliser pour hy, h; dans"H]a fonction définie pour tout ¢ € R par la formule
q(0) = |l x—thy— (1 - hy|?
11) Montrer que hy est caractérisé parta condition (x — hg, h — hy) < 0 pour
tout i € H. On pourra utiliser la mémeMqnction ¢(f) qu’a la question
précédente.

Le vecteur hy s’appelle projeté de x sur H.

D. Théoréme de Carathéodory et compacité

Dans cette partie, on suppose que E est de dimension n. On dit que x € E
est une combinaison convexe des p éléments x1, X, ..., X, € E s'il existe des réels
A1, Az, ..., Ay positifs ou nuls tels que

14
x:Z/lix,- et Zﬂi:L
i1 '


nclsj
Ligne


12) Montrer que I'enveloppe convexe conv(H) d'une partie H de E est consti-
tuée des combinaisons convexes d’éléments de H.

On souhaite montrer que I’enveloppe convexe conv(H) est constituée des com-
binaisons convexes d’au plus n+1 éléments de H.
Soit x = Zle Aix; une combinaison convexe de x1, xp,...,X, € Havec p = n+2.

13) Montrer qu'il existe p réels non tous nuls yy, o, ..., 4p tels que

p

i = =0,
Y pixi=0 et > wi=0
i=1 j

On pourra considérer la famille (x; — x1, X3 — X1,..., X, — X1).

14) En déduire que x s’écrit comme combinaison convexe d’au plus p — 1
éléments de H et conclure que conv(H) est constituée des combinaisons
convexes d’au plus n + 1 éléments de H.

On pourra considérer une suite de coefficients de la forme A; —0u; =0,
i €{1,2,..., p} pour un réel 0 bien choisi.

15) Si H est une partie compacte de E, montrer que conv(H) est compacte.
On pourra introduire I'’ensemble compact de R”*! défini par

n+l1
A= {(tl,...,th), avec f; =0 pour touti € {1,...,n+1} et Z L= 1}.
i=1

E. Enveloppe convexe de O, (R)

16) Montrer que I'enveloppe convexe conv(O,(R)) est compacte.
On note 28 la boule unité fermée de (4, (R), || ||2).
17) Montrer que conv(O,(R)) est contenue dans 2.

On suppose qu’il existe M € 2 telle que M n’appartient pas a conv(O,(R)). On
note N le projeté de M sur conv(O,(R)) défini a la partie C pour la norme | |1,
eton pose A= (M — N).On écritenfin A=US, avec U € O,,(R) et S symétrique
réelle positive (question 9).

18) Montrer que pour tout V € conv(0O,(R)), tr(AV) < tr(AN) < tr(AM). En
déduire que tr(S) < tr(USM).

19) Montrer que tr(MUS) < tr(S). On pourra appliquer le résultat de la ques-
tion 1).

20) Conclure : déterminer conv(O;,(R)).



F. Points extrémaux

1
Un élément A € & est dit extrémal dans 98 si I’écriture A = > (B+ C), avec

B,C appartenant a 98, entraine A = B = C. Dans cette partie, on cherche a
déterminer I'’ensemble des points extrémaux de 2.

1
21) On suppose que U € O,(R) s’écrit sous la forme U = 3 (V+W),avec V, W

appartenant a 98. Montrer que pour tout X € R”, les vecteurs VX et WX
sont liés. En déduire que U est extrémal dans 23.

Soit A appartenant a 98 mais n’appartenant pas a O, (R).

22) Montrer que I'on peut écrire A sous la forme A = PDQ, ou P et Q sont
deux matrices orthogonales et ou D est une matrice diagonale dont les
éléments diagonaux dy, d, ..., d, sont positifs ou nuls.

23) Montrer que d; < 1 pour tout i €{1,2,...,n}, et qu’il existe j €{1,2,...,n}
telque d; <1.

24) En déduire qu’il existe deux matrices A, et A_, appartenant a 48 telles

1
que A= 3 (Aq + A_y). Conclure.

FIN DU PROBLEME
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Applications bilinéaires symétriques plates

Dans tout le probleme, n est un entier supérieur ou égal a 2 et p est un
entier supérieur ou égal a 1. Les espaces vectoriels R” et R” sont munis de leurs
produits scalaires canoniques, notés (:,-); en particulier pour p = 1, C’est le
produit usuel dans R.

On rappelle qu’'une application ¢ de R x R" dans R” est bilinéaire lorsque
pour tous x, y dans R", les deux applications partielles z — ¢(z, y) et z— @(x, z)
de R" dans R” sont linéaires. L'application bilinéaire ¢ est dite symétrique si
¢(x,y) = @(y,x) pour tous x, y dans R”. En particulier, lorsque p = 1, on dit que
@ est une forme bilinéaire symétrique.

Soit ¢ une application bilinéaire symétrique. On appelle noyau de ¢ et on
note Ker ¢ 'ensemble des vecteurs x € R” tels que pour tout y € R”, ¢(x,y) =0.
On dit que ¢ est diagonalisable s'il existe une base (e;)1<i<, de R” telle que pour
tous i # j, ¢(e;,e;) = 0. Enfin, on dit que ¢ est plate (relativement au produit
scalaire de R”) si pour tous les vecteurs x, y,z, w de R”, on a:

(Px, 1), 9z, w)) ={p(x, w),p(z,¥)).

Le but du probleme est d’établir, sous certaines conditions, qu'une applica-
tion bilinéaire symétrique plate est diagonalisable.

Les parties A, B et C sont indépendantes les unes des autres.

A. Formes bilinéaires symétriques plates

Dans toute cette partie on pose p = 1. Soit ¢ : R” x R"” — R une forme bili-
néaire symeétrique.
1) Justifier qu’il existe un unique endomorphisme u de R” tel que pour tous
x,y dans R”, ¢(x, y) = (u(x), y). Vérifier que u est symétrique et en déduire
que ¢ est diagonalisable.

On note R™* I'espace dual de R” constitué des formes linéaires sur R". Si a et b

sont dans R, on définit 'application a ® b de R"” x R” a valeurs dans R, en
posant (a ® b)(x, y) = a(x)b(y) pour tous x, y dans R".

2) Montrer que pour tous a,b € R"*, a® b est une forme bilinéaire sur R”.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’elle soit symé-
trique.

On rappelle que le rang d'une forme bilinéaire symétrique ¢ : R x R — R est
égal au rang de la matrice ((p(ei, e j)) ol (ej)1<i<n €St une base quelconque
de R".

1<i,jsn



3) On suppose dans cette question que ¢ est de rang 1. Montrer qu’il existe
une forme linéaire f € R"* telle que ¢ = + f ® f. (On pourra considérer la
base duale d'une base qui diagonalise ¢.)

4) En déduire qu'une forme bilinéaire symétrique de rang 1 est plate.

5) Réciproquement, soit ¢ une forme bilinéaire symétrique plate non nulle.
Quel estlerangde ¢ ?

B. Diagonalisation simultanée

Soit (u;) je; une famille quelconque d’endomorphismes autoadjoints d'un
espace euclidien E de dimension n, qui commutent deux a deux: u;ou; = ujou;
pour tous i, j dans I. On se propose de démontrer par récurrence sur n qu'’il
existe une base orthonormée de E qui diagonalise tous ces endomorphismes.
Le résultat étant évident pour n = 1, on suppose que n > 1 et que le résultat est
vrai pour toute dimension strictement inférieure a n.

6) Soit iy € I. Montrer que si u;, n’est pas une homothétie, les sous-espaces
propres de u;, sont de dimension strictement inférieure a n. Montrer par
ailleurs que ces sous-espaces sont stables par tous les endomorphismes u;.

7) Conclure.

C. Vecteurs réguliers

Soit ¢ une application bilinéaire symétrique non nulle de R” x R” dans R”. Si
x € R", on note ¢(x) I'application linéaire qui a tout y € R” associe ¢(x, y) € RP.
On a donc @(x)(y) = ¢(x, y) pour tous x, y € R”. Le noyau et 'image de ¢(x) sont
notés respectivement Ker ¢(x) et Im @(x).

On note g la dimension maximale de Im ¢ (x) lorsque x parcourt R", et on
choisit un vecteur v de R” tel que la dimension de Im ¢(v) soit égale a g. Un tel
vecteur v est qualifié de régulier pour .

8) Dans cette question préliminaire, on se donne deux matrices carrées A, B
d’ordre n a coefficients réels. Montrer que si A ou B est inversible, alors
A+ tBlest aussi pour tout £ € R sauf éventuellement pour un nombre fini
de valeurs de t.

9) Soit r un entier naturel non nul et (a;, a,...,a;), (b1, bs,...,b;) deux fa-
milles de vecteurs de R”. Montrer que si (ay, ay,...,a,) est libre, alors
(ay + thy,az + thy,...,ar + th,) est également libre pour tout réel ¢ sauf
éventuellement pour un nombre fini de valeurs de .

En particulier (a; + tby, as + tho,...,a, + th;) sera libre pour tout ¢ dans
un voisinage de 0.



10) Montrer que pour tout x € R” et tout y € Kerp(v), on a ¢(x, y) € Imp(v).

On pourra raisonner par ’absurde en montrant I’existence de vecteurs
el,...,eq de R" tels que la famille (¢ (v, e1), ..., 9(v, e4), @(x, y)) soit libre.
11) Dans cette question, on suppose que ¢ est plate. Montrer que Ker¢ =
Ker @(v). Si de plus, Ker ¢ = {0}, en déduire que p = n.
On revient au cas général ou ¢ est une application bilinéaire symétrique non
nulle.

12) Montrer que '’ensemble 7" des vecteurs réguliers pour ¢ est un ouvert
de R".

13) Montrer que 7 est dense dans R”.

D. Lecas p = n denoyau nul

Dans cette partie, ¢ désigne une application bilinéaire symétrique plate
de R" x R" dans R”, dont le noyau est réduit a Ker¢ = {0}. On fixe un vecteur
régulier v pour ¢.

14) Montrer que ¢(v) est un automorphisme.
Pour tout x € R”, on définit I'endomorphisme v (x) = ¢(x) o ¢(v) L.

15) En utilisant la définition d’'une application bilinéaire plate, montrer que
¥ (x) est auto-adjoint.

16) Montrer que pour tous x, y € R", w(x) oy (y) = w(y) oy (x). En déduire qu'il
existe une base orthonormée (ey, e, ..., e;) de R” diagonalisant simulta-
nément tous les endomorphismes y(x).

17) Construire a ’aide de (ey, e2,..., ;) une base qui diagonalise ¢. On pourra
utiliser la symétrie de ¢.

FIN DU PROBLEME
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Formule sommatoire de Poisson

Lobjectif de ce probléeme est d’établir sous quelles conditions la formule
sommatoire de Poisson est vraie et d’en étudier certaines applications.

Les fonctions considérées dans ce probleme sont toutes définies sur R et
a valeurs dans C. On note £ l'espace vectoriel des fonctions continues par
morceaux et intégrables sur R, et £ 'espace vectoriel des fonctions continues
f telles qu’il existe a > 1 pour lequel la fonction x — |x|* f(x) est bornée sur R.

A. Préliminaires

La transformée de Fourier de f € £ est la fonction f définie par la formule :

f@ = f f(x)e 2™ dy,
montrer que c'est C infini
1) Justifier que pour tout f € %, f est bien définie et continue sur R.

On désigne par # I'ensemble des fonctions f € & telles que f € £, et par #'*
I'ensemble des fonctions f € £* telles que f € £*.

2) Etablir que # et #* sont des espaces vectoriels sur C, vérifiant I'inclusion
wWrcw.
Ftant donné feZ, a>0etyveR, onpose, pourtout x €R, f,(x) = f(ax) et
fy,v (x) = f(x + y) e—Zlm/x'
3) Déterminer les transformées de Fourier de f, et f,, en fonction de f.Que
peut-on en déduire sur les espaces # et #* ?
4) Calculer les transformées de Fourier des fonctions s et ¢ définies sur R par

les formules
1.
5(0) = {1 pour |x| < 55

0 ailleurs,
et
1-|x our x| <1;
o = {17131 pour
0 ailleurs,
pour tout x € R.

5) Montrer que #* et # sont distincts de £. On pourra pour cela s’aider de
la fonction s définie a la question précédente.

6) Si f estune suite de fonctions de # convergeant en moyenne vers une
fonction f € #', montrer que la suite fn converge vers f uniformément
sur R.



B. Formule sommatoire de Poisson

Soit f € £*. Sa périodisée f est définie par la formule f(x) = ¥ ez f(x + ).
7) Montrer que f est bien définie, 1-périodique et continue sur R.

8) Déterminer, en fonction de f, les coefficients de Fourier de f définis pour
tout n € Z par la formule

1 .
cn(f) = f flx)e 2™ dy.
0

On rappelle que si deux fonctions continues périodiques ont les mémes coeffi-
cients de Fourier, alors elles sont égales.

9) Montrer que si f € %*, alors f est égale 4 la somme de sa série de Fourier.
En déduire, pour tout f € #*, la formule de Poisson :

Y fm=Y f).
nez nez

Les parties suivantes donnent diverses applications de la formule de Poisson.

C. Application ala formule d’inversion de Fourier
Soit few ™.
10) En appliquant la formule de Poisson a la fonction fy¢ définie dans la
partie A, établir la généralisation suivante, pour tous réels x et ¢ :
Y, fxtme = 3 fn+§) e,
nez nez
Montrer que cette formule donne un développement en série de Fourier
de la fonction périodisée Fy, ou Fy est la fonction définie par Fy(¢) =
f(g) eZiﬂxf.

11) En déduire la formule d’inversion de Fourier :

flx) = f F©&)e?imx de.

On pourra pour cela interpréter le second membre comme un coefficient
de Fourier particulier de Fy.

On dit que A € C est valeur propre de la transformation de Fourier dans # * s’il
existe f € #'* non nulle telle que f = Af.

12) Montrer qu'une telle valeur propre est une racine quatrieme de 1'unité,
puis déterminer toutes les valeurs propres réelles de la transformation
de Fourier dans #*. On pourra s’aider de combinaisons linéaires des
fonctions t et 7 ou ¢ est définie a la question 4).

Les parties suivantes sont indépendantes les unes des autres.



D. Application au théoréme d’échantillonnage de Whittaker

On considere, dans cette partie, une fonction f € #* telle que f s’annule en

dehors de l'intervalle —%, %].

13) Montrer qu’alors f est déterminée de facon unique par la donnée de la
suite des échantillons (f (n)) 1ez+ (On pourra s’aider de la formule générali-
sée de Poisson établie a la question 10).)

14) Ce résultat subsiste-t-il si'on suppose seulement que f s’annule en de-
hors d’'un intervalle [—% - e,% + €] ot € > 0? (On pourra considérer la

1 1
fonction ¢ — t(fTZ) - t(GTZ), ou ¢ est la fonction définie a la question 4).)

E. Contre-exemple de Katznelson

Dans cette partie, on considére la fonction ¢ définie a la question 4) et 'on
pose, pour tous x € R, ke N et N entier >0:

up(x) = t2%x) - 121 x)

1 |n|
ug,nN(x) = — - —]urp(x—n).
y L (1-F)
Inl<N

On pose enfin, pour une suite donnée (i) ke d’entiers strictement positifs :
+00
f = Z uk>Nk'
k=0

On pourra utiliser, sans les re-démontrer, les égalités suivantes concernant le
noyau de Fejér Ky, :

_nl

N

)eZinnx —

K=Y (1 1 (M)Z

In<N N sinzx

la deuxieme égalité n’ayant lieu que si x ¢ Z.

15) Montrer que la fonction f est bien définie (on pourra distinguer les cas
xeZetx¢Z). Lafonction f est-elle continue surR—27?

Bien que ce ne soit pas nécessaire, pour la conformité au programme, on pourra
admettre dorénavant que [ est continue par morceaux sur R.

16) Montrer que f estintégrable et que la série de terme général 1y y, converge
vers [ en moyenne sur R. Que peut-on en déduire sur la série de terme
général Uy N, ?



17) Etablir I'inégalité suivante :

o0 . 1 R
f |Ten@©IdE<— ) sup |kl
o N

nez [n,n+1]

18) En déduire qu'’il existe une suite (Ny)ren telle que f soit intégrable et que
la série de terme général 7 i, converge vers f en moyenne sur R. Que
peut-on en déduire sur la nature de la convergence de la série de terme
général uy n, ?

19) Examiner la validité de la formule de Poisson pour cette fonction f. Que
peut-on en conclure ?
E Application a laresommation d’Ewald

On note g la fonction gaussienne définie sur R par la formule g(x) = e‘”xz,
etl’'on admet que g = g.

20) Donner une valeur approchée de la somme de la série :

S= i e_n(ﬁno)z

n=1

exacte a 10710000 prgg,

FIN DU PROBLEME
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Py =sup(p | p =X}
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Premiere partie

Le but de cette partie est de démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée et
d' étudier lanature de la série de terme général Upi, i = 1,2,....

I-1. La suite desnombres premiersest illimitée:

Démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée en considérant, par exemple, pour
n nombres premiers pa, p, ..., Pn donnés, I’ entier Q défini a partir de ces n nombres premiers
par larelation suivante :

Q=Pp1pz..... pn+1=Hpi+1.

i=1
Dans toute la suite n est un entier supérieur ou égal a2 (n > 2), sun réel donné strictement
positif (s > 0)

1-2. Ensemble M, :
a Justifier larelation suivante :

8

(- 4)*-

b. Soient a et b deux entiers, différents|’un de I’ autre, tous les deux supérieurs ou égaux a2
(a=b,a> 2 b> 2);démontrer quelasérie double determe général u;;,i = 0,1,2,.

j =0,1,2,..., défini par larelation suivante

I]’

uij: 1 ’ i:011121---1 j:0,1,2,....
aIS.bJS

est sommable. Déterminer sasomme S.

Soient ps, p, ..., Pn l€SN premiers nombres premiers, My I’ ensembl e des réels obtenus en
considérant tous les produits desréels (p1)°®, (p2)°, ..., (pn)® élevés ades exposants ai,
1 <i < n, entiers positifs ou nuls.

Mn = {m | m= (p1)*“.(p2)S*2.....(Pn)°"", @i € N}.

c. Démontrer que I’ application (a1, az,...,an) — (P1)°**.(P2)°*.....(Pn)°*", de N" dans
Mn, est injective. En déduire qu'il est possible d’indexer les réels m dans |’ ordre croissant :
I"applicationi — m; est strictement croissante de N* sur M.

Exemples: écrire la suite des 12 premiers termes de la suite (m; ),y lorsqueleréel sest égal
aletl'entiernéga a2 puisa3.

Il est admis que lasérie determe général vi = 1/m;, i € N*, est convergente ; sa somme est
désignée par le symbole: Y m. Comme le laisse présager I’ alinéa b, le résultat plus général

meMp
ci-dessous est vrai et est admis:

) T h-Th

i=1 : meMn i=1
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Soit f, lafonction définie sur la demi-droite ouverte ]0, «[ par larelation suivante::

n

o = [(1- B )_l'

i=1

Soit N lerang du plus grand nombre premier inférieur an (N = sup{i | pi < n}).
d. Démontrer |'inégalité suivante :

n N _
29 < 1;[(1‘ o) .

k=1

Retrouver, en donnant une valeur particuliére au réel s, lerésultat : lasuite des entiers
premiers est illimitée.

Déterminer, en supposant le réel sinférieur ou égal a1 (0 < s < 1), lalimite, lorsque I’ entier
n tend vers!’infini, de |’ expression f,(s) introduite ci-dessus.

Il est admis, puisque la suite des nombres premiers est illimitée, qu' atout réel x supérieur ou
égal a2 (x > 2), peut étre associe un entier N tel que le réel x soit encadré par les nombres
premiers py €t pPs1 -

PN = X < Pns1.

e. Etablir, lorsque le réel s est strictement supérieur a1 (s > 1), I’ encadrement ci-dessous::
n

1 _T7(+. 1 V'.w1
}:FSPMLxWJ sgh;

k=1

En déduire, pour s > 1, lalimite de |’ expression fx(S) introduite ci-dessus lorsque |’ entier n
tend vers!’infini.

I-3. S&riedetermegénéral 1/p;, i = 1,2,...:
Déduire des résultats ci-dessus la nature de la série de terme général vi, i = 1,2, ..., défini
par larelation suivante.
vi-in(1-4).

En déduire la nature de la série de terme géneéral :
1
Wi =g 1= 1,2,..

Quelle conclusion qualitative est-il possible d en tirer sur larépartition des nombres premiers
?

I-4. Fonction ¢ :

Soit ¢ lafonction limite de la suite f,. Démontrer que cette fonction, définie d apres|la
question I-2.e sur la demi-droite ouverte ]1, oo[ par larelation ci-dessous, est contindment
dérivable.

¢(s) =lim ﬁ(l— 1 = )_1 = ii
L (Pi) ke

N-o0 -
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Deuxiéme partie

Le but de cette partie est d’ établir une majoration du produit des nombres entiers premiers
inférieurs ou égaux a un entier donné n et d’ encadrer le plus petit commun multiple de tous les
entiersinférieurs ou égaux acet entier n.

Soit toujours n un entier supérieur ou égal a2 (n > 2), N lerang du plus grand nombre
premier inférieur ou égal an ; soit Py, le produit des nombres premiersinférieursou égaux a n :

N
Py < N < Prnst, Pn= Hpi.

i=1

[1-1. Majoration du produit P, des nombres premiers majorés par un entier n:
a. Construire un tableau donnant pour lesvaleurs 2, 3, 4 et 5 de |’ entier n les valeurs de
Nl pN1 Pn, 4n-

b. Vérifier que, si I’entier n+ 1 n’est pas premier, I'inégalité P, < 4" implique I’inégalité
Pn+1 < 4n+1_

c. L’entier n+ 1 est premier dans cet alinéa; justifier I’ existence d’ un entier mtel que :
2m+1=n+1

Démontrer que tout nombre premier pcomprisentrem+2etn+1(mM+2<p<n+1)
divise le coefficient du binome C7' .. Etablir lamajoration suivante :

m < m
Cog < 4™

En déduire que I'inégalité Pm.1 < 4™ implique I'inégalité Pp.q < 4™1,

d. En déduire, pour tout entier n > 2, lamajoration :
N
Pn = H pi < 4",
i1

Soit d,, le plus petit commun multiple de touslesentiers 1, 2, 3,..., n.

[1-2. Uneexpressondu p.p.c. m.dy :

Démontrer que le p. p. c. m. dy est égal au produit des nombres premiers p;, inférieurs ou
égaux al’entier n, élevés a des puissances a; égales aux parties entieres du rapport Inn sur Inp; ;
C'est-a-dire:

N
ooznepen ol o o[ 0]
i=1 i
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[1-3. Uneminorationdu p.p.c.m.d,,; :
Etant donné un entier n supérieur ou égal a2 (n > 2), soit |, I'intégrale définie par la
relation suivante :

1
Ih = _[ X" (1-x)" dx.
0
a. Démontrer lamajoration :

|n§4—1n.

b. Démontrer quelep. p. c. m. d, ,,, est divisible par tout entier n+ k+ 1, lorsque I’ entier k
variede0an (0 < k < n). En déduire que le produit d, ,,.I» €st un entier en considérant, par
exemple, une expression de |, obtenue par dével oppement de (1 - x)" .

Démontrer, al’aide delamajoration deI’intégrale I, une minoration du p. p. ¢. m. d, ;.

Troisieme partie

Le but de cette partie est d’ étudier les deux fonctions et 6 définies ci-dessous pour en
déduire un encadrement al’infini du réel z(x).

Pour tout réel x supérieur ou égal a2 (x > 2), 7(X) est égal au nombre des nombres premiers
inférieurs ou égaux au réel x.

N
PN <X <P, m(X) =N=>_1
i=1

Pour tout réel x supérieur ou égal a2 (X > 2), 6(x) est égal ala somme des |ogarithmes des
nombres premiers inférieurs ou égaux au réel x.

N
PN < X < pPniz, O(X) = Zlnpi.
i-1

Plus généralement : étant donnée une suite reelle A = (ax),.4, Soit Ha lafonction définie sur
la demi-droite fermée [ 1, o[ , par larelation suivante::

HAa(X) est nul sur I'intervalle [ 1, 2[, égal, pour x > 2, ala somme des termes de la stite A
dont les rangs sont inférieurs ou égaux au rang N du plus grand nombre entier premier inférieur
ou éga ax:

0,s1<x<2

Ha(X) = N
A Zak,siZ§xetpN§x<pN+1.
k=1

[11-1. Un reésultat auxiliaire:
Préciser, pour une suite A = (a;);., donnée, sur quelsintervalleslafonction Ha est continue.
Quels sont ses points de discontinuité ? Préciser en ces points x lavaleur de Ha(X) — Ha(X— 0).
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Soit f une fonction réelle, définie et continlment dérivable sur la demi-droite fermée [2, o0 [ ,
et une suitereelle A = (a;);., ; demontrer larelation suivante : pour tout réel x compris entre py
et pnr1, (PN < X < Pnga) il vient :

N
> f(pi) = Ha(x) f(x) - jz Ha(t) (1) d.
i=1

I11-2. Une majoration delafonction r :
a. Démontrer la majoration suivante de lafonction 0 :

0(x) < x In4.

b. Etablir en choisissant, dans larelation éablie ala question précédente, comme suite A, la
suitelnpy, k = 1,2,..., et comme fonction f, lafonction x — 1/Inx, I'inégalité suivante :

*_dt
7T(X) < |n4(ﬁ +IZ W)

c. Démontrer la convergence vers 0, lorsque le réel x croit vers|’infini, de lafonction R(x)
suivante :

Ro = 18X ], (|r?§)2'

Indication : introduire, pour X > 4, lesintégralesde 2 a /X et de /X ax.

d. En déduire I’ existence d’un réel xo tel que, pour tout réel x supérieur ou égal axo, la
fonction 7 vérifie lamajoration suivante :

X
n(X) <41In2 X

[11-3. Une minoration delafonction r :

En utilisant par exemple laminoration du p. p. ¢. m. d, .., obtenue alaquestion I1-3,
démontrer qu’il existe un réel x; tel que, pour tout réel x supérieur ou égal axi, lafonction «
vérifie laminoration suivante :

n2 _x_
7(X) = 2 Inx’

Ces deux résultats sont cohérents avec le ”théoreme des nombres premiers’ éabli par
Hadamard et de La Vallée Poussin en 1896, qui affirme que lafonction = est équivalente a
I"infini alafonction x — x/Inx.
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Quatrieme partie

Soit, dans toute cette partie, un entier n donné (n > 2). L’anneau Z/nZ est I’ ensemble
quotient de|’anneau Z par larelation d’ équivalence : " deux entiersrelatifs sont équivalents si
leur différence est divisible par I’ entier n”. Classiquement un éément de Z/nZ, une classe
d équivalence, est notée a, a étant un représentant de cette classe.

Soit ¢ lafonction qui, al’ entier n, associe le nombre d’ éémentsinversiblesde Z/nZ.

IV-1. Théorémed Euler :
a. Démontrer que, pour que I’ éément a de Z/nZ soit inversible, il faut et il suffit quel’ entier
a soit premier avec n. Donner les valeurs de ¢(n) lorsque I’ entier n prend toute valeur de2a7.

b. Démontrer que I’ensemble (Z/nZ)* des éléments de Z/nZ inversibles est un groupe
multiplicatif. Quel est son cardinal ?

Soit a un entier comprisentre0Oetn—1 (0 < a < n— 1), premier avec n. Soit ¢(n) le
nombre d’ éléments de Z/nZ inversibles. Démontrer larelation :

arm =1, (n).

Indication : considérer |’ application y : b — b.ade (Z/nZ)* danslui-méme puis
I’ expression c définie par larelation suivante :

c= [] ba

be(z/nz)*

c. Application : déterminer le reste de la division de 2513 par 6.
IV-2. Principe de cryptographie :

Soit n un entier (n > 2) égal au produit de deux nombres premierspetq; n = p.q.
a. Démontrer larelation :

e(n) =(P-1)@-1).

Soit e un nombre entier premier avec (p— 1) (q—1).
b. Etablir I’ existence d’ un entier d tel que:

ed=1  ((pP-1)(@-1)).
Exemplesimple: n = 6, e = 5; calculer, pour tout élément a de Z/6Z, a®“.
c. Démontrer pour tout éément ade Z/nZ, larelation :

a®d=a  (n).
En fait I’entier e est connu de I’ expéditeur, I’ entier d du destinataire. L’ entier d est tres
difficileacaculer s lafactorisation de |’ entier n n’ est pas connue (les entiers p et g sont grands).
Chiffrement du message a par |’ expéditeur : a — a®; déchiffrement par le destinataire :
a® — (a®)Y. Le message est retrouvé.

FIN DU PROBLEME
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L'énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere MP, comporte 4 pages.

Si un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signale sur sa copie et poomsuit sa
position en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Soit | le segment [0, 1] ; une fonction réelle f, définie sur l'intervalle I, est continue par
morceaux s'il existe une subdivision finie de | : Og=<xx; < X2 <...< X3 = 1, telleque la
restriction de la fonction f a chacun des intervalles ouvertg k[, 1<i < n, est continue et
se prolonge en une fonction continug l'intervallefermé [%—1, xi]. Il est admisqu'une
fonction f continue par morceaux sur | est bornée. La borne supérieure des valeurs prises par
la fonction |f| est désignée par |(fif]| = . <'s,xu<|i)|f(x)|).

Soit E I'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues par m@geaux
Il est admis quéE, ||.]] est un espace vectoriel normé.

Les suites considérées dans ce probleme sont des suites de néelbraglexées par
des entiers strictement positifs : A F}@N* -

Suiteéqui-répartiedansl : une suite A = (@noN* de réels g nON*, appartenant a fiter-
valle I, (0¢a, £ 1) est équi-répartie dans |, si et seulement si, fmute fonction f de E, la
suite des moyennes #winétiquesdes valeurs prises par fanction f aux N points @

1<n<N, est convergente et de limite l'intégrale de la fonction f étendue a l'intervalle | :
N
1 1
lim = Zf(an) =J'f(x) dx .
N-o N n=1 0

Suite équi-répartiemodulo| : étantdonnée une suite de réelg)fry * ; Soit (&)nON*, la
suite des réels définis par la relation : pour tout entier n strictement pgsttifraa- [r], ou
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[rn] est la partie entiere du régl(frp] est un entier tel quedlKrn<[rn]+1). La suite (k)nON*
est equi-répartie modulo |, si et seulement si la suiteddds @, nON*, est équi-répartie
dans I.

1°) Un critére déqui-répartition:
Soit A = (g)nON* Une suite de réels,an0N*, appartenant a l'intervalle 1. Soip He
sous-ensemble des fonctions de I'espace E pour lesquelles la relation ci-dessous a lieu :

N
.1 >
| — f = [ f(x) dx.
Jim = rZ_l«an) IO (x) dx

a. Deémontrer que Isous-ensemblepFde E est un sous-espacectoriel de E et que
toutes les fonctions constantes de E appartiennent au sous-espace vectoriel F

b. Soit g une fonction de I'espace E tegjiee, pourtout € positif donné, il existadeux
fonctions f et f, appartenant asous-espaceectoriel F telles que la fonction g
soit comprise entrg fet b et l'intégrale de la fonction g étendue a | soit comprese a
pres entre les intégrales des fonctignstff; :
* pour tout réel x de 1;3tx) £ g(x) £ fo(x),

1 1 1
. J'fz(x) dx —¢ sJ'g(x) dx ¢ J'fl(x)dx +e.
0 0 0

Démontrer que la fonction g appartient au sous-espace vecigriel F

c. Deémontrerque, pourgue la suite A soit équi-répartie dans |, il suffit quesdels-
espace vectorielgcontienne une partie P de E dense dans E.

2°)  Une condition nécessaire et suffisantgdI-répartition
Soit A = (g)nON* UNe suite de réelg,alN*, appartenant a l'intervalle | = [0, 1].
Soit J un intervalle, contenu dans l'intervalle |, d'extrémités c et d ; =aitfbnction

€gale a 1 sur l'intervalle J et a O sur le complémentaire de Jdans | :
00 1, si x appartient a J contenu dans I,
hy(x) =

, SI X appartient a | sans appartenir a J.

a. Démontrer que, pour que la suite A soit équi-répartie dans I, il guéijt pourtout
intervalle J de I, la fonctionjlappartienne au sous-espagede E.

b. Soit J un intervalle dont les extrémités c et d vérifient les inégalités : 0 < c<d < 1.
Etant donné un réel positifdonné, € > 0), déterminer, deux fonctions continugs f
et f vérifiant les relations :
« f1(0) = f1(2) , =2(0) = f2(1) , pour tout réel x de I136x) < hy(x) £ f(x),

1 1 1
. J'fz(x) dx —¢ gIhJ(x) dx ¢ J'fl(x)dx +e€.
0 0 0
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La construction claire des graphes des deux fonctioeisf tient lieu de réponse.

Il est admis que la conclusion précédentevalkstblepour tout intervalle J, contenu

dans l'intervalle I, sans que la condit®ac < d < isur ses extrémités soit réalisée.

En déduire pour que la suite A = @N* SOit équi-répartie dans |, il suffit que
toutes les fonctions continues prenant mémes valeurs aux extrémités 0 et 1 de I'in-
tervalle | appartiennent au sous-espace vectosieldE.

c. Etant donné un entier N (N > 0), soit N(J) le nombre de terme® k& suite A qui
appartiennent a l'intervalle J et dont les indices n sont inférieutgaax a N ; dé-
montrerque, pourgque la suite A soit équi-répartie dans Ifaut et il suffit que,

. . . N . .
pour tout intervalle J, la suite d%ls%), NON*, soit convergente et de limite

d—c, lorsque l'entier N croit vers l'infini : Iiml\%J) =d-c.
N -

3°) Un critére déqui-répartition modulo | ; théoréme Behl :
Etant donnés une suite de réels RN+ et deux entier naturels k et N strictement

positifs, soit CR, k, N) le nombre complexe défini par la relation suivante :
N

CR K N) = % S exp(2 imkr,).
n=1

a. Démontrer que, si la suite R F)gN* est équi-répartie modulo |, potaut entier

k strictement positif, la limite de I'expressiorRCK, N), lorsque I'entier Neroit in-
N

e 1 :
deéfiniment, est nulle : Ilmﬁ Zexp(z imtkr,) =0.
Noo N 5
b. Démontrer réciproguement, qu'une suite de réglgft* est équi-répartie modulo
[, si, pourtout entier k strictemerpositif, la limite, lorsquel'entier N croit vers

I'infini, de I'expression (R, k, N) est nulle.

c. Exemple : so0i® un réel donné. Démontrer que la suite des réglsaN*, est équi-
répartie mudulo | si et seulement si le i@ekt irrationnel.

Dans lesquestions suivantes le résultat classiqgue de Cesaro est admis et peut étre

utilisé : si une suite réelle )N+ €St convergente et de limig la suite de terme géné-
N

1 .
ral Z X, , NON*, est convergente et de limiée
n=1



- 4/4 -

4°) Exemples de suitesjui-réparties modulo:|
Dans cette question la suite R p){rN* considérée est définie a padiune fonction
¢ réelle définiesur lademi-droite fermégl, oo[ : pourtout entier n (n1) m=b(n).
Soient p, Ay les nombres complexes définis par les relations suivantes :
dn=Mm+1—h , An = exp(2im) ,

La fonction¢, définiesur lademi-droite[1, o[, est supposée a valeyssitives, de
classe €, concaved” £ 0). En outre, dans un voisinage de l'infini,dggivée¢’ est
négligeable devant 1 et la fonction 1/t devait) (¢'(t) = o(1), 1/t = o’ (t))).

a. Etablirque les réels ¢l nON*, sontstrictementpositifs et que les deux suites de

. 1 . - e
reels ¢ et Pt nON*, tendent vers 0 lorsque I'entier n croit vers l'infini.
n n

: e , 1 (A A
Soient B, les nombres complexes définis par la relatiop =B— (L+l - —”) I
2im " dyy d,
est admis que, pour tout entier n strictement positif, I'inégalité ci-dessous a lieu :
111 1
An—Bnl ¢ — —— | +m|dn] .
|An — Bn| € 27T|dn+1 dnl |dnl

b. Démontrer, lorsque I'entier N croit vers l'infini, la convergence vers 0 de la suite des

N
réels— ZAn,NDN* lim = ZA”: 0.
N Noo N
n=1 n=1

c. Est-ce que la suite des réels=p(n), nON*, est équi-répartie modulo | ?

5°) Suites(IN%(n))noN* :
Etantdonné unréel a supérieur ouégal & 1 @ » 1), soient A la suite desréels
(In%(n)), nON* ety la fonction, définie sur la demi-droite [&[ : x—In%(x).

a. Pour quelles valeurs déela, les résultats de la questionpérmettentd'affirmer
que la suite @ est équi-répartie ?

b. Soit f la fonction définiesur lademi-droite]0, o[ : x—exp(2itt In(x)). Déterminer
une primitive de cette fonction.

c. Etantdonné un entier Nstrictementpositif, soient Iy et Iy les deux nombres
complexes définis par les relations suivantes :

N
Ln = % Zexp(ZiTrIn(n)) N = %J'exp(Zinln(x))dx.
1
n=1
Déterminer les limites, lorsque I'entier N creérs l'infini, dumodule || de N et
de la différence i — IN . Est-ce que la suitejAdéfinie cidessusgst équi-répartie

modulo | ?
FIN DU PROBLEME
FIN DE L'EPREUVE
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. Justifier que (e1, e, e3) est une base de R? et écrire la matrice A de u relativement aCette
base.

4. Détermixer une matrice P € GL3(R) telle que A = PAP~! puis calcylef P!

5. Soit B € M3R) une matrice vérifiant B2 + 3B = A; on note & endomorphisme de R3
canoniquement assosi¢ a B.

(a) Justifier que v? + 3v™>
(b) Vérifier que uv = vu et en"déduire que;pour tout k € {1,2,3} le vecteur v(ey) est

colinéaire a ey, conclure que la n¥xtfice V de v relativement a la base (e, e2, e3) est
diagonale.

(c) On pose V' = diag(et;an, a3). Expliciter A™er fonction de V' puis déterminer les
valeurs possiblesde a1, ag, a3 ainsi que celle de la nratgice B. La relation B24+3B=A
est équivalefite a V2 + 3V = A.
Et cett€ derniere relation est équivalente a af+3a; = 10, a3+ 3= 4etai+3a3 =0,
apres la résolution de ces équations, on obtient a1 = —50u2, as = ~4goul,etas =0
ou —3.

(d) Combien de solutions I'équation X2 + 3X = A admet-t-elle dans M3(R)?
Probléme

Dans ce probleme, C*°(R, C) désigne 1’espace vectoriel des applications de classe C>* de R dans
C et 2 l'opérateur de dérivation défini sur 'espace vectoriel C*(R,C) par: Z(f) = f', f €
C*(R,C); de méme, C[X| désigne 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients complexes a
une indéterminée et D 1'opérateur de dérivation défini sur cet espace vectoriel par: D(P) = P/,
P e C[X].

On rappelle que Z et D sont des endomorphismes de C*°(R, C) et C[.X| respectivement.
SiP=ay+a X +...+ a, X" est un polyndme a coefficients complexes de degré n > 1, on lui
associé 1’équation différentielle homogene noté &p suivante :

any™ + .. 4+ a1y +ay=0. (&p)

Par "solution la solution de I'équation différentielle (&) " on fait référence a toute application
f : R — C n-fois dérivable telle que

Ve e R, anf™@® 1+ 4+ aif (z) + aof(z) = 0.

Comme a,, # 0, il est évident que toute solution de &p est un élément de C>°(R, C). L'ensemble
des solutions est donc un sous espace vectoriel de C*(R, C).

La troisieme partie du probleme utilise les résultats de 1’avant derniére question de la
seconde partie ; la deuxiéme partie utilise les résultats de la premiere.

Premiére partie
Résultats préliminaires

1.1. Soit n un entier naturel quelconque ; on note C,,[X] le sous espace vectoriel de C[X | formé
des polyndmes de degré < n.

1.1.1. Montrer que C,,[X] est stable par ’endomorphisme D.
Dans la suite on note D,, I'endomorphisme induit par D sur C,,[X] et I, I'application iden-
tité de C,,[X] définie par : I,,(P) = P, P € C,[X].

MP


nclsj
Ligne

nclsj
Ligne

nclsj
Crayon 

nclsj
Crayon 


MATHEMATIQUES 2 : SESSION 2013

1.1.2. Montrer que I'endomorphisme D,, est nilpotent.

1.1.3. Montrer que, pour tout complexe non nul o, I'edomorphisme D,, +al,, est inversible
et exprimer son inverse a 1’aide des puissances de « et D,,.

1.2. Déduire de ce qui précede que si o est un complexe non nul et R € C[X] est un polynéme
de degré n € N, alors il existe un unique polynome R; € C;X] tel que R} + aRy = R;
vérifier que R; et de degré n et 'exprimer en fonction de R.

1.3. Soit A un nombre complexe et g : R — C une fonction continue.

1.3.1. Montrer que les solutions de I'équation différentielle 3/ — Ay = g sont de la forme = —
G(z)e~>* ot G est une primitive de la fonction s +— g(x)e 2.

1.3.2. Dans cette question, on pose g(z) = R(z)e*?, z € R, ol R est un polyndme a coeffi-
cients complexes. Montrer que les solutions de I"équation différentielle v/ — Ay = ¢
sont de la forme z +— S(z)e*?, ot S est un polyndme a coefficients complexes dont
le polynome dérivé est égal a R.

1.3.3. Dans cette question, on pose g(z) = R(z)e’*, x € R, out p désigne un complexe
distinct de A et R est un polynome a coefficients complexes. Montrer que les solution
de I'équation différentielle ' — \y = g sont de la forme z — R;(x)e!* + ce™ ot Ry
est l'unique polynodme a coefficients complexes vérifiant R} = (1 — A\)R; = Retcest
un parametre complexe.

Deuxiéme partie
Expression des solutions de I’équation différentielle (&p)

21. Casou P = (X —\)"avec A € Cetn € N*
Montrer que dans ce cas, f € C*(R, C) est solution de 1’équation différentielle &p si, et
seulement si, il existe un polynéme R € C,_;[X] tel que f(z) = R(z)e’, z € R. On
pourra calculer la dérivée n-ieme de la de la fonction h :  + e~ f ().
2.2. Soit A € C et Q € C[X] un polyndme non nul; on pose P = (X — \)Q.
2.2.1. Montrer que les deux endomorphismes Q(Z) et (2 — AI) de C*°(R, C), commutent;
I désigne I'application identité du C-espace vectoriel C*(R, C).
2.2.2. En déduire que f € C*(R, C) est solution de I'équation différentielle &p si, et seule-
ment si, P(Z)(f) = 0si, et seulement si, f' — \f est solution de 1’équation différen-
tielle &5.
2.3. En faisant un raisonnement par récurrence, retrouver le résultat de la question 2.1. ci-
dessus sans savoir recours a un calcul de la dérivéé n-ieme.

2.4 Un exemple : Déterminer les entiers qui sont racines du polyndme P; = (X —1)(X +1)3
puis le factoriser dans C[X]; donner I'expression des solutions de 1’équarion différentielle

Ep,.
T
2.5. Cas général :On suppose ici que le polyndme s’écrit P = H(X — M), ol 1 est un
k=1
entier > 2, A\, ..., A\, sont des complexes deux a deux distincts, et mq, ..., m, des entiers

naturels non nuls
En faisant un raisonnement par récurrence sur le degré de P, montrer que les solutions
s

de I’équation différentielle &p sont les fonctions de la forme x — Z Rk(x)e’\’“"”, ou R €
k=1
Cyny—1[X] pour tout & € {1,...,r}. On pourra exploiter le résultat de la question 2.2.2..

Pourn = 2.
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2.6. Montrer en précisant I’énoncé du théoreme utilisé, que pour tout P € C[X], les solutions
de I’équation différentielle &p ont toujours la forme des solutions trouvées dans la ques-
tion 2.5. précédente. Quelle est alors la dimension du C-espace vectoriel des solutions de
éEp?

2.7. Un autre exemple : Donner la forme générale des solutions de 1’équation différentielle
&p, out Py = X7 —3X64+5X5—-7X*4+7X3—-5X2+4+3X — 1, sachant que 1 est racine triple
de P. 2.

Troisiéme partie
Un résultat de finitude

Soit f : R — C une fonction dérivable ; pour tout réel 7, on désigne par f; la fonction de R dans
C définie par fr(x) = f(x+7),z € R; onnote E; = Vect({ f- ; 7 € R}) le sous espace vectoriel
complexe de F(RR, C) engendré par les fonctions f, lorsque 7 décrit R.

On se propose dans cette partie de caractériser f pour que Ey soit de dimension finie. On
suppose donc que I est de dimension finie p > 1 et on note (¢1, ..., y,) une base de E;.

3.1. Pour n € N*, on défini la fonction g, : R — C par g,(z) = n(f(z + L + 2) — f(z)), z € R.
3.1.1. Vérifier que, pour tout n € N*, la fonction g, € Ey et justifier qu’il existe des com-

P
plexes a1y, ..., ap, tels que g, = Z apnpr (1)
k=1
3.1.2. Montrer que la suite de fonctions (g, ),>1 converge simplement sur R vers f.

3.2. Pour tout k € {1,...,p} et tout k-uplet (z1,...,x) de réels, on note Ag(z1,...,zx) la
matrice de My(R) "doit étre dans M (C) ?" de terme général ¢;(z;), (i,7) € {1,...,k}>
(coefficient de la i-ieme ligne et la j-ieme colonne), et désigne par o (1, ..., xy) le déter-
minant de la matrice Ag(z1,...,zg).

On chercheici qu’il existe (a1, . .., ap) € RP tel que, pour toutk € {1,...,p}, 0x(a1,...,ax) #
0. On va établir I'existence des ay, 1 < k < p, par récurrence.

On choisit donc a; € R, tel que ¢(a1) # 0, ce qui est possible puisque la fonction ¢; n’est
pas identiquement nulle.

3.2.1. Montrer que fonction = — d2(a1, x) définie sur R n’est pas identiquement nulle, puis
en déduire 1’existence de ay € R tel que la matrice Ay (a1, az) soit inversible.

3.2.2. Soit 1 < k < p; on suppose qu’on ait construit les a; pour 1 < i < k et on cherche
a construire ay1. Montrer que la fonction z — dx11(as,...,a, x), définie sur R,
n’est pas identiquement nulle puis conclure. on pourra raisonner par 1’absurde et
développer le déterminant par rapport a sa derniere ligne.

3.3. Dans la suite, on désigne par (a1, ...,a,) un p—uplet de nombres réels pour lequel la
matrice M = Ap(ai, ..., ap) est inversible. On conserve les notations de la question 3.1.

3.3.1. Pour n € N*, on note Z,, le vecteur de M,, ; (C) de composantes g, (a1), ..., gn(ap) et
Y,, le vecteur de composantes a1, . . ., ap . Vérifier que Z,, = MY,,.

3.3.2. Montrer alors que la suite (Y,,),>1 d’éléments de M,, 1(C) est convergente et expri-
mer sa limite a 'aide de la matrice m ™" et les complexes f/(a1), ..., f’(ay), On notera
Y cette limite et o, . .., ) les composantes de Y.

3.3.4. Déduire de ce qui précede que ' € Ey. On pourra exploiter la relation (1) vu en
3.1.1.

3.4. Montrer plus généralement que si h € Ey alors h est dérivable et i’ € Ey, puis que
déduire que E; est un sous espace vectoriel de C*°(R, C) stable par 2, 'opérateur de
dérivation sur C*(R, C).

3.5. On note D I'endomorphisme de E; induit par l'opérateur & et on désigne par P le poly-
nome caractéristique de D. Montrer, en précisant le résultat utilisé, que la fonction f est
solution de I'équation différentielle £p. En déduire une expression de f puis vérifier que
ce type de fonction répond bien a la question.
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.1. Montrer que, pour tout ¢ € [t1,t2], f(t) = 0.
2.2 Montrer que la fonction F' est nulle.

2.3. Une fqmille de solutions non bornées de (1)
Soit v 1(R); on note F, 'élément de X 4 tel que F,(0) = F)(0) = v. Montrer que si v # 0 gdors la
fonction i3 || F,(t)|| admet une limite infinie en +oo.
2.4. Des normes sur X 4
Soit b un réel stxictement positif.
2.4.1. Montrer queNapplication ¥ : ¥4 — #,, 1(R) x A4, 1(R), F — (F(0), F(b)) estdn isomorphisme
d’espaces vectoxjels réels.
2.4.2. Montrer que 'appYjcation ||.||s : F' — || f(0)]| + || F(b)]| est une norme sur
2.4.3. Montrer également dye l'application ||.|cop : F' +— sup ||F(t)| est une #orme sur X 4.
0<t<b

2.4.4. Justifier que les normes N5 €t ||.||5, sur X 4, sont équivalentes.
3%me Partie
Comportement d¢ solutions de 1’équation diff€rentielle (1)
3.1. Une famille de suites d’éléments de

Soit a € .4, 1(R) un vecteur non nuNPour tout entier /2 > 1, on note g, , 'unique élément de X 4
vérifiant g, 4(0) = a et gm qo(m) = 0.

3.1.1. Montrer que, pour tout entier m > 1, I'ajplicatjgn ¢ — ||gm, o (¢)| est décroissante sur le segment

[0, m].

3.1.2. Montrer alors que (gm,a)men+ est une suitebodqée de 1'espace vectoriel normé (L4, ||.||1).
3.1.3. Justifier que la suite (gyn,a)men+ possedefine soussuite (g (m),q)men+ qui converge dans (4, ||.[[1)

vers un élément noté g,.

3.2. Une famille de solutions bornées de (
On conserve ici les notations de la quéstion 3.1. précédente.
3.2.1. Montrer que la suite de fongons (go(im),q)men- converge Wiformément sur tout compact de Rt

vers l'application g,.

3.2.2. Montrer que g,(0) = a f que 'application ¢t — ||g,(t)|| est décrolssante sur R™.
3.2.3. Montrer que g, est yfie solution bornée de 1’équation différentielle).
3.3. Comportement asympfotique des solutions de I’équation différentielle (1)

On conserve igf les notations des questions et des parties précédentes\Soit (eq, ..., e,) une base
quelconque de 4, 1(R); on lui associe une famille (g,, ..., g, ) d’applicationg construites comme a
la question 3.}/ précédente et on note 3, le sous-espace vectoriel de ¥4 engendré par cette famille
d’applicatigrs.

3.3.1. Mopdrer que les éléments de X; sont des solutions bornées de 1’équation différendelle (1).
3.3.2. Montrer que la famille (g, , ..., ge,, ) est une base de ;.
3.3.3¢Pour tout v € .4, 1(R), F, désigne I'éléments de ¥4 vérifiant F,,(0) = F}(0) = v. MQntrer que

l'ensemble X := {F, ; v € #,1(R)} est un sous-espace vectoriel de ¥ 4, de dimension M
.3.4. Montrer que les sous-espaces vectoriels ¥; et ¥5 sont supplémentaires dans > 4.

3.3.5. Montrer que £ 4\X; est un ouvert dense de X 4 et que toute solution F' de 1’équation différentialle

(1) verifie { si F€Xa\¥1, alors lim [[F(t)] = +oo;

si F'e ¥y,alors F estbornée sur RT.

Probléme 2

Un résultat de LIOUVILLE relatif aux fonctions harmoniques sur Z¢

Dans ce probleme le nombre d est un entier naturel strictement positif. On note ||.||; la norme définie sur

d
R par ||z]j1 = Y ||, pour tout & = (1, ...,z4) € R% Pour tout z € Z4, on définit V () le voisinage discret (
i=1
sous entendu dans Z? ) de x par: V(z) = {y € Z¢ ; |y — 2|1 = 1}.
Ce voisinage est ’ensemble des plus proches voisins de z, il est fini de cardinal 2d.
Si A est une partie non vide de Z¢, on note I(A)l I'ensemble des = € A tels que V(z) C A et 9A le
complémentaire dans A de I(A). On remarquera que pour A = Z% ona I(A) = Aet A = (), et pour A fini de

cardinal < 2d, ona I(A) = 0 et A = A.

Epreuve de Mathématiques I 2/4 Tournez la page S.V.P.
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On dit qu'une fonction f : A — R est harmonique sur I(A) si, pour tout z € I(A),

@)= 52 3 )

yeV(z)
Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probleme sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé (2, o7, P) qu’il n’est pas nécessaire d’expliciter.
1% Partie
Fonctions harmoniques sur le graphe Z¢
Dans les trois premieres questions de cette partie on prend d = 1.
4.1. Montrer qu’une fonction f : Z — R est harmonique sur Z si, et seulement si, quel que soit l'entier relatif
k,ona f(k+2)—2f(k+1)+ f(k)=0.
4.2. Montrer que l’'ensemble des fonctions harmoniques sut Z est un espace vectoriel de dimension 2,
préciser une base de cet espace.

4.3. Montrer que 'ensemble des fonctions f : Z* — R, harmoniques sur I(Z*), est un espace vectoriel de
dimension 4, préciser une base de cet espace. On commencera par déterminer I(Z*).
Dans la suite de cette partie, d est un entier strictement positif quelconque.

4.4. On considere une fonction f : Z% — R, positive et harmonique sur Z.
4.4.1. Montrer que, pour tout k € Z¢ et tout [ € V(k), f(I) < 2df (k).
4.4.2. Montrer que, pour tout k € Z% et tout [ € Z4, (1) < (2d)I'=FI1 £ (k).
4.4.3. Montrer que si k € Z¢ et f(k) = 0, alors f est la fonction nulle.
4.44. Montrer que si f n’est pas la fonction nulle, alors, pour tout I € Z4, |Inf(I) — In f(k)| <
11— Kll1 In(2d).
2%8me Partie
Un résultat de LTOUVILLE dans un cadre discret

L’objectif de cette partie est d’établir le résultat suivant dfi 4 LIOUVILLE.
Si f : Z¢ — R est harmonique et minorée (resp. majorée) sur Z%, alors f est constante.
L'entier d est quelconque dans N* et la base canonique de R? est notée (e[1], ..., ¢[d]). On a donc

V(i, ) € {1,...,d}?, e[i]j:{ L sii=j;

0 sii#j.
On considere une suite de variables aléatoires (X, ),en qui sont mutuellement indépendantes et de
méme loj, la loi uniforme sur I'ensemble Dy = {—d,—-d+1,...,—1,1,....d — I, d}.

On définit une suite de variables aléatoires (Y,,)nen en posant
Y,=0, et VneN, Y,11 =Y, +sign(X, e[| X.]]),
ol pour tout k € N, sign(k) = 7.

d
Noter que chaque Y,, est a valeurs dans 7 qu'on écrit Y,, = > Y, je[j]; les composantes Y,, ; de Y,
Jj=1
sont des variables aléatoires a valeurs entieres.

La suite Y,, est appelée une marche aléatoire symétrique sur Z¢, issue de 0. On modélise ainsi I'évolution
d’un point mobile sur Z¢, qui a tout instant n choisit au hasard uniforme un des 2d plus proches voisins de
sa position précédente Y,,_;.

On considéere aussi une variable aléatoire U, indépendante des X,, (et donc des Y},) qui suit la loi de
poisson de parametre A > 0 fixé.

5.1. Soit g une fonction a valeurs réelles, définie sur Z¢ et vérifiant
J(a,b) € [0,400[%, VkeZ, |g(k)| < exp(allk|, +b).

5.1.1. Montrer que, pour tout entier naturel n, |g(Y;,)| < exp(an + b).
5.1.2. En utilisant le théoreme de transfert, montrer que 'espérance de la variable aléatoire g(Y7/) existe
et établir I'inégalité
E(lg(Vi)]) < exp(b+ A(e® — 1)).
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5.1.3. Montrer aussi la relation E(g(Yy)?) = Y. g(k)?P{Yy = k}, enjustifiant I'existence de 'espérance
kezd
et la sommabilité de la famille, mises en jeux dans les deux membres de cette égalité.
5.2. On considere une fonction f : Z? — R*, harmonique sur Z¢ et vérifiant f(0) = 1. On rappelle un
résultat vu dans la premiére partie : f(k) < (2d)I*Il1, pour tout k € Z4.

5.2.1. Montrer que les variables aléatoires f(Y;), pour j € N, et f(Yy) admettent toutes un moment
d’ordre 2 et prouver les relations

B = e S0 2B et B((Ye) = e 3 S B(F(Y,)).

5.2.2. Montrer que, pour toutn € N, E(f(Y;,)) = f(0) = 1 et en déduire que E(f(Yy)) = 1.

5.3. On note H I'ensemble des fonctions f : Z? — R telles que E(f(Yy)?) existe. Montrer que H est un
espace vectoriel réel et que l'application S : (f1, f2) — S(f1,f2) = E(f1(Yv)f2(Yu)) est un produit
scalaire sur H. La norme associée est notée ||.|2.

5.4. On note E I'ensemble des fonctions f : Z? — R* qui sont harmoniques sur Z¢ et vérifiant f(0) = 1. Cet
ensemble E est non vide (il contient la fonction constante 1) et il est inclus dans l'espace H, d’apres la
question 5.2. précédente.

On choisit une fonction m € E de norme ||.||2 maximale, c’est a dire E(f(Yy)?) < E(m(Yy)?)
pour tout f € E. La possibilité d'un tel choix est admise et on sait, d’aprés la premiére partie, que m
ne s’annule pas sur Z%. Pour tout i € Dy = {—d,—d +1,...,—1,1,...,d — 1,d} on définit une fonction
fi : Z¢ — R* en posant

m(z + sign(i)e|¢]])

m(sign(i)el]i])

5.4.1. Montrer que, pour tout i € Dy, la fonction f; est harmonique sur Z¢ et vérifier qu’elle est positive
et satisfait f;(0) = 1.

5.4.2. Montrer que la fonction m est une combinaison convexe des fonctions f;, i € Dy.

filz) =

5.4.3. En déduire que, pour tout i € Dy et tout = € 74, m(x) = fi(z), puis montrer que m est la fonction
constante égale a 1 sur Z%.

5.5. On consideére une fonction f : Z¢ — RT, harmonique sur Z¢ et vérifiant f(0) = 1. Montrer l'inégalité
V(f(Yv)) < E(m(Yy)?) — 1, puis en déduire que f est constante sur Z<.

5.6. Comment prouver le résultat général de LIOUVILLE ?

FIN DE LEPREUVE
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Théoréme 2. Soit n = 1 un entier et A(z) = T‘}:;[‘J a2 un polynéme non nul tel que ax € {—1.0.1}

e

pour tout 0 < k& < n— 1. Alors pour tout entier L = 1 on a

Py 1
sup |A(e”)]| = g
-:nC|--I'—i—

Troisiéme partie

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3. On fixe p, g € [0, 1]. Soit n > 1 un entier et soit S,, une somme de n variables aléatoires
a valeurs dans {0, 1} mutuellement indépendantes de Bernoulli de parameétre p. Alors

2
(sl o) <t
n n

Pour démontrer ce résultat, on fixe p, ¢ € [0,1] et (X;)1<i<n une famille de n variables aléatoires a valeurs
dans {0, 1} mutuellement indépendantes de Bernoulli de parameétre p. On pose alors S,, = > ; X;.

12. Soit g : Ry — R la fonction définie par g(z) = In(1 — p + pe®) pour tout = > 0.

a. Montrer que g est bien définie et de classe C2 sur Ry. Pour = > 0, exprimer ¢”(x) sous la

forme %, ou « et 3 sont des réels positifs pouvant dépendre de .

b. Montrer que g”(z) < 1 pour tout z > 0.

c. Montrer que
2

T
In(1 —p+ pe*) < pr + g pour tout x > 0.
13. On suppose dans cette question que p < q.

a. Justifier que
S S
(el ) e
n n

b. Soit X une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre p. Pour u > 0, calculer E(e%X).

c. Montrer que pour tout u > 0,
P (S, > 2fin) < e n(FFul-ptre),

Indication. On pourra admettre que si (Z;)1<i<n sont n variables aléatoires réelles mutuelle-
ment indépendantes et prenant un nombre fini de valeurs, alors E(IT/L; Z;) = [T~ E(Z,).

=)
d. Montrer que P(S,, > }%n) e "

14. Démontrer le Théoréme 3.
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Quatriéme partie

Dans cette partie, on s’intéresse a la reconstruction d’une suite de 0 ou 1 & partir d’'un échantillon
d’observations bruitées (on pourra utiliser le Théoréme 2 et le Théoréme 3).

Plus précisément, étant donné un élément = = (xq,...,x,—1) € {0,1}", appelé la source, et un parameétre
p € 10, 1] fixé, on considere la variable aléatoire O(z) a valeurs dans {0, 1}" construite comme suit :

— soient (B;)o<i<n—1 des variables aléatoires a valeurs dans {0,1} mutuellement indépendantes de
Bernoulli de parametre p;

— on note N la variable aléatoire définie par
N=Card({0<i<n—-1:B;=1})
et Ip < I} < -+ < In—1 les éléments de 1’ensemble aléatoire {0 < i < n —1:B; = 1} rangés dans

I'ordre croissant ;

— on pose enfin
O(z) = (O¢(x),01(x),...,0n-1(x)) = (z1y, 1,5 ---,T1y_4,0,0,...,0) € {0,1}"

avec la convention O(z) = (0,0,...,0) € {0,1}" si N = 0.

La variable aléatoire O(x) est appelée observation bruitée de source x. Ainsi, O(x) est obtenue a partir
de z en gardant chaque coordonnée avec probabilité p, indépendamment les unes des autres (complétée
par des 0 pour obtenir un vecteur de longueur n). Par exemple, si z = (xg, x1, 22,23, 24) = (1,0,1,1,1)
et siBg =0, By =1, By =0, B3 = 1, By = 1 (ce qui arrive avec probabilité p3(1 — p)?), alors
O(J?) = (OO(:C)’ 01(.27), SRR O4($’)) = (1‘17 x3, 24,0, 0) = (07 1,1,0, 0)
15. Soit 6 € [—7, m].
a. Montrer que cos(0) > 1 — ﬁ,
b. Montrer que |8_71p)] exp (Tp 92).
Indication. On pourra calculer |671p)]2

16. Soit = = (zg,...,Tn—1) € {0,1}" et considérons une observation bruitée

O(z) = (Og(z),01(x),...,0n-1(x))

de source .
a. Sio<j<k<n—1, montrerque[P’(N}j—i—let Ii=k)=p (I;.)pj(l—p)k*j.

b. Montrer que, pour tout 0 < j <n — 1, E[O;(z)] = p>}Z; a:k( )pi (1 — p)ka.
c. Montrer que pour tout w € (C,
n—1 ) n—1
E|>Y Oj@)w| =pY aplpw+1-p)*.
=0 k=0

Dans la suite, on pose L, = |n!/?], ol |t] désigne la partie entiére d’un nombre réel ¢.

n—1

17. Soient z,y € {0,1}" tels que = # y. Posons, pour z € C, A, 4(2) = Z(wk —yp)2F
k=0
a. Justifier 'existence de 6y € [—7-, 7| tel que | Az y(e0)| > -



b. Démontrer que
e —(1-p)
p

p .
nin—1

n—1
> |E[0; ()] — E[O;(y)]] - >
j=0

c. Justifier 'existence d’'un entier j,(x,y) tel que 0 < jp(z,y) <n—1et

p l-p =°
B[O, (2.0 (@)] = B[Oy, (@4) ()] = —F-exp <—2pz ' L%”) '

Dans la suite, on fixe une fois pour toutes un entier n qu’il faut considérer comme étant tres grand. Pour
chaque couple (z,y) € ({0,1}")? tel que = # y, on fixe un entier j,(x,y) dont I'existence est prouvée
dans la question 17c.

Soient T'> 1 et (E', E?,...,ET) € ({0,1}")". Ainsi, pour 1 <i <T et 0 < j<n—1,onaE} e {0,1}.

On dit que z est meilleur que y compte tenu de E*, E2, ... E7 si
1 &, 1 &,
72 B ~ Bl ea) @))| < |F 2 Ejuen) ~ B0y W)]] -
i=1 i=1
On pose alors R, r(E', E? ..., ET) = x si pour tout y # , x est meilleur que y. Si I'on ne peut pas

trouver de tel x on pose R, r(E', E%, ..., ET) = (0,0,...,0).

18. Démontrer que si T;, > €3 In(m)n'/? 4lors pour tout z € {0,1}" et toute suite
O'(z),0%(z),..., 0" (z)

de T,, variables aléatoires a valeurs dans {0,1}" mutuellement indépendantes de méme loi que
O(z), on a
1 2 T,
.. " <
i gggﬁnP(Rn,Tn (0 (),0%(z),...,0 (w)) #w) < Un
ol (un)n>1 est une suite tendant vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

Indication. On pourra commencer par écrire, en le justifiant, que

P (R,r(0'(z),0%(x),...,07(x)) # z)

< Z P (a; n’est pas meilleur que y compte tenu de O'(z), 0%(z),.. ., OT(:U)> .

yE{O,l}"
y#T

On a donc démontré qu’en partant de = € {0,1}" inconnu, on peut retrouver x a partir de la donnée
d’une suite
0'(z),0%(z), .., 07 (x)

de T variables aléatoires a valeurs dans {0,1}" mutuellement indépendantes de méme loi que O(x)
(qui représentent la donnée de T' échantillons bruités obtenus & partir d’une méme source), avec grande

3ln(n)n

probabilité a partir de e % échantillons différents.

) 3k ok



SUJET 11

ECOLE POLYTECHNIQUE FILIERE M P

CONCOURS D’ADMISSION 2001

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* Kk

On attachera la plus grande importance a la clarté, & la précision et a la concision de la
rédaction.

* % K
On se propose d’établir quelques propriétés des sous-groupes discrets des espaces euclidiens.
Dans tout le probléme, on désigne par n un entier strictement positif, par E I'espace R, par

(| ) son produit scalaire usuel et par || || la norme correspondante. On rappelle les faits suivants :

a) un sous-ensemble L de F est dit discret si tout élément = de L est isolé, i.e. admet un
voisinage V dans E tel que LNV = {z};

b) un groupe abélien G est isomorphe & un groupe Z™ si et seulement s’il admet une Z-base,
c’est-a-dire une famille (eq,... ,e,,) telle que tout élément g de G s’écrive d'une fagon unique

m
sous la forme g = Z k;e; avec k; € Z.
i=1

Premiére partie

1. Démontrer les assertions suivantes :
a) Un sous-groupe L de E est discret si et seulement si I’élément 0 est isolé.
b) Tout sous-groupe discret L de E est fermé dans E.

c¢) Les sous-groupes discrets de R sont exactement les sous-ensembles de la forme aZ avec
a € [0, +o0l.

2. On désigne par o un nombre réel > 0 et par L le sous-groupe de R, ensemble des réels
m + na ot n,m € Z. Montrer que L est discret si et seulement si « est rationnel.

12



3. Construire un sous-groupe discret L de R? tel que sa premiére projection sur R ne soit
pas discréte.

4. On se propose ici de démontrer que tout sous-groupe discret L de E est isomorphe & un
sous-groupe d’un groupe Z". On désigne par F' le sous-espace vectoriel de F engendré par L,
par m sa dimension, par (a1, ... ,a,;,) une base de F' contenue dans L, et par L’ le sous-groupe
de L engendré par cette base. Enfin on pose

P:Lﬁ{i)\zal)\ze[o,l[} .

=1

a) Vérifier que P est un ensemble fini.

b) Etant donné un élément = de L, construire un couple (y,z) € L’ x P tel que l'on ait
r =y + z, et démontrer son unicité.

¢) Soit encore x un élément de L ; écrivant kz = yj + 2 (pour k entier > 0), montrer qu’il
existe un entier d > 0 tel que 'on ait dv € L'.

d) Conclure.

5. Dans cette question, L est un sous-groupe de Z™; ses éléments seront notés
x = (x1,...,%m,); on posera m(x) = Tp,.

a) Montrer qu’il existe un entier k£ > 0 et un élément z° de L tel que l'on ait
(L) = kZ = 7n(2°)Z .

b) On suppose ici 7(L) non réduit & {0}; étant donné un élément z de L, construire un
couple (p,T) € Z x L tel que lon ait Z,,, = 0 et @ = pz° + T ; démontrer son unicité.

¢) En déduire que tout sous-groupe discret de E est isomorphe & un groupe Z".
6. On suppose ici n = 2 et on considére deux Z-bases (uj,us), (v1,v2) d'un méme sous-

groupe discret L de F. Comparer les aires des parallélogrammes construits respectivement sur
(u1,u9) et (v1,v2).

Deuxiéme partie

7. Dans cette question, on désigne par B la base canonique de F et par GL(F) le groupe
des automorphismes linéaires de E. Pour toute partie X de E, on note L(X) le sous-groupe de
F engendré par X.

Soit G un sous-groupe fini de GL(F) tel que les matrices des éléments de G dans la base B
soient & coefficients rationnels. On note GB l'ensemble des vecteurs g(z) ou g € G et x € B.

13



a) Montrer qu’il existe un entier d > 0 tel que l'on ait dL(GB) C L(B).

b) Démontrer existence d’une base de E dans laquelle les matrices des éléments de G
sont & coeflicients entiers.

8. Soit A une matrice a n lignes et n colonnes, a coefficients rationnels, d’ordre fini r (c’est-
a-dire que A™ = I et que r est le plus petit entier > 0 ayant cette propriété).

a) Montrer que le polynéme caractéristique de A est a coeflicients entiers.
b) On suppose ici n = 2. Montrer que r ne peut prendre que les valeurs 1,2,3,4,6 et
donner, pour chacune de ces valeurs, un exemple de matrice d’ordre r & coefficients entiers.

Troisiéme partie

QOun désigne par O(FE) le groupe des automorphismes linéaires orthogonaux g€ E (ensemble
des uNJe GL(E) tels que |u(z)|| = ||z|| pour tout = de E), et par AO(¥) 'ensemble des
transformsgions de E de la forme

z—g(z) =u(x)+a ou uweO(E) e aZFE,;
on écrit alors g = (u,®, On note e I’élément neutre de O(E).

9. Montrer que O(E) estompact.

10.a) Vérifier que AO(F) est umNgroupe, écricg’sa loi de groupe, préciser son élément neutre,
puis l'inverse d’un élément (u,a).

b) Calculer (u,a) (e,b) (u,a)™t.
11. On note p le morphisme JO(E) — O(E) défini par p(u,a) = u. On fixe un sous-groupe
discret L de E qui engendre lificairement E et on note X le sous-groupe de AO(FE) formé des

éléments g tels que g(L) =4

a) Vérifier quefsi un élément (u,a) de AO(E) appartient & &K il en est de méme de (u, 0)
et (e,a).

b) Montrer que p(G) est fini.

c) Déterminer G dans le cas ou n = 2 et ou L est I'ensemble des couples (Px\z2) de E
tofs que o1 € 27, xo € Z.
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SUJET 12
SUJET 13

ECOLE POLYTECHNIQUE
ECOLE SUPERIEURE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES

CONCOURS D’ADMISSION 2000 FILIERE PC

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices est autorisée pour cette épreuve.

* Kk Kk

Le but de ce probléme est ’étude d’approximations discrétes de solutions d’équations
différentielles avec conditions aux extrémités de 'intervalle de définition.

Premiére partie

Soit n un entier fixé, n > 1. On note M,,(R) l'espace vectoriel des matrices carrées réelles a
n lignes, et I la matrice identité & n lignes. On note X;;, 1 <7 < n, 1 < j < n, les coefficients

d’une matrice X € M, (R). On identifie un vecteur V' de R", de composantes v1, ... ,v, dans
U1

la base canonique, a la matrice colonne | @ |. On désigne par || - || la norme euclidienne de R”.
Un

1. Pour toute matrice X € M, (R), on pose

IIXV|>
N(X) = sup (=21
(X) féﬁ( VI

V0

a) Montrer que N est une norme sur M, (R).
b) Montrer que, pour toutes matrices X, Y € M, (R), N(XY) < N(X)N(Y) .

Cette propriété est-elle vérifiée si 'on remplace la norme N sur M, (R) par la norme Ny
définie par
Noo(X) = sup [Xy| ?

1<i<n
1<5<n

2. Soit (X})p=1,2,... une suite de matrices de M,,(R) et X une matrice de M,,(R). On suppose

que X est inversible et que lim X, = X.
p—+00

a) Montrer que, pour p assez grand, X, est inversible.
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b) Soit V' € R". Montrer que, si X, est inversible,

I,V = XTIV < N(XTHNX - X,)[1X, V]

En déduire qu’il existe un entier pg et un nombre C' indépendant de p tel que, pour p > py,

-1 -1
X, VI <Clx—v].

¢) Montrer que pgrfoo N(Xp—l — X =o.

3. On dit qu’une matrice X = (Xj;;) de M,,(R) possede la propriété (P) si les trois conditions
suivantes sont satisfaites

Xi;i >0 pour tout i =1,... ,n (P)
Xi; <0 pour tous 7,5 = 1,... ,n tels que i # j (P,)
> j=1Xi; >0 pourtouti=1,...,n. (P3)
Soit X une matrice qui posséde la propriété (P) et soit V € R"™, de composantes vy, ... , Up.

a) Montrer que si XV =0, alors V' = 0. [On considérera ig tel que |v;,| = ,max [vil ]

b) On suppose que XV a toutes ses composantes positives ou nulles. Montrer que V' a

toutes ses composantes positives ou nulles. [On considérera i tel que v;;, = I{lin v;.]
i=1,...,n

4. Soit X € M,(R). On suppose que X est inversible et que X = liT Xp, ol chaque
p—+o0

X, est une matrice de M,,(R) qui possede la propriété (P). Montrer que les coefficients de la
matrice inverse X ! sont positifs ou nuls.

Deuxiéme partie

Soit f une fonction & valeurs réelles, de classe C? sur lintervalle [0, 1].

5.a) Montrer qu’il existe une unique fonction u de classe C* sur [0, 1] telle que

= f
u(0) =0 (1)
u(l) =0.

b) Montrer que si f > 0, alors u > 0.

c) On choisit pour f la fonction constante égale a 1. Déterminer la solution @ du
probléme (1) dans ce cas.
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1
Soit m un entier, n > 1. On pose h = ) et 'on consideére la subdivision (z;)i=0,1,... nt+1
n

de lintervalle [0, 1] telle que o =0, 241 =1 et 2501 —x; = h pour i =0,1,... ,n.

6.a) Soit u une fonction a valeurs réelles de classe C* sur [0,1]. Montrer que, pour tout
1=1,...,n,
2

1 h
[ (i) = 75 (u(@i-1) = 2u(:) + u(@it))| < 35 sup ()],
x€[0,1]

ot u® désigne la dérivée quatrieme de wu.

b) Que devient cette inégalité dans le cas ou u est la fonction u trouvée a la question 5.c) ?

7. Soit F' € R"™, de composantes f1,... , f,. On désigne par U un vecteur de R", de compo-
santes uj,... ,u, et I'on pose ug = 0, up+1 = 0.
a) Ecrire sous forme matricielle AU = F le systéme (2) linéaire en les inconnues uy, . .. ,uy, :
1 .
ﬁ(*ui—1+2ui*’ui+1)=fi, 1<i<n. (2)

b) Montrer que, pour tout vecteur V de R", le produit scalaire canonique (AV|V') peut
s’écrire comme une somme de carrés de nombres réels.

c) En déduire que la matrice A est inversible.
8.a) Soit B = A~! I'inverse de A. Montrer que les coefficients B;; de B sont positifs ou nuls.
b) Soit F' le vecteur de composantes toutes égales & 1. Déterminer les composantes de

BF aTaide des valeurs de la fonction 4 trouvée a la question 5.c). En déduire que, pour tout
1=1,...,n,

L 1
0< Z: B;j < 3
7=1
9. On suppose que (uq,... ,u,) est la solution du systéme (2) avec f; = f(x;), 1 <i < mn,
et I'on désigne par u(xi1),...,u(z,) les valeurs prises en x1,...,z, par la solution u du

probléme (1).

a) Donner une majoration de |u; — u(z;)|, valable pour tout i = 1,...,n,
en fonction de h et de la fonction f”.

b) En quel sens peut-on dire que la solution du probléme linéaire (2) avec f; = f(=z;)
approxime la solution du probléme (1) ?

25
c¢) On choisit la fonction f définie par f(z) = ——— .
zt+5
Trouver une valeur de 'entier n qui assure |u; — u(x;)| < 107%, pourtouti=1,...,n.
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Troisiéme partie

Soit f une fonction de classe C? sur [0,1] comme dans la deuxiéme partie. Pour tout entier
p > 1, on considére le probléme

1
_u// + p—2u = f
w(0) =0 (3)
u(l)=0
10.a) Montrer que, pour tout entier p > 1, il existe une unique fonction ul?) de classe C'* sur
[0,1] qui est solution du probléme (3).
b) Montrer que la suite de fonctions (u[p])pzl tend simplement, quand p tend vers +oo,
vers une fonction u de classe C* sur [0, 1], et que u est solution du probléme (1) de la deuxiéme

partie.

11. On choisit pour f la fonction constante égale a 1 et I'on note @l la solution du
probléme (3) dans ce cas.

a) Déterminer al?).

b) Pour tout entier p > 1, étudier les variations de la fonction z € [0,1] — al?!(z) € R.

c) Montrer que, pour tout entier p > 1 et pour tout z € [0, 1], 0 < alPl(z) < % .
12. On reprend les notations de la deuxiéme partie.
a) Montrer que pour chaque entier p > 1, le systéme linéaire
1
(A+ DU =F (4)
p
a une solution unique, notée UP). Que peut-on dire de lir}rl Ul e
pP— 100
b) Soit (u[lp], . 7u%)}) la solution du systéme (4) avec f; = f(z;), 1 < i < n. Donner une
majoration de |u£p] — ulPl(2;)], valable pour tout i = 1,... ,n, en fonction de h, p, f et f".
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SUJET 13
SUJET 14

Pas d'origine

Etude de la série entiere E T
n>1 n

Objectifs
L’objectif du probleme est 1’étude de la fonction de variable complexe
+00 o
f 2 ; \/—ﬁ

On notera D son domaine de définition (i.e. I'ensemble des z complexes tels que la série
numérique y \Z/—% converge).

Préliminaire

1. Soit (av,)nen une suite complexe convergente.
(a) Que peut-on dire du rayon de convergence de la série entiere »_ ay,, 2™ ?

+o0
(b) Montrer l'existence de lim (1 —x) > ay, 2™ et déterminer sa valeur.
r—1— n=0

On pourra se ramener au cas ol (ay,)nen tend vers 0.

Partie I : Rayon de convergence, étude élémentaire sur ’axe réel

ZTZ
2. Déterminer le rayon de convergence R de la série enticre Z —
n=1 \/ﬁ
3. Déterminer Dy NR. Préciser le signe de f(—1).

4. Montrer que la fonction de variable réelle x — f(x) est continue sur [—1,1].

5. Montrer que f(z) — +4o0.

z—1-

1/3


patrick genaux

patrick genaux


. , N " . ,
ETUDE DE LA SERIE ENTIERE Z — ENONCE

n>1 \/ﬁ

Partie II : Comportement asymptotique au voisinage de 1

Pour z € ]0, 1[, on pose ici

6.

7.

10.

11.

12.

I(z) = /0 m \5“’—[; dt.

Montrer que = +— f(z) — I(x) est bornée sur |0, 1[.

Démontrer que
I(z) ~ /—

r—1 ]_—;L‘

En déduire un équivalent simple de f(z) lorsque x tend vers 1~

On se propose ici de retrouver le résultat de la question précédente par une autre
méthode.

(a) Montrer que l'intégrale existe, et la calculer.

/1 dz
0 Vrz(l —x)
Dans la suite, on admet que

%Zl n<1 n)n—>+oo/m

(b) Montrer que =+ f(x)? est développable en série entiere autour de 0.

On note ) a,x™ la série enticre associée.
n=0

(c) Montrer I’équivalent suivant au voisinage de 1~
f(@)? ~

Retrouver ainsi le résultat de 7.

™

1—x'

L’objectif, dans la fin de cette partie, est de poursuivre le développement asympto-
tique démarré en 7.

. Exhiber un réel K tel que

Etablir que

=1

En déduire qu’il existe une constante C' telle que

f@) =77 + O+ opn- (1),

Exprimer C' al'aide de f(—1).
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ETUDE DE LA SERIE ENTIERE Z ENONCE

2
n>1 \/ﬁ
Partie III : Prolongement analytique sur C \ [1, +o0|
13. Pour quels complexes z l'intégrale
/+oo dt
0o e —z

est-elle définie 7 Lorsqu’elle est définie, on la notera ¢(z) et I'on posera

f(z) = —=z(2).

S

14. Etablir : B
Vz e D,(0,1), f(2)=f(2).

On pourra utiliser un développement en série dans l'intégrale.

15. Montrer qu’il existe une fonction continue de C \ [1,+oo[ dans C coincidant avec
f sur D,(0,1).

16. On fixe a € C \ [1,+00[ et 'on note & := d(a, [1, +oc[) (distance pour le module).

(a) Montrer que t est intégrable sur R, pour tout n € N*,

(e —a)r
dt

+oo
On note bn ::/0 m

(b) Montrer, pour tout h € C tel que |h| < ¢, la formule :
+oo
pla+h) = Z buy1h™.
n=0

(c) En déduire que f est développable en série entiere au voisinage de tout point
de C\ [1, +ool.
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SUJET 14

ENS ULC 2001 PC

Avertissement : Les labels Qn, avec 0 < n < 13 indiquent les questions, certaines
d’entre elles étant découpées en sous-questions numérotées de 1 a 3, avec 3 < 5.

Notations

On désigne par R le corps des nombres réels. Le probleme concerne I’étude des matrices
carrées a coefficients réels, dont I’ensemble est noté M,(R). La matrice identité est notée
I.. On notera O(n) le groupe orthogonal et S(n) I’ensemble des matrices symétriques
réelles a n lignes. Rappelons que O(n) est I'ensemble des matrices M de M,(R) qui
satisfont ‘MM = I, ou, ce qui revient au méme, M 'M = I,,. Si M € M,(R), on note Py,
le polynéme caractéristique de M, défini par Py (X) = det(X 1, — M).

On identifie canoniquement les vecteurs de R™ aux matrices colonnes a n lignes. En
particulier, M1(R) est identifié a R.

On dit que P, appartenant a M,(R), est une matrice de permutation s’il existe une
permutation o de I'ensemble {1,...,n}, telle que p;; = 1 si i = o(j), pi; = 0 sinon.

Q1 Soit D € M, (R) une matrice diagonale, ¢ € R™ un vecteur et @ € R un nombre. On
forme une matrice N € M,.;(R) par

o
N = b
I
Ty T, a
1. On note d,,...,d, les coefficients diagonaux de D. Montrer que

Py(X) = (X—a—}njxl_jdk) Pp(X).

2. On suppose que d; < dy < --- < d, et que z; # 0 pour tout j. Etudier les
variations de la fonction ¢ — Py(¢)/Pp(t). En déduire que les valeurs propres
Lo, - - - , hn de N sont réelles et que, rangées dans ’ordre croissant, elles satisfont

u0<d1<ﬂ1<"'<dﬂ<ﬂ,n.

On admettra que, dans le cas général (les z; pouvant s’annuler, et d; < dp <--- <

d,), on a encore
po<di <py <o <dy

IA

fin-

Q2 Réciproquement, soit D comme ci-dessus avec d; < --- < dp,. On se donne des
nombres réels uo, . . ., n, satisfaisant

po <dy Spp L0 Kdpy < ppne



1. Montrer que la fraction rationnelle
n X —
F(‘Xr) — HL:O( ﬂl)
=1 (X - dj)
n’a que des poles simples, qu’on identifiera.
2. En déduire qu'il existe des nombres ¢; € R tels que
n C: n n
FX)=X-a+) ——, ot a=> m—y. d,
— X —d; = -
1= =0 =1
3. On commence par le cas simple ol d; < d3 < --- < d,. Montrer que chaque c;
est négatif ou nul.
4. Dans le cas général, montrer quon peut choisir les ¢; négatifs ou nuls.
5. En déduire qu’il existe un vecteur x € R" tel que les nombres pq, .. ., g, soient
les valeurs propres de la matrice NV définie a la question Q1.
Q3 Soit M € S(n) et Ay,..., A, ses valeurs propres, rangées dans |'ordre croissant.
1. Soit x € R™ un vecteur et ¢ € R un nombre. Soit yo, ..., i, les valeurs propres,

rangées dans l'ordre croissant, de

N=

Montrer que
#OS)\1§#1 S"’S)\nfﬂn-

Réciproquement, soit po, ..., 4, des nombres réels satisfaisant
#OS)‘lsﬂlSS/\nsﬂn

Montrer qu’il existe un vecteur € R™ et un nombre a € R, tels que po, ..., pt,
soient les valeurs propres de la matrice N définie au 1.).

Spectre et diagonale des matrices symétriques

Pour n > 1, C(n) désigne I'ensemble des suites croissantes a = (ay,...,a,) de n
nombres réels. Sia € C(n) et 1 < k < n, on note sg(a) = a1 + -+ + ax. Si
a,b € C(n), on dit que b majore a, et on note a < b, si

o si(a) < sk(b), pour tout k=1,...,n — 1,
e sy(a) = su(b).

Q4 Montrer que < est une relation d’ordre sur C'(n).

Tournez la page S.V.P.



Q5 Soit a € C(n) et a = Ls,(a). Montrer que a < b, o b= (a,...,a).

Q6 Si M appartient a S(n), on note diag(M) la liste de ses coefficients diagonaux, rangés
dans 'ordre croissant, et spec(M) celle de ses valeurs propres, rangées dans 'ordre

croissant.
Montrer que spec(M) < diag(M). On pourra faire une récurrence sur n.
Q7 Soit n > 2 et a,b € C(n), vérifiant a < b. Notons A le sous-ensemble de C'(n — 1)
formé des suites d qui vérifient
o a;<dy a0 Sdpy < g,
o si(d) < si(b) pour tout k=1,...,n— 1.
1. Montrer que A est un compact non vide de R*™'. En déduire qu’il existe un
d* dans A tel que s,,_1(d*) > s,_1(d) pour tout d € A.

2. On définit un entier r de la fagon suivante : si pour tout j compris entre 1 et
n — 1, s;(d*) < s;j(b), on pose r = 0. Sinon, r est le plus grand entier entre 1
et n — 1 tel que s.(d*) = s,(b).
(a) Montrer que d} = a;4+; pour tout j > r.
(b) En déduire que s,_1(d*) > s,—1(b).
(c¢) Conclure qu’il existe c € C(n—1) tellequea; <¢; <az <+ < epoy <y
etc=<B,0u 8 =(b,...,bh_1).

Q8 Montrer, par récurrence sur n, que si §,A € C(n) satisfont A < 4, alors il existe
M € S(n) telle que § = diag(M) et A = spec(M).

Matrices doublement stochastiques

On dit qu'une matrice M € M, (R) est doublement stochastique si

o ses coefficients m;; sont positifs ou nuls,

e >7_ym;; = 1 pour tout 1,

e Y, m;; =1 pour tout j.
On note e le vecteur de R™ dont toutes les composantes valent un. On désigne par
DS, Pensemble des matrices doublement stochastiques.

Si z € R, on désigne par I la suite des coordonnées de z, rangées dans 1’ordre
croissant ; on a & € C(n). Siz,y € R", on convient de noter encore = < y lorsque
& =<y.

Q9 Soit M € DS,,.

1. Montrer que ¢ est un vecteur propre de M et de ‘M.

2. Soit P une matrice de permutation. Montrer que PM et M P appartiennent a
DS,.



Q10 Soit M € M,(R). On suppose que z < Mz pour tout = € R*. Montrer que
M€ DS,.

Q11 Soit a,b € C(n), satisfaisant

n

Sob, =t <Y la;—t], VteR.
Jj=1 J

j=1

1. Montrer d’abord que s,(a) = s,(b).
2. Choisissant ¢ dans l'intervalle [ax, ax41], montrer alors que si(a) < sx(b).

3. En déduire que si z,y € R" satisfont
Slyj =t <> |z —t], VteR,
=1 =1

alors ¢ < y.
Q12 On munit R™ de la norme
lell =3 Izl
J=1
Soit M € DS,.

1. Montrer que ||Mz| < ||z||, pour tout z € R™.

2. Appliquer cette inégalité et la question Q11.3 pour montrer que x < Mz pour
tout z € R.

Q13 1. Soit U € O(n). On définit une matrice A € M,(R) par a;; = uf;. Montrer que
AeDS,.

2. Soit z,y € R™ deux vecteurs tels que ¢ < y. Utilisant le 1.) et la question Q8,
montrer qu’il existe une matrice A € DS, telle que y = Az.



