Résumé du chapitre 12 : Régularité des intégrales dépendant d’un parametre

MP Paul Valéry

1 Continuité, dérivées

Proposition 1.0.1 (Continuité de x — /f(x,t)dt) Soit f une fonction définie sur I x J a valeurs

dans K=R ou C. (I et J deux z'ntemalies de R.) On suppose que
(1) [Continuité par rapport au paramétre] Pour tout t € J, la fonction v — f(x,t) est continue
sur I.
(ii) [Régularité par rapport a la variable d’intégration] Pour tout x € I, la fonction t — f(x,t)
est continue par morceaux sur J.
(111) [Domination] Il existe une fonction ¢ continue par morceauz sur J, a valeurs réelles positives,
intégrable sur J telle que

V(z,t) e Ix J, [f(z,1)] < o(t)

ou

(111) bis [Domination locale] Pour tout segment [a,b] inclus dans I, il existe une fonction ¢ conti-
nue par morceauxr sur J, a valeurs réelles positives, intégrable sur J telle que

V(z,t) € la,b] x J, | f(z,8)] < o(t)

Alors la fonction g : x — / f(x, t)dt est continue sur 1.
J

Proposition 1.0.2 (Dérivation de = — /f(x,t)dt) Soit f une fonction définie sur I x J a valeurs

dans K=R ou C. (I et J deux intervalies de R.) On suppose que
(i) [Dérivabilité par rapport au paramétre] Pour tout t € J, la fonction x — f(x,t) est de classe
C! surl.
(i1) [Régularité de [ par rapport a la variable d’intégration] Pour tout x € I, la fonction
t — f(z,t) est continue par morceauz et intégrable sur J.

(111) [Régularité de —= par rapport a la variable d’intégration] Pour tout x € I, la fonction

Ox
t— —f(x, t) est continue par morceaux sur J.

(iv) [Domination] Il existe une fonction ¢ continue par morceaux sur J, a valeurs réelles positives,
tégrable sur J telle que
of

V(z,t) € I x J, ‘%(:c,t)‘ < o(t)

ou

(iv) bis [Domination locale] Pour tout segment [a,b] C I, il existe une fonction ¢ continue par
morceaux sur J, a valeurs réelles positives, intégrable sur J telle que

V(z,t) € la,b] x J, —(x,t)’ < p(t)

Alors la fonction g : x — /f(:c,t)dt est de classe C* sur I etVx € I, ¢'(x)= / g(x,t)dt.
J J or



Corollaire 1.0.1 (z — /f(x,t)dt de classe C*) Soient f: I x J — K et k € N* telles que

(i) [Caractére C* e;]z le parametre] Pour tout t dans J, x w f(x,t) est de classe CF sur 1.

(i1) [Régularité des dérivées % par rapport a la variable d’intégration] Pour tout j dans [0, k—1]
j
0:]153
(i1i) [Réqularité des dérivées Hpk bar rapport a la variable d’intégration] Pour tout x dans I,

t— Lk(x, t) est continue par morceaux sur J.

et pour tout x dans I,t— —=(x,1) est continue par morceauz et intégrable sur J.

(iv) [Domination] Il existe une fonction py continue par morceaux sur J, a valeurs réelles posi-
tives, intégrable sur J telle que

o f

V(,t) € I x J, |55 t)‘ggpk(t).

ou
(v bis) [Domination locale] Pour tout segment [a,b] inclus dans I, il existe une fonction @y
continue par morceauz sur J, a valeurs réelles positives, intégrable sur J telle que

o*f

Ve, t) € a.b] x J, | 35 (a t)‘ggpk(t).

Alors, g : x — / f(z,t)dt est de classe C* sur I et
J

o f

Vi€ [0,k],Vz € I, g9 (z) = i

—=(z, t)dt.

Corollaire 1.0.2 (z — /f(:c,t)dt de classe C*) Soient f: 1 x J — K et k € N* telles que

J
i) [Caractére C* en le paramétre] Pour tout t dans J, x — f(x,t) est de classe C* sur I.

o .
ii) [Régularité des dérivées i par rapport a la variable d’intégration] Pour tout j dans N et
X
o7
pour tout x dans I, t a—{(x, t) est continue par morceaux sur J.
x

ii) [Domination] Pour tout j de N, eziste une fonction ¢; continue par morceauz sur J, a valeurs
réelles positives, intégrable sur J telle que

If

V(z,t) eI xJ, %(x,t)‘ < ;(t).

oU
iii) bis [Domination locale] Pour tout segment [a,b] inclus dans I, pour tout j de N, existe une
fonction ¢; continue par morceaux sur J, a valeurs réelles positives, intégrable sur J telle que

of

Y0 € fatl x | 52 00| < 0

i
Dans ce cas g est de classe C* sur I et :Vj e NVz e I, gV (z) = 3 {(x t)dt.
x
Remarque 1.0.1 1. La domination locale s’utilise souvent lorsque I est un intervalle ouvert ou non

borné.

2. Dans le corollaire précédent, on peut avoir la domination qu’a partir d’un certain rang k, mais
oI

il faut montrer alors que les fonctions t — a—{(m, t) sont intégrables sur J pour j < k.

T



sin t)

Exemple 1.0.1 1. Trouver l’expression de F : x / e *tdt, par dérivation.

—+o00
2.1 : 20— / t*~Ye7tdt est de classe C*° sur ]R*Jr.
0

2 Continuité dans un EVN

Proposition 2.0.1 (Continuité de z — [ f(z,t) définie sur un EVN) Soit f une fonction a valeurs
réelles ou complexes définie sur A x J, b]d A est une partie d’un espace vectoriel normé de dimension
finie et J un intervalle de R. On suppose que :
(i) Pour toutt € J, la fonction x — f(x,t) est continue sur A.
(ii) Pour tout x € A, la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux sur J.
(111) 1l existe une fonction ¢ continue par morceauz, positive et intégrable sur J telle que :

Vet e AxJ |f(m0)] < o).
Alors pour tout x € A, t — f(x,t) est intégrable sur J, et la fonction F' définie sur A par
= / f(z, t)dt est continue sur A.
J

L’hypothese de domination peut étre remplacée par une hypothese de domination au voisinage de tout
point :
(i bis) pour tout a € A, il existe un voisinage V de a dans A (par exzemple une boule fermé B(a,r))
et une fonction ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur J telle que :

V(z,t) e VxJ |f(z,t)] < o).
-2Vt

Wdt est continue sur H = {z € C, Re(z) > 0}.
+1

Exemple 2.0.1 Montrer que F': z — /

3 Théoréme de convergence dominé a parametre continu

Théoréme 3.0.1 (Théoréme de convergence dominée a parametre continu) Soit (fi)aer une famille
de fonctions & valeurs réelles ou complexes définies sur un intervalle J. Soit \g € I dans R. On
suppose que :

1. pour tout A € I, la fonction fy est continue par morceauz sur J ;
2. pour tout uw € J, on a : )\hH)\l fu) = f(u), et la fonction f ainsi définie est continue par
—A0
morceaur sur J ;

3. (Domination) il existe une fonction ¢ continue par morceaux positive et intégrable sur J telle
que pour tout X € I et pour tout w € J : |fr(u)] < p(u) (hypothese de domination).

Alors, les fonctions fy et leur limite f sont intégrables sur J et :

i e = iy f = [ sagd

Remarque 3.0.1 1. (IMPORTANT) Ce résultat sera souvent appliqué lorsque l'on cherchera

lim /f()\,t)dt. Il suffira de poser fy :t— f(A1).
>\—>>\0 J
2. Ce résultat sert surtout lorsque A\g = £00, car sinon on pourra appliquer le plus souvent les

propositions précédentes.

Si g est réel, ce théoréme permettra par exemple de prolonger par continuité A — /f()\,t)dt
J

en .

Exemple 3.0.1 Soit f € C(R",R) telle que limf =l et hIElf =l soient des réels. On pose
o0 0

+oo

L(p) = ft)ePdt, pour p € RY.. Montrer que lim pL(p) =1y et lim pL(p) = ls.
0 p—+00 p—0+



