Résumé du chapitre 13 : Espaces euclidiens I
MP Paul Valéry

1 Espaces préhilbertiens

1.1 Produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel.

1.1.1 Définition

Définition 1.1.1 (Symétrie, bilinéarité, positivité, séparation) Soit ¢ une application de E* dans R
est un produit scalaire sur E si ¢

1. est symétrique :Vx,y € E, p(x,y) = o(y, ).

2. est bilinéaire : pour tout u,v dans E, u v p(u,v) et v — p(u,v) sont linéaires.

3. est positive : Yu € E, p(u,u) > 0.

4. posséde la propriété de séparation : Vu € E, p(u,u) =0=—= u=0.
Définition 1.1.2 (Espace euclidien, espace préhilbertien) Si ¢ est un produit scalaire, on dit que F

muni de ce produit scalaire est un espace préhilbertien. De plus, si E est de dimension finie, alors E
est un espace euclidien.

Rappelons les produits scalaires usuels sur certains espaces :
1. E=R". Pour x = (21, ...,7,) et y = (Y1, ..., Yn), O0 pose (z|y) = szyl

21 Y1
2. E=M,1(R).Pour X = : [etY =] : |, onpose (X]Y)=X"Y = Zx,yz.
Tn Yn

3. E= M,(R), pour A, B, on pose : (A|B) = tr(A"B).
4. On note £2(I,R) = L*(I,R) N C(I,R). Pour f et g dans £*(I,R), on pose (f|g) = /fg.
I

1.1.2 Normes

Définition 1.1.3 (Norme euclidienne) Pour x dans E, on note ||x|| = \/(x|z) que l'on appelle norme
euclidienne de x.

Proposition 1.1.1 (Développement d’une norme) Soient x,y, 21, ..., =€ E*. On a :

= (||x+y||2 |z)|* = |lyl|?) (identité de polarisation)

2
(Seis) - (Beige) - e

1<ij<n

3.
e+ yll? = Nzl + lyl? + 2(ly). 5 @)

1

Nl =yl = llel® + llyll* - 2(2[y)-

1.1.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) (CCP 76 Enoncé+démo) Soit (-|-) un produit
scalaire sur E. Alors on a :

V(z,y) € B, (zly)* < [|l=]* x [[ylI* soit - V(z,y) € E%, |(z[y)] < [lz]| x |ly]-

De plus on a : |(x|y)| = ||z|| % ||y|| si et seulement si x et y sont colinéaires.



Exemple 1.1.1 1. Pour x = (z1,...,x,) ety = (Y1, ...,Yn) dans R", on a :

Yoy = @yl < Nzl > Nyl = | D w x ([ D v
i=1 i=1 i=1

/abfg\ =101l < 151 llgll = \//T Y \//T,

2. Pour f et g dans C([a,b],R), on a :

1.2 Orthogonalité
1.2.1 Vecteurs orthogonaux

Définition 1.2.1 (Vecteurs orthogonaux) Soit (z,y) € E*. On dit que x et y sont orthogonaux si :
(z]y) = 0.

Exemple 1.2.1 Soit A € 4, ,(R). Montrer que Ker (A) = Ker (AT A).

Définition 1.2.2 (Famille de vecteurs orthogonales et orthonormales) Une famille de vecteurs (x;)icr
est :

1. orthogonale si : ¥(i,j) € I?, i # j = (x]x;) = 0.
2. orthonormale si : V(i,j) € I?, (zi|lz;) = 8 (||zill =1 et (zi|z;) =0 sii # j).

Proposition 1.2.1 (Théoréme de Pythagore généralisé) Soit (zy,...,x,) une famille orthogonale. Alors
p 2 p

> mif| =2 laill”

i=1 i=1

Proposition 1.2.2 Une famille finie orthogonale constituée de vecteurs non nuls est libre.

on a :

1 27
Exemple 1.2.2 Sur C([0,27],R) on définit le produit scalaire (f|g) = - fg.

0
Pour (n,m) € N* x N, on pose les fonctions f, : x + sin(nz) et g, : x + cos(mx). La famille

(fns 9m)(mmyen=xn est orthogonale et : ¥n € N*, || full = |lgn|l = 1 et ||go]| = V2.
1.2.2 Bases orthonormales dans un espace euclidien

(E,(-]-)) est un espace euclidien de dimension n avec n dans N*.

Théoréme 1.2.1 (Existence d’une base orthonormée) Tout espace euclidien admet au moins une base
orthonormée.

Proposition 1.2.3 (Complétion d’une famille orthonormale) On suppose que E est un espace eucli-
dien. Soit (uy, ...,up,) une famille orthonormale de E. On peut la compléter en une base orthonormale
de E.

Proposition 1.2.4 (Expression du produit scalaire dans une base orthonormée)
U = (uy,...,u,) une base orthonormée de E. Soit (x,y) € E* avec v = szuz ety = Zyiui, ol

i=1 i=1
X1y ooy Ty Y1y ooes Y SONt dans R. On a :

1 (zly) =)z 2. On alz| =
i=1

3. Yk € [1,n], xx = (z|ug) et donc x = Z(x\ul)ul

i=1

Remarque 1.2.1 Soit f € L(E) et soit U = (uq,...,u,) une base orthonormée de E. Soit A =
Maty(f) = laijli<ij<n- On a alors ¥(i,5) € [Ln]?, ai; = (wilf(uy)) = (f(u;)|w).



1.2.3 Orthogonal d’une partie
(E,(+]-)) désigne un espace préhilbertien réel.

Définition 1.2.3 (Orthogonalité) 1. Soit x € E. L’ensemble {y € E,(x|y) = 0} est appelé ’ortho-
gonal de x et il est noté x*.

2. Soit X C E wune partie de E non vide. L’ensemble {y € E/Vx € X, (z|ly) = 0} = ﬂ zt est
zeX
appelé orthogonal de X et il est noté X+ qui est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 1.2.5 (Orthogonalité et somme directe) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors on
a : FNFt={0}. Ainsi la somme F + F* est directe.
SionaF@®F+=FE, on dit que F* est le supplémentaire orthogonal de F' dans E.

Remarque 1.2.2 ATTENTION, en dimension infinie, F' et FX ne sont pas toujours supplémentaires.

Proposition 1.2.6 (Orthogonal en dimension finie) Soit F' un sous-espace vectoriel de
dimension finie de E. Alors F & F+ = E.

Corollaire 1.2.1 (Expression de la décomposition suivant F' & F* = E) 1. Soitx € Eet(fi,..., fp)
une base orthonormale de F. La décomposition suivant F & F* est donnée par :

x = Z(ﬂfz)fz +x— Z(x’fl)fz
) EE ) é;l ’

2. Si E est un espace euclidien, alors pour tout sous-espace vectoriel de E, on a :
e FOF=F.
o dim(F*) = dim(E) — dim(F)
En effet F' est de dimension finie en tant que sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de
dimension finie.

Exemple 1.2.3 Dans M, (R), muni du produit scalaire (M, N) + tr(M*TN), montrer que :
L

1.3 Projections orthogonales et applications
1.3.1 Projecteurs orthogonaux et symétries orthogonales

(E, (-,-)) désigne un espace préhilbertien et F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de £. On
adonc: F@ F+=E.

Définition 1.3.1 (Projection orthogonale) On appelle projection orthogonale sur F' la projection sur
F parallélement o F+. On la note pp et pour v = y+ z avec y dans F et z dans F*, on a pr(z) =v.
Dans ce cas Ker (p) = (Im (p))*.

Proposition 1.3.1 (Formule de la projection orthogonale) Soit (fi,..., f,) une base orthonormée de

F. Alors on a :
p p

Vo € B, pr(z) = ) _(@lfj)f; et llpr(@)|* = (=]f;)*

Jj=1 Jj=1

Remarque 1.3.1 Pour obtenir la projection orthogonale d’un vecteur x sur F', on a deux méthodes :

e on dispose d’une base orthonormée (fi, ..., fp) de F' et dans ce cas, on peut utiliser directement
p

la formule : pp(z) = Z(x|fj)fj (par éventuellement le procédé d’orthonormalisation de Gram-
j=1

Schmidt).



e on dispose d’une base (ei,...,e,) de I qui n’est pas forcément orthonormée. On cherche la
projection orthogonale de x sur F' sous la forme pp(x) =y = zp: Aje; (qui est dans F'). On doit
=1
donc avoir x —y dfms F* = (Vect(e, ..., e,))" ce qui revient d]avoir :Vie[L,p], (z—yle;) =0,
p
(ler) = D> Ajlegler) =0
j=1

soit le systeme : : , ou l'on doit déterminer les A;.

(zlep) — ZAj(eﬂep) =0

\

Définition 1.3.2 (Symétrie orthogonale) On appelle symétrie orthogonale par rapport a F la symétrie
sur F' parallélement o F*. On la note sp et pour x = y + 2z avec y dans F et z dans F*, on a :

sp(z) =y — 2.
Dans ce cas Ker (s + idg)™ = Ker (s — idg).

Remarque 1.3.2 sp = 2pr — Idg.

Définition 1.3.3 (Réflexion) Soit s € L(E). On dit que s est une réflexion lorsque s est une symétrie
par rapport a un espace vectoriel H de dimension n — 1.

1.3.2 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
(E, (]-)) désigne un espace préhilbertien réel.

Théoréme 1.3.1 (Procédé d’orthonormalisation de Gram Schmidt) Soit (ey,...,e,) une famille libre
de E. Alors il existe une famille orthonormale (uy, ..., u,) telle que :

Vp € [1,n], Vect(eq, ..., e,) = Vect(uy, ..., uyp).

Rappel de la méthode : On procede par récurrence, en construisant d’abord, uy, puis us,..., jusqu’a w,,.

€1
e On pose u; = —.
\ fedl
e A partir de es, on doit construire us qui doit étre orthogonal a u; et de norme 1. Ainsi on enleve

d’abord la projection orthogonale de ey sur u;. On pose donc vy = ey — (ea]ui)u;. Ainsi on a
. . . V2
bien (vq|ui) = 0. Ensuite il faut normaliser vy et on pose uy = ——.
\ [[v2]]
e Supposons que l'on ait construit (ug,...,u,). A partir de e,y1, nous devons construire 1

qui doit étre orthogonal & uy,...,u, et de norme 1. On commence donc par retrancher a ey,
p

sa projection orthogonale sur Vect(uy,...,u,). Ainsi on pose : vp41 = €p11 — Z(ep+1|ui)ui.
i=1
Ainsi on a bien : Vj € [1,p], (vp+1]u;) = 0. Il reste maintenant a normaliser v,,; et on pose

Up+1 . .. . . N
Upyl = |p— Et on continue ainsi de suite jusqu’a u,,.

[opal”

Exemple 1.3.1 Déterminer dans R* la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale p
r+y—z—1t =

. 9z . . O
sur le plan vectoriel (P) d’équation : { P43y +a—t = 0°

1.3.3 Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie

Ici, F' est un sous-espace vectoriel de E tel que F @ F+ = F (les espaces ne sont pas forcément de
dimension finie).

Définition 1.3.4 (Distance a un sous-espace vectoriel) Soit z € E. On pose
d(z, F) =inf{||lx — f||, f € F}. On appelle ceci distance de x a F'.



Proposition 1.3.2 (Projection orthogonale et distance) Soit x € E. Alors on a :
d(z, F) = [lz — pr(2)]|
L’unique vecteur yo de F vérifiant |z — yo|| = d(x, F) est : pp(x).

Remarque 1.3.3 IMPORTANT : voici une méthode pour calculer une distance. Soit (fi,..., f,) une
P

base orthonormée de F. Nous avons : pr(x) = Z(:df])fj De plus x = pp(x) + (x — pr(z)) qui est la

j=1
décomposition suivant F @ F*. Ainsi grace au théoréme de Pythagore :
P
d(z, F)? = ||lz—pr@@)||* = ||z||*—|lpr(2)|* = ||:L‘||2—Z(I‘|fj)2, car la base (f1, ..., fp) est orthonormée.
j=1

Alors on a : p

d(z, F) = ||z = pr()ll = | 2] = D (zlf)*

j=1
+oo
Exemple 1.3.2 On munit R[X] du produit scalaire : ¥V(P,Q) € Ry[X], (P,Q) = / P(#)Q(t)e 'dt.

0
Appliquer la méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base (1, X, X?) de Ry[X] muni de
ce produit scalaire. On rappelle que : ¥p,q € N, (XP|X?) = (p+q)!.

+

o0
Déterminer ensuite d = inf / e H(t* — at® — bt — c)?dt.
a,b,ceR 0

1.3.4 Applications aux hyperplans et aux formes linéaires

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit f une forme linéaire de E. Alors il
existe un unique a dans E tel que : Vx € E, f(x) = (z|a) = (a|z). On note f = (:|a) = (al-).

Corollaire 1.3.1 (Description des hyperplans dans un espace euclidien) Soit H un hyperplan de E.
1l existe a dans E non nul tel que : H = {x € E, (alr) =0} = a*.
Un tel vecteur a est appelé vecteur normal a [’hyperplan H.

Proposition 1.3.3 (Projection orthogonale sur un hyperplan) Soit H = a* = (Vect(a))™, un hyper-
(z]a)

lal*

plan, avec a € E non nul. L’expression de la projection orthogonale sur H est : x — x —

Proposition 1.3.4 (Distance & un hyperplan) Soit a € E \ {0} et H = a® un hyperplan de E. Soit

r€E. Ona:dz,H)= |(|:T0|LC|L|)|

Proposition 1.3.5 (Expression d’une réflexion) Soit a € E\ {0}. La réflexion par rapport & H = a™
(z]a)

a.
lal”

est i Sy x—x—2

2 Adjoint d’'un endomorphisme
Dans ce paragraphe, F désigne un espace euclidien de dimension n.

Définition 2.0.1 (Adjoint d’un endomorphisme) Soit u € L(E). Il existe un unique u* € L(E) :

Ve e E, (ylu(z)) = (u(x)ly) = (zu"(y)) = (u*(y)|2).

Exemple 2.0.1 Soit u € L(F). Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i. uou" =u*ou.
ii. Yo,y € E, (u(@)|u(y)) = (u”(z)[u"(y)).
iii. Ve € E| ||u(x)]| = [Ju*(x)]|.



Proposition 2.0.1 (Propriétés de ’adjoint) Soient u,v € L(E) et A\, p € R.
1. (uov)* =v*ou.
2. U™ =u.
3. A+ pv)* = " + po'.
Proposition 2.0.2 (Matrice de I’adjoint) Soient B = (ey,...,e,) une base orthonormée et u € L(E).

On pose A = Matg(u). Alors
Matg(u*) = AT,

Remarque 2.0.1 On en déduit que rg (u*) = rg (u), tr(u*) = tr(u), det(u*) = det(u), puis xur = Xu-

Proposition 2.0.3 (Stabilité de 1’orthogonale par I’adjoint) Soit u € L(FE) et soit F' un sous-espace
vectoriel stable par u : u(F) C F. On a alors

w'(FY) C F*.

3 Matrices orthogonales et isométries vectorielles

Dans tout ce paragraphe, F désignera un espace euclidien de dimension n.

3.1 Isométries vectorielles
3.1.1 Définitions générales, caractérisations et premieres propriétés

Définition 3.1.1 (Isométrie vectorielle) Soit B = (ey, eq, ..., €,) une base orthonormée de E.
Soit f € L(F). On dit que f est une isométrie vectorielle, si ['un des caractérisations équivalentes
suivantes est VETLE :

1. conservation de la norme : Vx € E, || f(x)] = ||z

2. conservation du produit scalaire : ¥(x,y) € E*, (f(2)|f(y)) = (z|y).
3. u(B) = (f(e1), ..., f(en)) est une base orthonormée de E.
A

On note O(E) l’ensemble des automorphismes orthogonauz de E, que 'on appelle groupe orthogonal.
Exemple 3.1.1 Les symétries orthogonales et les réflexions sont des isométries vectorielles.
Proposition 3.1.1 (Structure de O(FE)) (O(F),o) est un sous-groupe de (GL(FE), o).

Exemple 3.1.2 Soit f € O(E). On a : Ker (f — Idg) = (Im (f — Idg))*, puis que :
Im (f — Idg) ® Ker (f — Idg) = E.

Proposition 3.1.2 (Isométries vectorielles et sous-espaces stables) Soit f € O(FE) et F' un sous-espace
vectoriel stable par f (c’est-a-dire f(F) C F). Alors : f(F*) C F*.

3.1.2 Matrices orthogonales
Définition 3.1.2 (Matrice orthogonale) Soit A € M, (R). On dit que A est une matrice orthogonale
st l'une des caractérisations suivantes est vérifiée :

1. ATA=1,c AAT =], & A1 = AT,

2. les colonnes (C4, ..., Cy,) de A forment une base orthonormée de M,, 1(R) pour le produit scalaire
usuel.

3. les lignes (L, ..., L,) de A forment une base orthonormée de M ,(R) pour le produit scalaire
usuel.

4. A est la matrice de passage d’une base orthonormée a une autre base orthonormée.



On note O(n) ou O,(R) l'ensemble des matrices orthogonales de taille n.

Proposition 3.1.3 (Matrice d’un automorphisme orthogonal) Soient f € L(E) et B = (ey, ..., e,) une
base orthonormée de E et A = Matg(f).
f est dans O(F) si et seulement si : A est dans O(n).

Exemple 3.1.3 Soient n € N*, une permutation o € S,, et M, = [0; o(j)l1<ij<n-
Soient 0,0’ € S,,. Montrer que M,M, = Mo, puis en déduire que MT = M,—1.

Proposition 3.1.4 Soient A € O(n) et f € O(n). On a : det(A) € {1, -1} et det(f) € {1,—1} .
Proposition 3.1.5 (Structure de O,(R)) (O,(R),.) est un sous-groupe de GL,(R).

Exemple 3.1.4 1. Soit A = |aijhi<ij<n € O(n). Montrer que : Z a;;| <n.
1<i,j<n
2. O,(R) est une partie compacte.
a b b
Exemple 3.1.5 Soit A= |b a b] € M3(R). Pour quels a,b a-t-on A dans O(3) ¢ Préciser la nature
b b a

et les éléments caractéristiques de l'endomorphisme f de R® canoniquement associé a A ?

Comme le déterminant d’une matrice orthogonale vaut 1 ou —1, nous allons classer les matrices or-
thogonales et les isométries en deux sous-ensembles. Ceci motive la définition suivante :

Définition 3.1.3 (SO(n) et SO(F)) 1. L’ensemble des matrices orthogonales de déterminant +1
est appelé groupe spécial orthogonal et on le note SO(n) ou SO, (R).
Les éléments de SO, (R) sont appelés matrices orthogonales positives et les éléments de
On(R) \ SO, (R) sont appelés matrices orthogonales négatives.

2. On note SO(E) = {f € O(E), det(f) = 1} appelé groupe spécial orthogonal et ses éléments
sont nommeés isométries positives.
Les éléments de O(E) \ SO(E) sont appelés isométries négatives.

Remarque 3.1.1 1. Une réflezion est une isométrie négative.

2. Soient B,B' deuzx bases orthonormées de E. Ces deux bases ont la méme orientation (c’est-
a-dire dgt(B’) = det(Pgp) > 0) si et seulement si la matrice de passage P = P§ est dans

SO(n).
Proposition 3.1.6 (Structure de SO(n) et SO(E)) (SO(n),.) et (SO(FE),o) sont des groupes.

3.2 Isométries vectorielles d’un plan euclidien

Proposition 3.2.1 (Description de O(2)) Les éléments de O3(R) sont les matrices de la forme (
(cos 0 sind
et

sinf —cosf

cosf —sin 0)

sinf cos@

), avec 6 € R.

Corollaire 3.2.1 (Description de SO(2)) On a : SO(2) = {R9 = (Z?ﬁg —Czlsr;@) , 0¢ R}.

Corollaire 3.2.2 (Commutativité de SO(2)) Pour toute matrice A, B de SO(2), on a : AB = BA.

Définition 3.2.1 (Rotation vectorielle d’un espace euclidien) Soit P le plan euclidien orienté, B une
base orthonormée directe de P et 8 € R. On appelle rotation vectorielle d’angle 6, noté ry l’endomor-
phisme défini par :
MatB(Tg) = Rg.

Cette définition ne dépend pas de la base orthonormée directe B choisie (donc 6 est bien défini de fagon
unique modulo 27 ).

Théoréme 3.2.1 (Classification des isométries du plan) Une isométrie vectorielle d’un espace eucli-
dien orienté de dimension 2 est soit une réflexion (si son déterminant vaut —1 dans une base ortho-
normée directe), soit une rotation (si son déterminant vaut 1 dans une base orthonormée directe).



3.3 Reduction des 1sometries vectorielles en base orthonorme

3.3.1 Cas général

Théoréme 3.3.1 (Réduction d’une isométrie vectorielle ou d’une matrice orthogonale) 1. Siu e
O(E) alors il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par
blocs de blocs diagonaux de la forme

I, 0 . 0
0 —I,

0 . RO) - |,
: 0

0 -+ -+ 0 R,

avec p, q, s € N tels que p+q+2s = n et pour tout i de [1, s], l'angle 0; choisi dans|—m,0[U]0, 7|
' _ [cos(f) —sin(h)

et : V0 € R, R(A) = (sin(@) cos(9) )

Autrement dit, l’espace E est la somme directe orthogonale de Ei(u), E_i(u) et de plans sur

lesquels u opeére comme une rotation.

2. Pour toute matrice M de O, (R) il existe une matrice P dans O, (R) telle que :

I, 0 0

0 —I, :
M=Plo - R@O) - = [P

5 . 0

0 -+ -+ 0 R(6)

avec p,q, s € N tels que p+q+2s = n et pour tout i de [1, s], l’angle ; choisi dans |—m,0[U]0, 7[.

Remarque 3.3.1 Le spectre réel de u ou M est inclus dans {—1,1}.

3.3.2 Cas des isométries vectorielles directes en dimension 3
Dans ce paragraphe, on suppose que dim(E) = 3.

Proposition 3.3.1 (Réduction des isométries directes en dimension 3 et rotations) Soit u € SO(E).
Il existe alors une base orthonormée directe B = (i,j,k) et 0 € R tels que :

1 0 0
Matg(u) = [0 cos(f) —sin(6)
0 sin(d) cos(6)

Dans ce cas, on dit que u est la rotation d’axe orienté par i et d’angle 6.

Exemple 3.3.1 exp(A3(R)) = SO;3(R).

4 Réduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices sy-
métriques réelles

4.1 Endomorphismes autoadjoints
Dans tout ce paragraphe, (E, (+])) désignera un espace euclidien de dimension n.
Définition 4.1.1 (Endomorphismes autoadjoints) Soit u € L(F). On dit que u est autoadjoint lorsque

u=u", soit :

Y(z,y) € B, (u(x)|y) = (z|u(y)).



Proposition 4.1.1 (Caractérisation des projecteurs orthogonaux) Soit p un projecteur. Alors p est
une projection orthogonale si et seulement si p est autoadjoint.

5 —2 -1

Exemple 4.1.1 Soit A= —-| -2 2 =2 |. Montrer que l’endomorphisme p canoniquement associé
-1 -2 5

a A est une projection orthogonale sur un espace que l’on précisera.

Proposition 4.1.2 (Caractérisation matricielle des endomorphismes autoadjoints)
Soit u € L(FE) et B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E. u est autoadjoint si et seulement si
Matg(u) est symétrique.

Proposition 4.1.3 (Sous-espace stable par un endomorphisme autoadjoint) Soit u un endomorphisme
autoadjoint de E et F' un sous-espace vectoriel de E stable de u. Alors on a : u(F+) C F*.

4.2 Reéduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices symétriques réelles

Proposition 4.2.1 (Orthogonalité des sous-espaces propres d’un endomoprhisme autoadjoint)
Soit uw un endomorphisme autoadjoint de E. Alors ses sous-espaces propres sont deuzx a deuz orthogo-
naux.

Théoréme 4.2.1 (Théoréme spectral) 1. Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E. Si u
est autoadjoint, alors u est diagonalisable dans une base orthonormée.

2. Pour toute matrice symétrique réelle A, il existe une matrice diagonale D et une matrice or-
thogonale P telle que : A= PDP~' = PDPT.

Exemple 4.2.1 On munit R,[X] du produit scalaire défini par :
1

VP, Q € R,[X], (P|Q) = / 7

L’endormorphisme d : P+ (X? —1)P" 4+ 2X P’ de R,[X] est autoadjoint et donc diagonalisable dans
une base orthonormée.

4.3 Endomorphismes autoadjoints et matrices symétriques positifs, définis positifs

Définition 4.3.1 (Matrices ou endomorphismes positifs) 1. Soit A € S,(R). On dit que A est
symétrique positive (respectivement symétrique définie positive) si

VX € M,1(R), XTAX > O(respectivement : ¥X € M, ;(R)\ {0}, XTAX >0).
On note S;F(R) Uensemble des matrices symétriques positives et S;'(R) I’ensemble des matrices
symétriques définies positives.

2. Soit w € L(E) autoadjoint. On dit que u est autoadjoint positif (respectivement autoadjoint
défini positif) si

Ve € B, (u(x)|z) > 0(respectivement : Vx € E'\ {0}, (u(z)|x) > 0).

On note S™(E) l’ensemble des endomorphismes de E autoadoints positifs et ST (E) I’ensemble
des endomorphismes de E autoadoints définis positifs.

Exemple 4.3.1 Pour A € M, (R), on a ATA € SH(R).

Proposition 4.3.1 (Caractérisation spectrale de la positivité) 1. (CCP 66 pour la démons-
tration) Soit A € S, (R). Alors A est dans S;(R) (respectivement dans S}t (R) ) si et seulement
si : Sp(A) C Ry (respectivement Sp(A) C R ).

2. Soit u € S(E). Alors u est dans ST(FE) (respectivement dans ST (E)) si et seulement si :
Sp(u) C Ry (respectivement Sp(u) C RZE).

Exemple 4.3.2 Soit A € S (R). Montrer qu’il existe B dans S, (R) tel que B* = A.



