Résumé du chapitre 14 : Equations différentielles

MP Paul Valéry

1 Dérivation des fonctions d’une variable réelle a valeurs vectorielles

Définition 1.0.1 (Dérivée en un point) Soit f : I — F une application et soit ty € 1. On dit que f

1
est dérivable en ty si : lim (— (f(t) — f(to))> existe.
t—to \ T — o

Dans ce cas, cette limite est appellée la dérivée de f en ty (ou le vecteur dérivé de f en ty), et on la
note f'(to).

Proposition 1.0.1 (Dérivable implique continue) Soient a € I et une fonction f: 1 — F dérivable en
to. Alors f est continue en tg.

Proposition 1.0.2 (Dérivation d’une composée) Soient I et J deux intervalles réels, ¢ : J — R une
fonction dérivable en ty € J (resp. sur J) telle que : o(J) C I. Soit f : I — F une fonction dérivable
en ug = p(to) (resp. sur I). Alors f o ¢ est dérivable en ty (resp. sur J) et

(fow)(to) = ¢'(to).f'(¢(ta)) (resp. (fop) =& .(fow)).

Définition 1.0.2 (Fonctions de classe C*, C*) Soit f : I — F une fonction. Soit k € N. Sous réserve
d’existence, la dérivée k"¢ de f est définie par

FO = g prD) (f(k))"

La fonction f est de classe C* si f*) existe et est continue. Elle est de classe C* si ses dérivées & tout
ordre existent, ce qui est équivalent & étre de classe C* pour tout k de N.

Proposition 1.0.3 (Dérivation coordonnée par coordonnée) Soient f € F(I,F) et B = (eq,...,e,)

une base de F'. On a donc f = Zfiei, avec (f1,---, fn) les applications coordonnées de f. Alors les
i=1
énoncés suivants sont équivalents :

(i) f est de classe C* sur I.

(ii) Toutes les applications coordonnées f; de f dans la base B sont de classe C* sur I

Dans ce cas, on a :
n

vie 0.kl vt eI, fO) =Y fO)e.

i=1
Exemple 1.0.1 Déterminer la dérivée n-éme de f : t — €' cos(t).

Proposition 1.0.4 (Opérations sur les fonctions de classe C*) Soient f, g deux fonctions de classe C*
(avec k € NU{oo}), définies sur I a valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie, \ un réel,
L une application linéaire et B une application bilinéaire. Alors, \f +g, Lo f et B(f, g) sont de classe
CF et pourl <k :

L (Af+9)0 =0+ 4.

2. (Lo )V = Lo (fY).

3. B(f,9)" =)

!
=0

l , ,
(j)B(f(J),g(l_J)) (formule de Leibniz).

Remarque 1.0.1 Pour une application multilinéaire M, on a : M(f1, ..., f,) = Z M(fry oo iy s fo)



Proposition 1.0.5 (Dérivation de I’exponentielle) 1. Soita € L(E). L’application e, : t — exp(ta)
est de classe C' sur R et :

d
vVt e R, %(exp(ta)) = aoexp(ta) = exp(ta) o a.
2. Soit A € M,(K). L’application e, : t — exp(tA) est de classe C' sur R et :

vVt € R, %(exp(tA)) = Aexp(tA) = exp(tA)A.

2 Généralités sur les équations différentielles linéaires d’ordre un

Ici I désigne un intervalle de R.

2.1 Equations différentielles d’ordre un dans un espace vectoriel

Soit I un intervalle de R et F un espace vectoriel normé de dimension finie sur R ou C. On considere :
I — L(F)

e une application a continue de I dans L(FE) : a: { t oo alt)

e une application = dérivable de I dans F : x :
e une application b continue de [/ dans F : b :

, . P . . . . I
On désigne par a.x 'application de I dans F : a.x : { E oo a(t) (@)

Soient A : I — M, (K) continue et B : I — M,, 1(K) continue également.

Définition 2.1.1 (Equation différentielle linéaire d’ordre un)
o L’équation (£): 2’ =a.x +b est appelée équation linéaire du premier ordre .
Une solution de cette équation est une application x dérivable de I dans E, telle que :

Viel 2'(t)=a(t)(x(t)) + b(t).

e L’application b est appelé second membre de (E).
e On appelle équation homogéne (ou sans second membre) associée a (£) l’équation :

(&) : 2 =aux.
Définition 2.1.2 (Systéme différentiel d’ordre un) 1. On appelle systéme différentiel d’ordre un
de taille n toute équation de la forme X'(t) = A(t) X (t) + B(t).
Awvec les notations usuelles pour les coordonnées, I’équation s’écrit

i (t) = ar1(O)z1 () + ... 4 agp(O)xn(t) + bi(t)
zy(t) = ag1()z1(t) + ... 4 agn ()@, (t) + ba(t)

2 (t) = an1(t)x1(t) + ...+ appn(O)x,(t) + bu(t)
2. Si B est nulle, le systéme Y'(t) = A(t)Y (t) est dit homogeéne.
3. Le systéme linéaire homogéne associé a Y'(t) = A(t)Y (t) + B(t) est Y'(t) = A(t)Y (¢).

2.2 Probleme de Cauchy et structure de I’espace des solutions
2.2.1 Probleme de Cauchy

Définition 2.2.1 (Probléme de Cauchy) Soit to € I et g € E. On appelle probléme de Cauchy la
/ R

donnée : { vee T, a/(t) = at)(e(t) +b(t)

z(to) = zo (%)

vVt eI, X/(t) = A(t)X(t) + B(t)

X(to) = Xo () '

Pour un systeme linéaire, cela se traduit par : {



Remarque 2.2.1 Les relation (x) s’appellent conditions initiales a [instant to.

Théoréme 2.2.1 (Cauchy-Lipschitz) Soit ty € I.
Soit xy € E Il existe une unique solution sur I de 'équation différentielle x'(t) = a(t)(x(t)) + b(t)
vérifiant la condition z(ty) = xy.

Pour un systéme, soit Yo € M, 1(K), il existe une unique solution sur I de ’équation différentielle
Y'(t) = A(t)Y (t) + B(t) vérifiant la condition Y (to) = Y.

Exemple 2.2.1 Soient x1 et xo deuz solutions distinctes de x'(t) = a(t)(x(t)) + b(t). Montrer que :
Vit € ], J]l(t) 7é [E2<t>

2.2.2 Structure de ’espace des solutions

On note n = dim(F).

Proposition 2.2.1 (Structure des solutions d’une équation homogeéne) L’ensemble Sy des solutions
de l’équation différentielle homogéne ' = a.x est un espace vectoriel de dimension n.
SH — F

e alt) est un isomorphisme de Sy sur E.

Précisément pour tout ty € I, l'application ¢y, : {

Pour les systéemes différentiels, ’ensemble Sy des solutions du systéme différentiel homogéne X' = AX
SH — Mn,l (K)

Y e Y(t) est un isomorphisme de Sy sur

est un espace vectoriel de dimension n et ¢y, : {

M1 (K).

Corollaire 2.2.1 (Ensemble des solutions de =’ = a.z + b) Soit z,, une solution particuliére de l’équa-
tion différentielle (€) : o' = a.x +b.

L’ensemble des solutions de (£) : 2’ = a.x + b est vy + Sy = {z, + z, x € Sy}, avec Sy 'ensemble
des solutions de l’équation homogéne associée (Ey) : ' = a.x.

C’est un sous-espace affine de C*(I, E) de direction Sy.

Pour les systemes différentiels, soit Y, une solution particuliére de l’équation différentielle

(&) : Y'(t) = A@)Y (t) + B(t).

L’ensemble des solutions de () : Y'(t) = A(t)Y (t) + B(t) est {Y, +Y, Y € Sy}, avec Sy l'ensemble
des solutions de l’équation homogéne associée (Eg) = Y'(t) = AR)Y (t) .

2.3 Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants

Dans ce paragraphe a est un endomorphisme de E et A est une matrice de M,,(K)
qui ne dépendent pas de t.

2.3.1 Résolution des systemes différentiels linéaires homogenes a coefficients constants

Proposition 2.3.1 (Solutions de ’équation homogéne) Soit t; € R.
Soit xg € E. L’application v : t — exp((t — to)a)(zo) est l'unique solution du probléme de Cauchy :

x = a.x
l’(to) = X )

Pour les systémes différentiels, soit Xo € M, 1(K). L’application ¢ : t — exp((t—t9)A)Xo est l'unique
X' = AX

lution d bleme de Cauchy : .
solution du probléme de Cauchy { X(ty) = Xo

2.3.2 Résolution de X' = AX quand A est diagonalisable

Proposition 2.3.2 (X' = AX, avec A diagonalisable) Soit A € M,,(K) diagonalisable, de valeurs propres
Ay .oy Ay (Tépétées suivant leurs mutliplicités), et soient Uy, ..., U, des vecteurs propres associés.
Alors une base de solutions de I’équation différentielle X' (t) = AX(t) est



(Xz > BAitUi)lgign.

Ces solutions sont définies sur R a valeurs dans K.

Autrement dit I’ensemble des solutions est Vect(Xy, ..., X,,) = {t — Z C’iekitUZ-, ci,....C, € K}

=1
¥ = x+2z

Exemple 2.3.1 Résoudre { 3y = y .
Y= 2o+2

Remarque 2.3.1 Soit A € M, (K) diagonalisable, alors A= PDP~'. L’équation X'(t) = AX (t)+B(t)
s’écrit quant a elle

Z'(t) = DZ(t) + P'B(t), avec Z = P~'X. On peut chercher une solution particuliére Z, de cette
derniere équation puis calculer X, = PZ,.

2.4 Equations différentielles linéaires du premier ordre scalaires

Apré normalisation, on résout y'(t) + a(t)y(t) = b(t), avec a et b des fonctions continues définies sur
un intervalle I a valeurs dans K.

Proposition 2.4.1 (Solutions homogénes d’une équation du premier ordre) Les solutions de [’équa-
tion homogéne y' + ay = 0 sont les fonctions définies sur I de la forme t — e *® X € K, ou
A est une primitive de a.

On cherche ensuite une solution particuliere de 1'équation différentielle y'(¢) + a(¢)y(t) = b(t), t € I.
Pour cela, on utilise la méthode de variation de la constante en cherchant une solution de la forme
t — A(t)yu(t), ot yy est une solution non nulle de I’équation homogene.

Ona: N =>b/yg.

Exemple 2.4.1 Résoudre sur les intervalles appropriés : x(1 —x)y —y = .
Chercher les solutions définies sur |0, 400].

3 Equations différentielles scalaires linéaires d’ordre n

3.1 Définition et lien avec les systemes différentiels

Dans ce paragraphe, a,_1, ..., ay et b sont des fonctions continues de I dans K.

3.1.1 Définitions

Définition 3.1.1 (Equation différentielles linaires) 1. Une équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre n est une équation différentielle qui s’écrit sous la forme :

() y™ () + an1 Oy V() + o+ ar(B)y(8) + aoy(t) = ().

2. La fonction b est appellée second membre de l’équation différentielle. Lorsque b est nulle, on dit
que l’équation différentielle est homogéne ou sans second membre .

3. Pour une équation différentielle (€) : y™ (t) 4+ an_1(t)y™ V() + ... + a1 ()Y (t) + aoy(t) = b(t),
I’équation différentielle homogene associée est
(&) = Y™ (@) + ana (YT V(@) + o+ an ()Y (1) + aoy(t) = 0.

Définition 3.1.2 (Probléme de Cauchy) Soient to € I et (yo,y1, .., Yn—1) € K".
On appelle probleme de Cauchy le recherche de solutions y de (£) vérifiant

{10+ Q10 &+ 0O/ )= D
(y(t0), ¥ (t0)s s ¥ (t0)) = (Yo, Y1, s Yn—1)



3.1.2 lLien equation différentielles scalaire lineaire d’ordre n et les systemes differentiels

Proposition 3.1.1 (Equation différentielle scalaire d’ordre n et systéme différentielle) L ’application

Y
/
pryr—Y = : induit une bijection de l’ensemble des solutions de ’équation différentielle
y(n'—l)
(&) 1 Y™ + a1y YV 4. 4 agy = b sur Uensemble des solutions de I'équation (S) : Y' = AY + B, ou
0 1 0 o 0 0
0o ... ... 0 1 0
—ap ... ... —Qp—2 —Ap_1 b

3.1.3 Espace des solutions

Corollaire 3.1.1 (Cauchy-Lipschitz et conséquences) 1. Soient to € I et (yo, yp, ...,y(()"fl)) e K".
Le probléme de Cauchy

{ Y™ () + a1 (y" () + e+ an(8)y' () + aoy(t) = b(1)
(y(t0)7 y/(t())’ ceey y(nil) (tO)) = (y07 Y1y ey ynfl)
admet une unique solution.

2. L’ensemble des solutions de ’équation différentielle
Y™ 4 a, ™Y 4 4 agy = 0 est un espace vectoriel de dimension n.

3. Si on note Sy Uensemble des solutions de y'™ + an,_1y"™" ™Y + ...+ agy = 0, alors Uapplication
y = (y(to), v (to), .., y" "V (to)) est un isomorphisme de Sy dans K".

Proposition 3.1.2 (Ensemble des solutions de (£)) On note (Eg) l’équation homogéne

Yy () + an 1 Oy V() + o+ ()Y () + agy(t) = 0 associée a (€)et Sy ensemble des solutions
homogenes. L’ensemble des solutions de (E) s’écrit sous la forme {y,+z,z € Sy}, avec y, une solution
particuliere de ().

n—1

Exemple 3.1.1 1. Soient ag, ...,a,_1 € K. On pose P = X" + Z ap X"
k=0

n—1
Résoudre (£) : y™ + Z ary™ = 0.
k=0
2. Soit ¢ € C*(R,R) paire. On considere : 3" (t) + o(t)y(t) = 0 (E). Montrer que toute solution
y est de classe C* sur R et y est paire si et seulement y'(0) = 0.
3.2 Cas des équation scalaire d’ordre 2

3.2.1 Wronskien

Soit (€) I'équation y”(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t) et (Ex) 'équation homogene
y'(t) + a(t)y' (t) + b(t)y(t) = 0 associée.

Définition 3.2.1 (Wronskien) Soient y; ety deuz solutions de (Ey). On appelle wronskien de la famille
(y1,y2) Uapplication définie sur I par

w:t—

Y1 (1) y2(t)‘
yi(t) y5(t)



Proposition 3.2.1 (Wronskien et base de solutions homogenes) Soient y; et yo deux solutions de (£ )
et w leur wronkien. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. (y1,y2) est une base de solution de Sy.
2.Vtel, w(t)#0.
3. dtel, w(t)#0.

Remarque 3.2.1 v’ + a(t)w = 0.

Exemple 3.2.1 Soit (£) : x(x—1)y"+3xy +y = 0 sur]0, 1[. Chercher les solutions DSE, puis résoudre
(&) a laide du wronskien.
3.2.2 Méthode de la variation des constantes

Nous allons adapter dans ce paragraphe la méthode de la variation des constantes a une équation
(&) - y" +a(t)y +b(t)y = c(t). On note (Ex) : y" + a(t)y’ + b(t)y = 0 'équation homogene associée.
Soit (y1,y2) une base de solution de (Eg).

Nous allons maintenant donner une méthode pour trouver une solution particuliere de (&).

Proposition 3.2.2 (Variation des constantes) Soit (y;,y2) une base de solutions de
(Ex) =y +alt)y +b(t)y = 0. Soit y = A\y1 + Aaya, avec Ay et Ny dérivables sur I. Alors y est solution
de (&) :y" +alt)y +0b(t)y = c(t) si et seulement si

{)‘ll(t)yl(t)+)‘,2<t)y2(t) =0
Ny (t) + X ()ys(t) = c(t)

Exemple 3.2.2 Résoudre I'équation différentielle y" + 1y = cos®(z).

3.2.3 Révision de sup : équation du second ordre a coefficients constants

Soient a, b, ¢ trois nombres complexes tels que a # 0 et d une fonction continue définie sur I a valeurs
dans K. On recherche les solutions de I’équation différentielle

ay”(t) + by’ (t) + cy(t) = d(t), t € 1.

a) L’équation homogéne

On considere dans un premier temps I’équation homogene
&) :ay" +by +cy=0.
Proposition 3.2.3 (Le cas complexe) L’ensemble des fonctions complexes solutions homogénes est

Sy = {t = My (t) + Aaya(t), M, A2 € C} = Vect(ys, y2),
t

e Siar’+br+c=0 a deuz solutions distinctes r1 et vy, y1(t) =™, yo(t) = ™.
e Siar’ +br+c=0 aune unique solution réelle r, y,(t) = "', ya(t) = te’.
Léquation ar® + br + ¢ = 0 est appelée équation caractéristique associée o l'équation.

Proposition 3.2.4 (Le cas réel) On suppose maintenant a, b et ¢ réels. L’ensemble des fonctions réelles
solutions de ay” + by + cy =0 est

(S)r = {t = My (t) + Aaya(t), M1, A2 € R} = Vect(yy, y2),

e Siar’ +br+c=0 a deux solutions réelles distinctes r et ro, yi(t) = €™, yo(t) = ™.

o Siar’+br+c=0 aune unique solution réelle r, y,(t) = e, ya(t) = te™.

o Siar’+br+c=0 a deux solutions complexes distinctes conjuguées o+ i3 et o — if3,
y1(t) = e* cos(Bt), ya(t) = e sin(Bt).



b) Une solution particuliere

On note (Eq) I'équation caractéristique ar® + br + ¢ = 0. Pour identifier une solution particuliere de
I'équation ay” + by’ + cy = de™, avec a et d des constantse dans C. On pourra s’aider des formes
suivantes.

...sur (Eq)... | ...chercher la solution particuliere sous la forme
« non racine t— ae™, a €R
« racine simple t—ate™, a €R
« racine double t— at’e® a € R

Exemple 3.2.3 Résoudre : (£) :y" +y' — 2y = 8sin 2z + 3¢”



