Résumé du chapitre 15 : Calcul différentiel I
MP Paul Valéry

Soient E et F deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie. Soient U un ouvert de E et
f U — F une application.

1 Dérivée selon un vecteur et dérivées partielles

1.1 Dérivées selon un vecteur

Définition 1.1.1 (Dérivée selon un vecteur) Soient a € U etv € E.
: L , . 1 = F
o On dit que f admet une dérivée selon le vecteur v au point a lorsque la fonction @, : { t oo flatto)
est dérivable en 0 (avec I un intervalle ouvert de R contenant 0).

o Le vecteur dérivé correspondant est appelé la dérivée de f suivant le vecteur v, et noté D, f(a) :

St~ f@)

t—0 t

1.2 Dérivées partielles pour £ =R’ et FF =R

Dans ce paragraphe, U est un ouvert de R? et f : (z4,...,x,) = f(21,...,2,) est une fonction définie
sur U a valeurs dans R.

Définition 1.2.1 (Application partielle) Pour tout a = (a1,...,a,) € U et i € [1,p], l'application
partielle en a selon la i-éme composante est définie par fo; it — f(ay,...,a;—1,t,aiv1,...,an).

Définition 1.2.2 (Dérivées partielles en un point) La fonction f admet une dérivée partielle en a par
rapport a la i-éme variable si 'application partielle f,; admet une dérivée en a;. Cette valeur est notée

0;f(a) ou gg (a).

oL (@) = Gl ts )

— lim f(ala by ...,ap) — f(al, ceey g, "'7ap)
t—a; t_ai .

Autrement dit

t=a;

1.3 Dérivées partielles dans le cas général

On peut étendre notre définition de dérivées partielles a une fonction

[z, enmy) = (fi(x,xp), fo(Te, oo 2p), ooy fu(21, ..o, ) définie sur U a valeurs dans R". Pour
0 0 ofn

tout a de U, on note 8xfi(a) = (ai (a), ..., a‘;

dérivées partielles selon la i-eme variable en a.

(a)), lorsque toutes les fonctions f; admettent des

Nous allons méme étendre cette définition a f : U — F', avec U un ouvert d'un R-espace vectoriel
normé de dimension finie £ et F' également un R-espace vectoriel normé de dimension finie.
On se fixe (ey, ..., e,) une base de E.

Définition 1.3.1 (Dérivées partielles) Soient a € U et j € [1,p]. On dit que f admet une dérivée
partielle en a selon la j-éme coordonnée, lorsque D., f(a) existe (la dérivée en a selon le vecteur e;)

0
La j-iéme dérivée partielle est notée 0;f(a) ou —f(a).

axj

0fa) - Ot S0 o

t—0 t agjj




2 Difierentielle

2.1 Différentiabilité et exemples

Définition 2.1.1 (Différentiablité) 1. On dit que f est différentiable en un point a de U lorsqu’il
existe une application linéaire L, € (E, F) telle que pour tout h tel que a +h € U :

flat+h) = f(a) + La(h) + [|hlle(h) = f(a) + La(h) + o([|n]])-
ot (h) e 0.

2. L’application linéaire L,, qui est unique, est appelée différentielle de f en a (ou application
linéaire tangente o f en a) et notée df (a), c’est un élément de L(E, F).
Pour tout h tel que a+h € U, on a donc : f(a+h) = f(a)+df(a)(h)+ o(||h]])-

3. On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de U.

Exemple 2.1.1 Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme symétrique de E et u € E. Soit g
1

définie sur E par g : x +— §(f(x)|x) — (u|z). Aloes g est différentiable sur E et :

Vh € E, dg(a).h = (f(a)|h) — (ulh).

Proposition 2.1.1 (Différentiabilité et coordonnée) Soient F1, ..., F,, des espaces vectoriels normés de

dimension finie. Soit f = (f1,..., fr) : B — F1 X ... X F,. une application. f est différentiable en a € U
si et seulement si pour tout i de [1,r], les applications f; sont différentiable en a.

Proposition 2.1.2 (Différentiable implique continue) Soit a € U. On suppose [ différentiable en a.
Alors f est continue en a.

Proposition 2.1.3 (Différentielle d’une application linéaire) Soit ¢ € L(E,F), alors g est différen-
tiable sur U et : Ya € U, dg(a) = g.

Proposition 2.1.4 (Différentielle des fonctions d’une seule variable) Soit f : I — F une fonction dé-
finie sur un intervalle ouvert I de R, et a € I.
Alors : f est différentiable en a si et seulement si elle est dérivable en a. Dans ce cas df (a) : t — tx f'(a)

et en particulier df (a)(1) = f'(a).
2.2 Différentiabilité et dérivées partielles

Proposition 2.2.1 (Différentiable implique existence de dérivées selon tout vecteur) Si f est diffé-
rentiable en a, alors pour tout vecteur v de E la fonction f admet une dérivée en a selon v et :

Dy f(a) = df(a)(v).

Corollaire 2.2.1 (Différentiable implique existence de dérivées partielles) Soit B = (ey,...,e,) une
base de E. 5
On suppose que [ est différentiable en a € U. Alors pour tout j de [1,p], a—f(a) = 0,f(a) existe et :
Ly
of
8%( a) = 0;f(a) = df(a)(e;).
Corollaire 2.2.2 (Expression de la différentielle a I’aide des dérivées partielles) 1. Soit B = (eq, ...

une base de E.

On suppose que f est différentiable en a € U. Alors pour tout h = Z hje; € E, on a :
7j=1

).h = Zh@f Zhif(a).
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2. On se place dans le cas particulter ou £ = R". On suppose | différentiable en a € U, alors :
V(hi, ... hy) € RP, df (a).(hy, ... hy) = Y hy—=(a).

Définition 2.2.1 (Matrice jacobienne) Soit a € U et on suppose [ différentiable en a. On appelle
matrice jacobienne de f en un point a de U, relativement auzx bases B et B', la matrice de la différentielle

afl afl afl
a—xl(a) a—xz(a) 5 (@
by 082y . 02,
de f en a dans ces bases : Jp(a) = Matpp (df(a)) = 8561. 8:5% . afp.
8_a:1<a) a—@(a) e 8_:cp<a)

2.3 Fonctions de classe C'
Définition 2.3.1 (Fonction de classe C') On dit que f est de classe C' sur U, lorsque f est différen-

tiable sur U et l'application df : { CLU : dﬁJS(Ea;F)

On note C'(U, F) l'ensemble des applications de classe C' allant de U dans F.

est continue.

Théoréme 2.3.1 (Caractérisation des applications C' par les dérivées partielles) Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. La fonction f est de classe C' sur U.

2. Toutes les dérivées partielles de f sont définies et continues.
0
Autrement dit si on se fize une base B = (e, ..., e,) de E, alors les applications 8_f sont définies
T
et continues sur U pour tout j de [1,p].

Remarque 2.3.1 Si f de classe C* sur U , alors elle y est différentiable.
R? — R
22 — g2

xny + y2
0 si (z,y) = (0,0)

Exemple 2.3.1 Soit [ : si (x,y) #(0,0)  Montrer que f est continue,

(z,y) =

puis de classe C* sur R

3 Opérations sur les fonctions différentiables et de classe C'

3.1 Opérations sur les fonctions de classe C'
3.1.1 Fonctions définies sur R” a valeurs dans R

a) Opérations de base

Ici on considere F = RP et ' = R. Soit U un ouvert de F.

Proposition 3.1.1 (Opérations sur les fonctions de classe C') Soient f et g deuz applications de classe
C! sur U.

1. f+4 g est de classe C* sur U et : Vi € [1,p], 0;(f + g) = Oif + Dig.
2. Pour tout X dans R, \f est de classe C* sur U et : Vi € [1,p], Oi(Af) = \Oif.
3. fg est de classe C* sur U et : Vi € [1,p], 0;(fg) = (0;f)g + f(Dig).



(9if)g — f(9ig)
2
5. 8i¢: 1R, estde classe C* sur un intervalle I de R et telle que : f(U) C I, alors o f est
de classe C* sur U et : Vi € [1,p], Oi(po f) = 0i(f) x ¢ o f.

4. Sig ne s’annule pas sur U, f/g est de classe C* surU et : Vi € [1,p], (5) =

b) Reégle de la chaine et composition

Proposition 3.1.2 (Régle de la chaine) Soit z1,...,2, : I — R de classe C' sur un intervalle I de R
telle que : Yt € I, (a:l(t), . xp(t)) €U, et on suppose f de classe C' sur U.
Alors g 1 t — f(x1(t),. a:p(t)) est de classe C* sur I et :

p
of
viel, g'( Zx )0, f(x1(t), ..., zp(t)) = ;x;(t)a—xi(xl(t),...,a:p(t)).
Exemple 3.1.1 Une fonction f : R* — R de classe C* est dite a-homogéne (o € R) si :
Vt e R, V(z,y) € R?, flta,ty) =t f(z,y) (*).

of af

1. Montrer lidentité d’Euler : x%(m, y) + ya—y(x, y) = af(z,y).

2. Réciproquement, soit f : R* — R de classe € vérifiant lidentité d’Euler et soit (z,y) € R?.
On définit la fonction ¢ : ]0,4+00[— R par : ¥Vt >0 : ¢(t) = f(tz,ty).
Trouver une relation entre ¢ et ¢ et en déduire que f est a-homogéne.
Corollaire 3.1.1 (Reégle de la chaine pour la composition) Soit U un ouvert de R? et V' un ouvert de

R™. Soient i € [1,p] et x; : V — R de classe C'. On considére f : U — R de classe C' et on pose
g Uty ey t) = F (21 (Ut ooy W), ooy Tp (U, oy Uy)). Alors la fonction g est de classe C' sur Vet :

: 0 . O
vj G [[1’m]], % 811, ( um)alf ('Tl(ul’ -.-,um)7...,l‘p(u1, ,Um>) =
J = j
Ox; )
;az] a—i(:E1(U1,...,um),...,xp(ul,...,um))_

c¢) Changement de variable pour les équations aux dérivées partielles

Voici les deux changements de variable a connaitre :

e Le changement de variable linéaire : z(u,v) = au + bv et y(u,v) = cu + dv.
Dans ce cas on pose g : (u,v) — f(au+ bv, cu + dv). Nous avons :

%9 —=(u,v) = ag(au—i-bv cu+ dv) + caf(au—i-bv,cu—kdv).
x Yy x Yy
dg

_,0f of
5 (u,v) = b@:c (au + bu, cu + dv) + day (au + bv, cu + dv).

e Le changement de variable en coordonnées polaires : x = r cos(f) et y = rsin(6).

Dans ce cas on pose ¢ : (r,0) — f(rcos(f),rsin()). Nous avons :

dg of : . Of :
5 —(r,0) = COS(Q)% (rcos(f),rsin(9)) + sm(@)a—y (rcos(6),rsin(f)) .
g9 . Of | of |
20 —=(r,0) = —rsin(0) e (rcos(6),rsin(f)) + r cos(6) dy (rcos(6),rsin(6)) .
Exemple 3.1.2 Trouver toutes les fonctions f de classe €* définies sur R% x R solutions de

of  of

Exemple 3.1.3 Voici un autre ezemple de changement de variable : chercher les fonctions [ de classe

C' sur D =)0, +0o[xR telles que : (E) == +y—=- = J (on posera u =z, v ="y/x).
x x



3.1.2 Cas general

Dans ce paragraphe, E et F' sont des espaces vectoriels normés de dimension finie et U est un ouvert
de E. Nous généralisons les opérations du paragraphe précédent. On se fixe une base B = (eq, ..., €p)

de E.

Proposition 3.1.3 (Opérations linéaires sur les fonctions de classe C') Soient f et g deux applications
de classe C* sur U.

1. f+g est de classe C* sur U et : Vi € [1,p], 0;(f +g) = Oif + Oig.
2. Pour tout X dans R, \f est de classe C* sur U et : Vi € [1,p], 0i(Af) = A\Oif.

Proposition 3.1.4 (Composition) Soit V' un ouvert de F' et G un espace vectoriel normé de dimension
finie. Soient B' = (€}, ...,€.) une base de F et B" = (e}, ...,e!) une base de G.

5 5 Cm

Soient f:U =V et g:V — G de classe C'. Ya € U, Jyop(a) = J,(f(a))Js(a).
3.2 Opérations sur les différentielles

3.2.1 Combinaison linéaire

Proposition 3.2.1 (Combinaison linéaire d’applications différentiables) L’ensemble des applications de
U dans F, différentiables sur U, est un R-espace vectoriel et pour toute fonction f:U — F et
g:U—= F et ueR. Alors \f + ug est différentiable sur U et :

dAf 4+ pg) = Mf + pdg.

Corollaire 3.2.1 (Combinaison linéaire d’applications différentiables et dérivées partielles) La propo-
sition 3.1.3 reste vraie pour des applications différentiables.

3.2.2 Composition avec une application bilinéaire

Proposition 3.2.2 (Composition d’applications différentiables avec une application bilinéaire) Soient
Fy et Fy deux espaces vectoriels normés de dimension finie et B : Fy X Fy — G une application bili-

néaire a valeurs dans un R-espace vectoriel de dimension finie G, et f, g deux applications définies et

différentiables sur U, a valeurs respectivement dans dans Fy et F5.

Alors B(f, g) est différentiable sur U et pour a € U, on a :

d(B(f,9))(a) = B(f(a),dg(a))+B(df(a),9(a)), soit :Vh € E, di(B(f,9))(h) = B(f(a),dg(a).h)+B(df(a).h, g(a)).

r

Remarque 3.2.1 Si M est multilinéaire :Vh € E, d(M(f, ..., f;))(a).h = ZM(fl(a), o dfi(a).h, ..., fr(a)).

i=1

3.2.3 Composition

Proposition 3.2.3 (Composition d’applications différentiables) Soient V' un ouvert de F', G un espace
vectoriel normé de dimension finie, f : U — F et g : V — G différentiables telles que : f(U) C V.
L’application g o f est différentiable sur U et :

Va € U, d(go f)(a) =dg(f(a)) odf(a), soit :Ya € UVh € E, d(go f)(a).h =dg(f(a))(df(a).h).

Exemple 3.2.1 Soient U un ouvert de E et f : U — R, une application différentiable sur E ne
s’annulant jamais. Montrer que 1/ f est différentiable sur U et déterminer d(1/f).



3.3 Derivee le long d’un arc et applications

Proposition 3.3.1 (Dérivée le long d’un arc) Soient I un intervalle d’intérieur non vide de R et
vy:I - Uetf:U— F.Si~vy est dérivable en ty et si [ est différentiable en a = ~(to), alors
foy: 1 — F est dérivable en ty et

(f 02 (to)df (4(t0)) (7' (t0) ) = df (+(t0))+/(to).
En particulier si v(0) =a et y(1) =b, on a :

/0 A (v(8) (7' (0)dt = F(b) — F(a).

Théoréme 3.3.1 (Caractérisation des fonctions constantes par la différentielle) Soit U un ouvert conneze
par arcs de E et f : U — F de classe C*. La fonction f est constante sur U si et seulement si df = 0.

Exemple 3.3.1 Soit f: (z,y) — Arctan (z) + Arctan (y) — Arctan <1x +y )

1. Montrer que f est de classe C' sur un domaine D que lon précisera et que 'on représentera

graphiquement.
‘ of of L , :
2. Ezxprimer Iz et 0 sur D, puis simplifier [’expression de f.
Zz )

4 Applications de classe C*

4.1 Définitions et opérations

Définition 4.1.1 (Dérivées partielles successives) Soient k € N* et ji, ..., jx € [1,p]

U — R .
(xl,...,xp) — f('xly---,l'p) . On dit quef admet

0 0 of
awjk axjk—l 8le
existe sur U.

k
Dans ce cas, la fonction 0 ( 0 ( ( of ) )) est noté of .
ax]’k a$jk71 ale 83:]-,6833%71...83:]-1

Une telle fonction s’appelle dérivée partielle d’ordre k.

1. Soit U un ouvert de R?, une application f : {

une dérivée k-éme successivement selon les variables xj,, ..., z;, , lorsque

2. Soient U un ouvert de E, une application f: U — F et B = (ey, ..., e,) une base de E. On dit
que f admet une dérivée k-eme successivement selon les variables x;,, ..., z;, , lorsque la fonction
0;,, (0Jk—1 (... (04, f) ...)) existe sur U.

Dans ce cas, la fonction 9;, (9;,_, (... (9;,f) ...)) est noté 8;,0;, ,...0; f.
Une telle fonction s’appelle dérivée partielle d’ordre k.

Définition 4.1.2 (Applications Ck) 1. Une application f : U — F est dite de classe C* si toutes
ses dérivées partielles d’ordre k existent et sont continues sur U.

2. On note C*(U, F) 'ensemble des applications de classe C* de U dans F. C’est une K-algébre.
3. Une application est dite de classe C* sur U si elle est dans C*(U, F) pour tout k de N.
4. On note C*(U, F') l’ensemble des applications de classe C* de U dans F.

Exemple 4.1.1 1. E’quatz’on de d’Alembert sur la propagation d’une onde :
0 f 1 0%f

déterminer les fonctions de classe C* sur R? telles que : —5 — ——= = 0, avec ¢ > 0. On
ox? 2 Ot?

posera le changement de variable w = x — ct et v = x + ct.

0%f  O°f

2. Laplacien : soit f € C*(R?,R). On pose le laplacien de f qui est Af = 5t a5
—_— ox?  0y?



(a) Rechercher les fonctions h € C*(R7,R) telles que f : (x,y) — h(z”+y°) vérifie Af =0 sur
R*\ {(0,0)}.

(b) On pose g(r,0) = f(rcos@,rsinf). Ezprimer le laplacien de f en coordonnées polaires
(c’est-a-dire a l'aide de g).

4.2 Les fonctions de classe C?

Théoréme 4.2.1 (Théoréme de Schwarz) On suppose f : U — F de classe C* eti,j € [1,p]. Alors :

o f o f
Va € U =
“aet ax]&m (a) 8:61033] (a)
R*> — R
Exemple 4.2.1 Soit f : :702 1 v si (z,y) #(0,0)  Montrer que f est de classe
T y?
si (¢, y) = (0,0)
C? sur R?\ {(0,0)}. Montrer que > y ay(?x( ,0) ezistent. Que peut-on conclure ¢

Définition 4.2.1 (Hessienne) On appelle matrice hessienne de f en x dans U, la matrice symétrique

82

Proposition 4.2.1 (Formule de Taylor-Young a ’ordre 2) On a :

] 1<i j<n

L H ()b, ) +o(1]1) W0

Flath) = Fla)+df )t s (b, W)y rollP) = F(@)+(V (), b+

£() + VH@) o+ ST Hy (@) + ol 1],

s01t
Flath) = F(a) 4 df () bt ()b, )+ [RIP=(h) = £(2)+ (V7 (@), B) + 5 (Hya)h, B) -+ [h](h) =

F() + VA @) o+ ST Hy (@) + AP (R),

avec lime(h) = 0.
h—0

5 Cas des applications a valeurs dans R

5.1 Gradient

Dans ce paragraphe E est un espace euclidien et f : U — R est une application différentiable en a et
B = (ey,...,e,) est une base orthonormée de E.

Définition 5.1.1 (Gradient) [l existe un unique vecteur v € E tel que :

Vh € E, df(a)(h) = (h|v).
Le vecteur v est le gradient de f en a noté V f(a). Ainsi : Vh € E, df(a)(h) = (h|Vf(a)).



Proposition 5.1.1 (Composantes du gradient en base orthonormée) Soit B = (ey,...,e,) une base or-
thonormée de E. Alors :

Z 8061 € = Zaif(a)e

o1 f(a)
En particulier si E =RP, on a : Vf(a) = :

0, (a)

Exemple 5.1.1 Déterminer le gradient de f : x +— ||x|2 en a € RP\ {0}.

5.2 Extremums
Définition 5.2.1 (Extremum local / global) Soient A une partie de E, f : A — R une application et
acl.

1. f présente un mazimum local en a s’il existe une boule ouverte B(a,r) telle que pour tout

xz € Bla,r)NA, f(z) < f(a). Ce mazimum vaut f(a).

2. f présente un minimum local en a s’il existe une boule ouverte B(a,r) telle que pour tout

x € Bla,r)N A, f(x) > f(a) Ce minimum vaut f(a).
3. f présente un maximum global en a si : Vx € A, f(x)

(a).

<f
> f(a).

4. [ présente un minimum global en a si : Vx € A, f(x)

5. Un extremum est un mazrimum ou un minimum.

Définition 5.2.2 (Point critique) Soient U un ouvert de E, f : U — E une application différentiable
ena € U. On dit que a est un point critique de f si df (a) = 0.
of

81‘,‘

Autrement dit si on se five une base B = (ey,...,e,) de E, alors : ¥i € [1,p],
Vf(a) =

(a) = 0, soit

Proposition 5.2.1 (Condition nécessaire d’existence d’un extremum) Soient U un ouvert de E,
f U — E une application différentiable en a € U. St f présente un extremum local en a, alors a est
un point critique de f.

Proposition 5.2.2 (Condition nécessaire d’extremum) Soit f de classe C* sur un ouvert U. Si f admet
un minimum (resp. maximum) local en xy € U, alors xo est un point critique de f et Hp(xg) (resp.

—H/(xz0)) est dans S (R).

Proposition 5.2.3 (Condition suffisante d’extremum) Sixz, € U est un point critique de f et si Hy(x)
(resp. —H(x0)) est dans S;7H(R), alors f atteint un minimum (resp. mazimum) en xq et localement,
c’est le seul point en lequel ce minimum (resp. mazimum) est atteint.

Corollaire 5.2.1 (Condition suffisante d’extremum pour n = 2) Soit o un point critique de

f:{RQ - R .

(z,y) H fl.y) -~ )
On note r = ( 0), t = 0 f( 0) et s= aaxgy(ﬂfo)- Alors
o Si det( ( 0)) = Tt — s >0 et tr(Hp(xg)) =r+s >0, alors f admet un minimum local en a.

)
o Si det(Hf(:Uo)) rt—s* >0 et tr(H(zg)) =7+ s <0, alors f admet un mazimum local en a.
o Sidet(Hp(z)) =1t —s*> <0, alors f ne présente pas d’extremum local en a

Exemple 5.2.1 1. Chercher les extrema locaux et globauz sur R* de f : (z,y) — ' +y* —2(z —y)>.

2. Chercher les extrema globaux de f : (z,y) — 22° 4 6xy — 3y* + 2 admet un mazimum global sur
C' =[0,1] x [0,1].



6 Vecteurs tangents a une partie d’'un espace vectoriel norme de
dimension finie

6.1 Vecteurs tangents

Dans ce paragraphe, FE désigne un R-espace vectoriel de dimension finie et M est une partie de E.

Définition 6.1.1 (Vecteur tangent a M) Soient x € M et v € E. On dit que v est un vecteur tangent
a M en x s’il existe un réel strictement positif € et une application vy :] — e,e[— M dérivable en 0,
telle que : v(0) = = et 7/(0) = v.

On note T, M l’ensemble des vecteurs tangents a M en x.

Proposition 6.1.1 (Espace tangent d’une partie définie implicitement) Soit g : Q2 — R, une applica-
tion de classe C*, avec Q@ un owvert de E. Soit M = {x € Q, g(x) = 0}. Soit x € M. Si dg(x) # 0,
alors T, M = Ker (dg(x)).

En particulier si E est muni d’une structure euclidienne, alors T,M = (Vg(z))*.

Exemple 6.1.1 On considére la sphére S d’équation z* + y* + 2> = R?, avec R > 0. Soit u =
(ur,us,u3) € S. Déterminer T,S.

Corollaire 6.1.1 (Vecteurs tangents & un graphe d’une fonction de deux variables) Soient U un ou-
vert de R? et f : U — R une fonction différentiable. Soit S la surface (de R*) définie par ’équation :
z = f(z,y) qui est le graphe de f.

Soit a = (xg, Yo, 20) € S. Alors

of of
TaS = » U € RB) = U ) a0 ) .
{tww) e % w =g (o) + 03 (a0}
Définition 6.1.2 (Plan tangent 4 une surface de R®) Soient U un ouvert de R® et g : U — R une
fonction de classe C*. On pose S la surface définie par léquation : f(x,y,z) = 0 et on considére
a€esS.

Le plan tangent a S en a est le sous-espace affine a +T,S de R3. Ce plan passe donc par a et T,S est
sa direction.

Corollaire 6.1.2 (Equation des plans tangents au graphe d’une fonction de deux variables) Soient U
un ouvert de R* et f : U — R une fonction différentiable. On pose S la surface définie par I’équation :

Soit a = (x9, Yo, 20) € S. Alors l’équation du tangent a S en a est :
0 0
z—2= (7 — xo)a—i(ﬁoayo) +(y — yo)a—i(ffo,yo)-

6.2 Optimisation sous contrainte d’égalité

Proposition 6.2.1 (Extremum sur une partie M) Soit Q un ouvert de E. Soit M une partie de §2 et
f:Q — R une application différentiable en un point x de M. Si f|y admet un extremum local en x,
alors : Yv € T, M, df (z)(v) = 0.

Théoréme 6.2.1 (Optimisation sous contrainte) Soient ) un ouvert et f et g deux fonctions de )
dans R de classe C*. On pose M = {z € Q, g(z) = 0}. Soit v € M tel que : dg(x) # 0.

Si flym admet un extremum local en x, alors il existe X € R tel que df (x) = Adg(z).

En particulier, si E est un espace euclidien, dans ces conditions il existe A € R tel que V f(x) = AVg(x).

Exemple 6.2.1 Soient [ : (z,y) — xv+y et M = {(x,y) € R?, 2*+y* = 1}. Déterminer les extremums
de flur-



