MP 2023-202/ EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 05/02/2024 (Espaces euclidiens spé)

Ex 1 : Soit F le plan euclidien orienté muni d’une base orthonormée B. Soient m € R et f,, € L(F)

telle que Matg(fn) = Am. Pour quels m, f,, est-telle une isométrie vectorielle et econnaitre la nature
1 1
1 m? — 1 —m+2+ V2 m-—o mtg
de f, An=—— t B, = 2
¢ fm pour \/5(2(m—1—\/§) 1 ¢ f

Correction : Comme B est orthonormée, alors f,, est une isométrie vectorielle si et seulement si A,,
est dans Oy(R).

e La deuxieme colonne de A4,

1 2_ —
= — ( me =1 m+2+ \@) doit étre de norme 1, soit
V5 \2(m —1—+2) 1

%((—m+2+\/§)2+1>=1<:>(—m+2+\/_)2=4<:>

(—m+24+vV2=2)ou (—m+2+ V2= -2 _4+\/')

m? — 1 17 +8V8\ .
-Si m = 4 4+ V2. La premitre colonne de A4,, est ( ) = — ( ui

b -1-v2)) "5 6 )
n’est pas de norme 1, donc A,, n’est pas pas de O9(R) et f,, n est pas une isométrie vectorielle.
1 2
Sim =2, alors 4, = — 12 .Ona: =1, donc il existe 6 € R tel
Vi \—2 1

que cos(f) = —= et sin(d) = ———=. Comme cos(#) > 0 et sm(@) < 0, on peut prendre 6 dans

V5 V5

| —7/2,0[. On a tan(0) = _12/\/\%5 = —2, donc § = — Arctan (2) et A, = (Zi:((g)) _CSISI(lg))

Ainsi f,, est la rotation vectorielle d’angle — Arctan (2).

1 1
m——- m-+ -
e Pour B,, = iL 21 , il est clair que les vecteurs colonnes sont orthogonaux.
m + 5 —m + 1

La norme des vecteurs colonnes vaut : (m — 1/4)* 4+ (m + 1/2)* = 2m* + m/2 +5/16. Ainsi B,,

est dans O2(R) si et seulement si
2m* +m/2+5/16 =1 2m* +m/2 —11/16 =0 < m = _HT\/ﬁ oum:—1+—\/§.
Dans ces deux cas, comme (m — 1/4)? + (m — 1/2)* = 1, on constate que B2, = I,. De plus
det(B,,) = —(m — 1/4)*> — (m — 1/2)* = —1, donc f,, correspond & une symétrie orthogonale.
Il reste a chercher 'axe de cette symétrie. On pose X = (i)
m—1/4)z+(m+1/2)y = =

. _ (
Ona'BmX—X*:’{ (m+1/2z—(m—1/4)y = y =
Lo+La+L

{ (m—1/4)z+(m+1/2)y = =z - { (m—1/4)z+(m+1/2)y = =« N

2mz —x/4 + 3 /4y = y+u Yy = (8m —5)x

= (8m —5)x
Ainsi f,, est la symétrie vectorielle d’axe vect(1,8m — 5).

2
Ex 2 : Soit A € S,(R) non nulle. Montrer que : % <rg(A).

Correction : Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable, donc il existe P € GL,(R) tel



que A= P! 0 i P, avec fiy, ..., j1,, les valeurs propres non nulles (on a p > 1,
1
Fop
sinon A = 0).
Comme la multiplication par une matrice inversible ne change pas le rang, alors rg (A) = p.
0
: 9 1 0
Par ailleurs, on a : A =P 9 P.
My
Hy
On a donc tr (A Z pi et tr (A?) = Z s

p 2 p p
Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz : (tr (A))? = (Z 1 x Mi) < (Z 12> : (Z ,uf) = p.tr (A?).
i=1 1 i=1

A
Comme tr (A%) > 0, car p > 1, alors on a : (ttll:—)) <rg(A).



