MP 2023-202/ EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 26/02/2024 (Equations différentielles)

Ex 1 : Résoudre (¢* — 1)y’ +¢e"y = 1 sur R.
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1@/:(). Une primitive de = — . est z +— Inle” — 1.
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Les solutions homogenes sont {x S L N W= ]R} = {x > )\eln(\ez—n), A E ]R} =

A
T —— AER}.
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Sur R’ cet ensemble est {ZB — ey A€ ]R}.
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Correction : Sur R_x et R}, 'équation est équivalente & y' +

, e
Equation homogene : 3" +

Sur R* cet ensemble est {x > — A€ R}. Mais g = —\ décrit R quand A décrit R. Ainsi cet

et — 1’

ensemble s’écrit aussi {x — le’ JIAS R}.
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Dans tous les cas, 'ensemble des solutions homogenes s’écrit : < x +—> le, w e R}.
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Solution particuiere : On la cherche sous la forme @ +— p(r)— T
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On doit avoir p'(z)— 1= =1 soit p'(z) = 1, ainsi pu(z) = x convient. Une solution particuliere
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est donc z — .
er —1

Ainsi sur R ou R” I'ensemble des solutions est {x = L 1 + ’ T M € R}.
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Etude des solutions sur R : e Analyse : soit y une éventuelle solution sur R. 11 existe p1, us € R tels

1 x .
H1— 1 + — 1 sio x>0
que : y(x) = “1 - . .
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Comme y est dérivable en 0, elle doit étre continue aussi en 0. On a lim+ 1 ‘ =+ooetr— 7
z—0t | €T — er —
x
a une limite finie en 0. En effet ~ — = 1. Ainsi y a une limite finie a droite et a gauche de 0

et —1 -0

x
si et seulement si 1 = puy = 0. Et dans ce cas y(0) = hH(l) 1= 1.
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si x#0
e Examen : on pose y: x — < e* —1 7 .
1 si x=0

Cette fonction est bien solution sur R’ et R*. Etudions sa dérivabilité en 0.
Montrons que y admet un DL, (0).
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Quand h tend vers 0, on a : y(h) = T h 1o et ol®) 1T h2 T o)
1 —h/2+ o(h). Ainsi y est dérivable en 0 et y'(0) = —1/2.

En regardant I'équation de départ : (e° — 1)y/(0) + €%(0) = y(0) = 1.

Ainsi y est bien solution sur R.
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Ex 2 : Résoudre 3" + 4y = tan(t) sur | — 7/2,7/2[.

Correction : Equation homogene : 3" + 2%y = 0. Les solutions homogenes sont

{z — Acos(2z) + psin(2z), A\, p € R}.

Solution particuliere : On utilise la méthode de la variation des constantes. On cherche une solution de
N (z) cos(2z) + p' () sin(2z) =0

la forme : & — A(z) cos(2z)+u(x) sin(2z) et on doit avoir : {

‘ —oN(z)sin(2z) + 244/ («) cos(2z) = tan(z) °
Matsicielement « (57000 000} (06)) = (e )

() = (nln ey (L ) =3 (o) ) ()

. 1— 2
—% sin(2z) tan(x) ( — cos(x) sin(x) tan(z) —sin®(z) in(x) g
=|1 = sin(z = .
1 2 cos® tan(x)+ sin(z) cos(x) — . sin(z)
5 cos(2x) tan(x) 2< () — 1) tan() 2 cos(x) ) sin(2z) — > con(1)
, cos i
N(z) = _5 X é z) Mz) = _T sin(2z)
On a donc : , donc 2 4 conviennent.
/ 1 5 sin(x) 1 In | cos(z)]
Hla) = ) = 5 ) pla) = —qeos(2e) £ =g
o , o r  sin(2x) 1 In(cos(x))\ .
Ainsi une solution particuliere est z — 5t cos(2x)+ ~21 cos(2x) + — sin(2z).
Ainsi :

S = {a: — Xcos(2) + psin(2z) + (—g + Smfx)> cos(2) + (—i cos(2z) + M) Sin(2z), A, 1 € R}.




