MP 2023-202/ EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 25/03/2024 (Révision proba)

Ex 1 : (E3A PSI 2019 épreuve 1)
Soit X7 une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) qui suit une loi de Poisson
de parametre A > 0. On définit sur (2, A, P) la variable aléatoire X5 par :
0 si Xj(w)=0 ousi X;(w) est impair
Vwe R, Xo(w) =1 X;(w)

si Xj(w) est pair et non nul

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X5.

2. Calculer 'espérance de la variable aléatoire X5 et I'exprimer a 1’aide de fonctions usuelles.

Correction :
1. X; — P()) donc
X;(Q)=N e VneNPX =n)= e_)‘g.
On a : . |
(X =0] = [X; =0]U | |[X1=2n+1].
n=0
Puisque 'union est disjointe :
oo \2n+1
P(X;=0)=P(X;=0)+> P(X;=2n+1)= +Z - BT

n=0
On reconnait le développement en série entiere du sinus hyperbolique :
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P(Xo=0)=e*+e*sh(\)=e*+e

D’autre part, pour n € N* :

2 )\271
Xy =1 = {XQ ﬂ — (X, =2n], donc P(Xy=n)=P(X;=2n)= _A(Qn)!'
On en déduit que la loi de la variable aléatoire X, est :
1 + 26—)\ _ 6—2)\ . ) )\Qn
Xo(2)=N et P(Xy=0)= 5 , YneN' P(Xy=n)=c¢ o)
2.
)\271 -\ too )\271 -\ too )\271
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L’espérance de X5 existe car on reconnait la série définissant le sinus hyperbolique :

A I 22 Ne A IR el Ae—A
E<X2):€T o+ 1) 62 o+ 1) 62 sh ().
“~ (2n+1)! “—~ (2n+1)!
On a ainsi
-\
B(X,) = A‘; sh()\)zz(l e




