~

~

MP 2023-202/ EXERCICES Chaptal

8-Suites et séries de fonctions

Ex 1 : Etudier la convergence simple des suites (f,,) et préciser la limite éventuelle.

2. fu(z) = min(z,n) sur Ry ; B 1
. fn<l’):n21n<008£) sur R: 5 g™ 0. 4. falz)=n|f x—I—ﬁ - f(z) ),
n . fn(a:)—1+x2n sur [0,1]; /€ C'R.R).
Ex 2 : Etudier la convergence simple et uniforme des suites (f,,) :
e T A R i LU DA
ne’” 5. fulz) = In(1 + nz) sur R, ; ! n(l+ )
R Y e
n;t—zf 6. fo(x) =na?e ™ ; 9. fu(x)= \ n . 7
fn(iﬁ)zmsurR; 7. fn(x):c [<1+1/n) ]SurR; S rx>n

Ex 3 : On considere la suite de fonctions (f,,) définies sur [0, +oo[ par fo(x) =0 et :
1
VnEN, Va0 4ol funle) = fule) + (7~ f2a).

1. Montrer que : Va € [0, +00[, € "= fri1(x) = (¢ "= fu(x))p(x), ol ¢(z) = l—le ——fn( ).

Prouver que : Yn € N,Vz € [0,+00], 0 < f,(z) < e ®. En déduire que la su1te (fn) est
croissante et convergente. Préciser sa limite.

2. Soit a €]0, +oo[. Montrer que : 3k, €]0,1[, Vz € [0,a], € " — fr1(z) < ko(e™ — fulx)).
En déduire la convergence uniforme de la suite (f,,) sur [0,a] pour tout a € RY.

3. On pose u, = 1 — f,(0). Montrer que, pour tout n € N, u,, = 272", Etudier la convergence
de la série de terme général wu,,.

. sin(nx)
Ex4: (CCP11) S treRetneNet * fn = —"
X ( ) Soient z et n et on pose : fp(x) [T n2a?
1. Etudier la convergence simple de la suite (fn).

2. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,) sur [a; +00| (avec a > 0), puis sur RY.

Ex 5 : On définit une suite (f,)nen de fonctions continues de [0, 1] dans R en posant fo = 1 et si
neN etz el01], furi(z)=1 +/ fult —t2)dt.
0
1. Montrer que les f,, sont polynomiales.

2. Montrer que (f,,) converge simplement vers une fonction f et : Vo € [0,1], f(z) < e”.
3. Montrer que Z( fnt1 — fn) converge normalement sur [0,1/2], puis que (f,),>0 converge

uniformément sur cet intervalle.
4. SineNetxe|0,1], que dire de f,(x) + fo(1l —2)? Qu'en déduit-on sur f?
5. Montrer que f est de classe C* sur [0, 1].

. 1
Ex 6 : Soit z € R, et n € N avec n > 2. Onposequ)zH(l—E)
k=2

1. Montrer que, si z > 0, la suite (u,(z)),>2 converge. On note u(x) sa limite. Quelle est la
valeur de u(x) lorsque x est dans |0, 1] ?

2. Montrer que v est continue sur R .



Ex 7: (*) On pose f: x — 2z(1 — ). Etudier les convergences simple sur ]0, 1] de (f,)nen définie
par f, = fo---o f. Montrer que 'on n’a pas convergence uniforme sur |0, 1].
—_—

n fois

Ex 8 : Soit f € C([0,1],R). Montrer que f est limite uniforme d’une suite de polynémes pairs.

Ex 9 : 1. Montrer que toute application continue f définie sur le segment [0, 1] et telle que f(0) =0
peut étre approchée uniformément par une suite de fonctions polynomiales (@), sur [0, 1]
avec @, (0) = 0.

2. Soit F' = {f € C°(R,,R) | lir}rq flz) = O} et G = Vect(x — e ", n € N*). Montrer que
T—r+00
G est dense dans F'.

Ex 10 : Soit a € R et pour tout n de N, on pose f,, : © — z(1 + n%e™").
1. Montrer que la suite (f,) converge simplement sur R, .

2. Déterminer les valeurs de v pour lesquelles (f,,) converge uniformément sur R .

1
3. Calculer lim z(1 4 /ne "*)dx

n——+oo 0

Ex 11 : Soit (f,) une suite de fonctions continues a valeurs réelles qui converge uniformément sur

b b
[a, b] vers une fonction f. Montrer que lim et = / e’ Dt

n—+oo [
Ex 12 : (CCP 27) Soit n € N* et on pose f,(x) = T2 5 et u, = / fulz

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0,1].
2. Soit a €]0,1[. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, 1] ?
3. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] 7

4. Trouver la limite de la suite (uy,)nen-

Ex 13 : (*) 1. Soit E un espace vectoriel normé et (K,),en une suite de compacts non vides telle

que : Vn € N, K,y C K,,. Montrer que ﬂ K, est non vide.

neN
2. Soit K un compact. Pour n € N, soit f,, € C(K,R,). On suppose que : Vn,p e N, n > p =

Vz € K, fu(z) < f,(x). On suppose que pour tout x € K, on a : lim fn(z) = 0. Montrer que
lim ||fn]loc =0 (pour € > 0, on pourra considérer K,, = {x € K fn( ) > e}

n—+o0o

Ex 14 : Déterminer de ces intégrales leur limite quand n tend vers +oo.

) / " — t?n
ne’ t; 1 +00
. dx) : 1— 1+ nz / ncost
) Y o 13. DO
éoon—i‘rx ﬁ i dt - ? /0 (1+3?)"dm’ o 1+n*?
, _sin(na) O v ’ . g
0o nr+zyx 10. 472"l — x)"dw;  14. Tri
4 ; / z)In(1 — 2")dx; 0 e ol N
. t- . . (tn) .
it 11. " s 15. /t dt
Lk dr 0 Hk:l(k+x) 0

+o0

. 8. . +o0
+o0 1 \/ \/— 19, / sin(nt) g 16 / 1
/0 ch () o \/2+ S SR S TR DR

n racines



]\
— == <
Soit (f)nen+ la suite de fonctions définies par f,(z) = (1 n st lsz<n+l
0 si z>n-+1

+o0
1. Calculer fn-

1
2. Etudier la convergence simple de (f,)nen+. Soit f sa limite.

400
3. Montrer que f est intégrable sur I et calculer f.
1
4. Montrer que lim i 1—k "_ L
) d n—+00 £— n N € — 1'

" cos(x)

dz.
Tz x

“+o0o
e
Ex 15 : Justifier 'existence pour n > 1 et donner un équivalent de I, = /
0

Ex 16 : (CCP 17) Soient A C C et (f,,) une suite de fonctions de A dans C.

1. Montrer que si la série de fonctions E fn converge uniformément sur A, alors la suite (f,)
converge uniformément vers 0 sur A.

2. On pose : Vn € N\Vx € Ry, f.(x) = nae”"V™. Montrer que an converge simplement
sur R, . A-t-on convergence uniforme ?

Ex 17 : Pour chacune des séries de fonctions E fn ci-dessous, déterminer le domaine de conver-
gence simple. Déterminer si on a convergence normale sur ce domaine. Sinon, étudier la conver-
gence normale sur tout segment inclus dans le domaine de définition.

sin(nx) 5. Z z +na® ’ 10. Z ;
1. ) : 1+ izt
1 4 na® + 422 + n? ) 11. Zn +x
) Zln(1+x)- 6.Zm — , a,b,e>0; $27
) nfr 7. Zn (1—2), a € R; 12. Z Ty 5 sur Ry ;
3. Z sin(z/n) ; (étudier la convergence normale sur R ) ; " x
n i ' 13. Z Ty (sur Ry).
—1)" 8. ije surR+,04€R, (1+n )
4. Z (2— sur R
nr? +n 9. Z 1)t pnt? 14. Z In( (étudier la

(préciser la convergence uniforme);

(etudler la convergence uniforme sur 0, 1[) ;. oo g en c ¢ uniforme sur RY)

+oo +oo
. Dé : . (=" x . (=)™ x
Ex 18 : Déterminer IEIEOO; . In (1 + E) et gglirél+ nz:; . In (1 + E>
o
Ex 19 : Montrer que x — Z — est deux fois dérivable a droite de —1.

k=2

Ex 20 : Montrer que S : x — Z — sin (;:) est bien définie et de classe C* sur R.

. w2 1
Ex 21 : 801tf:x»—>——+z—2

défini R\ Z.
Sn2(r2) 2 =) éfinie sur R\



1. Montrer que f est bien définie, 1-périodique et continue sur R \ Z.

1
2. Montrer que f se prolonge par continuité sur R et : Vo € R, 4f(z) = f <£> + f (x i ) .

2 2
3. Montrer que f est nulle (on pourra considérer le maximum de | f| sur [0, 1]).

2

1

4. En déduire que E — = %
n

n=1

+oo
Ex 22 : Soit f: 2z +— Ze‘x\/ﬁ
n=0
1. Déterminer I’ensemble de définition I et les variations de f sur [.

2. Montrer que f est de classe C* sur [.

3. Déterminer lim f, puis un équivalent en +oc.
+oo

4. Donner un équivalent de f en 0.

2
Ex 23 : (*) Montrer que = — Z sm(—x)

n=1

n’est pas dérivable en 0.

+oo 4 . :
" sinnx rsinx
Ex 24 : Montrer que Vz €] — 1, 1], Z —— = Arctan (1—) (on pourra dériver)
~ n — T CosST

Ex 25 : Etudier la continuité et la dérivabilité des séries de fonctions suivantes :

. o, R 1 i} _ Arctan (nx)
er sur Ry 5 o Z(Lmr mr)x> sur R : 3. Zn\/_ sur R et Ry ; 4'2—712 :

n>1 n>1

nln®

Ex 26 : 1. Soit R* . Mont la suite (u,(7))nen défini :Vn e N* u,(z) =
X oit € R’. Montrer que la suite (u,(x)),en définie par : Vn € un () P PRy Py

est une suite convergente (on pourra étudier Z(ln(un) — In(u,_1)).

2. On note I' la limite simple de cette suite de fonctions. Montrer que I' est continue sur R? .

1

Ex 27 : Soient n € N* et f,(z) = (n+z)32 + (n+ )12

+00
et on note f = an.

n=1

1. Quel est le domaine de définition de f et montrer qu’elle y est de classe C*.

2. Quelle est la limite de f en +o00, puis montrer qu’il existe a,b € R tels que f(z) ~p—s 0o —-
x

1
Ex 28 : Pour z > 0 et n € N, on pose u,(z) = ( +) et f(x Zun
r+n

1 *
1. Montrer que f est de classe C* sur RY.

1 +oo -1 k
2. Montrer que : Vo € RY, 2f(x) = . +Z (a:+k(+ 1))(:1:—1—/6)'
-0

3. Déterminer un équivalent de f en +oo et en 0.

4. Montrer que f(z) :/
0

1 t:l?—l

1+t

dt.




Ex 29 : Soitun:xHH

3, avec n € N.

- Lr+k
1. Montrer que E u, converge simplement, mais pas uniformément sur R’ .
n>0
+00
2. Soit S = E u,. Montrer que S est continue et strictement monotone sur R’ .
n=0

3. Donner une relation liant S(z) et S(z + 1), pour € R%.

4. Déterminer un équivalent de S en O et en 4o00.

5. Montrer que : Vo € R, =e Z + I
(x 4+ n)n!

+o0o
Vrln(n)
Ex 30 : On pose f(z) = Z -—
—~ l+4an?

Montrer que f est définie sur R? .

Trouver la limite de f(z) quand z tend vers 400, puis la forme d'un équivalent.
oo In(t

Montrer que / (v

L 1 at?

En déduire un équivalent de f(x) quand x tend vers 0.

dt est équivalente a ~1 ln( ) quand x tend vers 0.

N v

i e—nm
Ex 31 : 1. Etudierl imple d 1"
X udier la convergence simple de Z( ) 1

n>0

sur R;. On note S sa somme.

La série de fonctions considérée converge-t-elle normalement sur R, ? Uniformément ?

Montrer que sa somme est continue sur R, et donner sa limite en +4oc0.
x

e +1
En déduire I'expression de S a ’aide des fonctions usuelles.

Résoudre yf/ —y = — sur ]0, 00|

v b

Ex 32 : Montrer les égalités suivantes :

Vt(Int)? m Lo 1 <X (—1)™
. dt = ; dt = — 7. dr ==y —
/0 1+ 22 Z(2n+13 4 /t—l 6’ /0 2o 2;(714—])—{—1)2”
1 +oo SlIl too r1 +oo 1\n
ta =" 5. / dt / 2" sin(7z)dz. N. puis valeur d i
./Otdt—z_:l e ; ; HZ:O ; (m) p € N, puis valeur enZ:[)(n+4)2n,

—+00

1 ja +oo n oo 1 +00
t (—1) 6 / L =Y . / 1
. = : . T —x - ) 8-
/0 1+tbdt Za+nb’ o e¥®—e “— (3n+2)* ,  l+e

n=0

n—1

=X (=1
:;_(72 ;

+00 4

1 T

Ex 33 : On donne : ((4) = g — = o
—~n 90

™

1. Pour p,q € N, calculer / cos(nz) cos(px)dx.

—T

™

cos(nzx). Calculer/ g°.

—Tr

2 +oo n
T 4(-1)
2. 0 ide ST — E N
n considere g : x 3 + 2. 2

3. Montrer que : Vo € [—7, 7], g(z) = 2%



z?In(z)

Ex34: 1. Soit f : x définie sur |0, 1[. Montrer que f peut étre prolongée en une

fonction de classe C' sur [0, 1]. On notera encore f le prolongement ainsi obtenu.

1
2. Montrer que la suite de terme général I,, = / 2" f(z)dx converge vers 0.
0

3. Trouver un équivalent de I,,.

1 < 4
. Mont li "f(x™)dx = —.
4. Montrer que nirfmn/o 2" f(x")dx ;W

Ex 35 : Soit # un réel non congru a 0 modulo 27.

1 if
1. Démontrer que : Re </ ‘ = d:v) = —In|2sin —‘ .
0 1—¢€’z 2
+oo o1 s1y0 L il
z . i(n+1 n .
2. Démontrer que : E / e "dx = /0 mdm.
cos(n@) .0
3. Concl E = —In|2sin—|.
onclure que : - n |2sin ’
Ex 36 : (%)

Soit T € R* et f € C([0,T],C). Pourn € N*et ¢t € [0, T, soit ¢, (t)

1. Justifier I'existence de ¢, ().

2. Etudier la convergence simple de (n)nen-

T
3. On suppose que la suite < / f (u)e"“du) est bornée. Montrer que f est la fonction nulle.
0 n>0

+o00
Ex 37 : (*) Soit f de classe C*> de R, dans R telle que f(t)dt converge et que f” soit intégrable.
0
1. Montrer que xl_l}r_{l f'(z) = 0 puis que xgrlloo flz) =
rx+n—+1
2. Montrer que : Vn € NNVx e Ry, [f(x+n+1)— f(x +n) — f(z+n)| < / lf"|.
z+n
3. Montrer que : Z f'(z + n) converge uniformément et étudier Z flx +n).
Ex 38 : Soit n € N* et on pose S, ( Z cos(kx).
cos(nz)

1. A-t-on la convergence normale de Z sur |0, 27| 7

n

n>1
1
2. Soit x €]0, 27[. Montrer que : Vn € N*| |S,(2)] < ———=
sin(x/2)
N N-1
, cos(nzx) 1 1 Sn(z)
3. Soit N € N*. Mont :Vz €]0, 27|, = — — Sn —1.
oi ontrer que : Va €]0, 27| ; " Z (n n—l—l) (z)+ N
cos(nz)

4. Soit a €]0, 7[. Montrer que : Z

n>1

converge uniformément sur |a, 27 — a.




