MP 2023-202/ EXERCICES Chaptal

12-Régularité des intégrales dépendant d’un parametre

2
Ex 1 : On pose, pour x dans R*, f(z) = /x t(j:_ =

1. Montrer que f est de classe C*.

2. Donner le tableau de variations de f.

3. Calculer la limite de f en 0.

4. Calculer la limite de f en 4o00.

+oo 1

Ex 2 : On pose : Vx € |0, +o0], f(aﬁ):/1 mdt

1. Montrer que f est définie, continue et décroissante sur R7 .

oo 1 In2
2. On pose : Vz € |0,+00[, g(x :/ ——  dt. Montrer que g(x) = —.
D ] Lo = | 1+ ) que g(z)
3. Calculer f(1).
4 Montrer aue g(v) = 2 < f(2) < g(2)
. Montrer que — < < .
ntrer que () — 5—— z) < g(x
5. En déduire lim f(x) et un équivalent de f(x) quand x — 0.
r——+00
Ex 3 : Pour t € R’ et z € C, on pose t* = exp(zIn(t)). Soit f: 2z — fol 1t;talt
1. Montrer que f est continue sur D = {z € C, Re(z) > —1}.
2. Lier f(z) et f(z+41) et en déduire un développement asymptotique a deux termes de f(z) quand
z tend vers —1.
3. Donner un équivalent de f(z) quand Re(z) tend vers +oc.
Ex 4 : Soit f:2z+— — /\C/Olsi
1. Montrer que f est définie sur R; calculer f(0).
2 /2
2. Montrer que Yz € R, f(x) = —/ cos(z sint)dt. Montrer que f est de classe C? sur R.
T Jo

3. Montrer que f est solution de zy” + ' + zy = 0.

4. Montrer que : Vo € R, f(z) =3 (2}”)(2!)2;.
Ex5:
1. Montrer que ¢ — %" est intégrable sur R,.
x ) 2 1 €_I2(t2+1)
2. Soient f(z) = {/ e’ dt} et g(z) :/ ——dt.
0 0

t2+1
a. Montrer que f, g € C*(R) et calculer leurs dérivées.
b. Simplifier f' + ¢'.
c. Calculer g(0) et lim g.

d. En déduire la valeur de / et dt.

R4



Ex 6 : Soit F': tHfJFOOMdu

uZ—i

1. Quel est 'ensemble de définition de F'?
2. Déterminer lim F(t).

t——+o0

3. Calculer F’ sur son domaine de dérivablité.
4. De F(0), déduire les valeurs de [," cos(¢?)dt et [," sin()dt .

Ex 7 : Montrer qu'’il existe un unique z € R tel que [} oo e - Jz dt = 0.

+o0 ¢~
1 1_+tdt

1. Donner le domaine de définition de f, étudier sa continuité et sa monotonie.

2. Calculer f(z)+ f(x +1). En déduire un équivalent de f en +oo.

Ex 8 : On pose lorsque 'intégrale est définie f(z) =

Ex 9 : Soit @ € R. On considere f(«

= =t

1. Montrer que l'intégrale converge si et seulement si o > 0.

2. Montrer que f est strictement décroissante sur R .

3. Montrer que f € C'(R%).

4. Grace a une intégration par parties, montrer que pour « > 0, f(a + 2) = aiﬂf(oz)
5. Pour n € N*, calculer f(n) et exprimer le résultat a 'aide de factoriels.

6

. Donner un équivalent de f(«) lorsque « tend vers 0.

Ex 10 : (*) Soit F:a— [*

o et (—a?)
1. Montrer que F' est bien définie sur R .
2. Déterminer lim ., F' et £ = limgy+ F.

3. Donner un équivalent en 0" de F' — /.

Ex 11 : Calculer les limites suivantes :

. lim f —2___dz (s'aider
x2 . . —+o00 dt X . 1 T . . X a—0+ 0 1+az+erz?
}}L% fO Vi+tatz? Tirazdrs 2 IETOO f—oo (1+2) (1 +ixt) 3. ili%afo sin(a sm(x))dx, du changement de variable

x = sh (t).

Ex 12 : Soit € R et on pose g(z) = 0+OO lnﬁtﬁz dt.

1. Déterminer le domaine de définition D de g et montrer que g est continue sur D.

2. Montrer que g est de classe C! sur D et déterminer ¢'.
3. Que vaur g(0)? En déduire g.

+o0
Ex 13 : Soit F' la fonction définie par F(x) = / cos(zt?)e " dt.
0

1. Montrer que F' est définie sur R.
2. Montrer que F' € C*(R,R).

3. Donner pour tout k& € N, F*)(0) puis donner, si possible, le développement en série entiere de F.



Ex 14 : Etudier l'existence des intégrales suivantes, puis les calculer a 'aide d’une dérivation par
rapport au parametre que ’on justifiera.

oo cos(xt +oo emolght w1
1. (* /2 . 3. / : . /
(*) /0 T dt; 2. [[77In (cos®(t) + a?sin®(t)) dt; 3 i dt; 4 o)

t

Ex 15 : On pose F(z) =
1.

Lo

+oo sin?(tx) +o0 sin?(tx)
o B HtQ sin(t) gt et G(z) = |, 5 dLt.

Montrer que G est définie sur R. On admet que F' ’est aussi.
Montrer que : Vo € R, G(z) = 2G(1).

Montrer que : Vo € R, 0 < G(z) — F(z) < 5. En déduire que F(z) est équivalente a xG/(1)
quand x tend vers +o0.

. Montrer que F est de classe C? sur R et que sa dérivée seconde est donnée par :

+00 cos(2tz)
Vr eR, F'(z) =2, e ) dt.

Montrer que F' est solution de I’équation différentielle y"(x) — 4y(x) = 7 — 4oG(1) sur R%.

En déduire une expression de F' sur RY puis sur R.

Ex 16 : Soit f(z) = f*oo eZlott cos(att) gy

1.
2.

oo /It

Existence et continuité de f sur R.

Montrer que f est intégrable sur R.

Ex 17 : Soit a € R et on pose I(a) = [ dz

1.
2.

3.
4.

0 (1+z2)(1+ze) "
Quel est la domaine de définition de I et déterminer I(0).

Déterminer lim [(«).
a—+00

Etudier la parité de I.

Calculer /() en fonction de a.

Ex 18 : Soit f(z) = 0+OO < 4. On admet que f+oo e dt = /7 /2.

1.
2.
3.

4.

1+¢2
Déterminer Dy.

Montrer que f est dérivable sur RY .
Déterminer un équivalent de f’(x) quand z tend vers +o0.

Calculer f(x) — f'(z), puis donner un développement asymptotique & deux termes de f en +oo.

Ex 19 : Soient n € N* et z € R%. On pose [,,(z) = fﬁo d

St e~

0 (z+t2)m -

Calculer [;(z).

Montrer que I,, est de classe C! sur R?.
Montrer que : Vn € N, I] = —nl, 1.
Montrer que xlim I,(z)=0.

—+00

En déduire I'expression de I,,(z).

Ex 20 : Pour z € R, on pose g(z) = |,
1.

m/2 Arctan (z tan(t))
0 tan(t) dt.

Pour x > 0, calculer g(x).



2. Résoudre I'équation g(x) = m/2.
3. En déduire l'intégrale I = f02 fcos( t)d

611’1

4. Pour a >0 et b> 0, calculer H(a,b) = f0+°° Arctan (au) Arctan (bu) 7,

u

Ex 21 : (*) Soit P € C[X] de degré n > 2. On suppose par l'absurde que P ne possede pas de

racines dans C. Soit F': r € Ry — [ o ;(f:;: de.

1. Montrer que F est de classe C! sur R¥.
2. Montrer que F' est constante.
3. Conclure en regardant le comportement de F' en 0 et +ooc.

f()

Ex 22 : Soit f une fonction continue de R% dans C telle que pour tout x > 0, la fonction ¢ soit

oo f(t) dt, pour z > 0.

intégrable sur R* . On pose f(z) = 0 e

1. Montrer que f est continue sur RY.

2. Déterminer lim f(x).
T—r—+00

3. On suppose f € L}(R%). Trouver un équivalent de f en 400 (en précisant une condition sur f).

Ex 23 : Soit f € C(R,R) telle que pour tout k de N, ¢ — ¥ f(¢) soit intégrable sur R.
1. Montrer que g : = — fR e " f(t)dt est C* sur R. On appelle ¢ la transformée de Fourier de f.

2. On note oy, = [ [t¥ f(t)|dt et on suppose que : Vk € N, oy < k¥F. Montrer que g est développable
en série entiere sur un intervalle | — A, A[ & préciser.

3. Calculer g lorsque f =t +— 1;50e”, puis en déduire fR fo()e ™ dt quand f, : t — t"1;50e7 % .

Ex 24 : (*) Soit f € C(R4,R) telle que Lf(x) = 0+°° f(t)e " dt existe, pour tout = de R .

1. On suppose que fo f converge. Etudier alors lim L f(z).

z—0t

2. Si lim Lf(x)=/¢€Retque tligfn tf(t) = 0, montrer que fo > f converge.
—r+00

z—07F

3. On suppose que : Yz € RY, Lf(z) = 0. Montrer que f = 0.

Ex 25 : (*) Soit f : [a,b] — R de classe C* et F(z f f(t)e " dt, avec a < 0 < b.
1. Montrer que hIJP F(z)=0.
T—r+00

fae—foet (1)

2. Montrer que F(z) = , 0.

3. Montrer la convergence de l'intégrale I = fj;o e~ it/2t.

4. Soit g(z f f(t)e~ ™ /2dt. Montrer que : g(z) = I\];(_O> +. 0 (%)
T x—+00 T

Ex 26 : (*) (Fubini) Soit f : [a,b] X [c,d] — C une fonction continue. Pour z € [a, b], on pose
H(z)= [’ fcdf(x, y)dy) dr et G(x) = fcd (/7 f(z,y)dz) dy. En dérivant H et G, montrer que :

Jy (fcdf(x,y)dy> dr = [* <fabf(x, y)dx) dy.

/N

Ex 27 : (*) Soit f € El( ,R) et g € Cp (R, R) T-périodique. Montrer que :
. +o00 T
i st (0 1) ().



