DEVOIRS DE VACANCES POUR LA MP
M.P. 2024-2025 \‘é Chaptal

Bienvenue en classe de MP. L’année de spé étant tres courte (les concours débutent mi-avril), il faut étre
mobilisé des le debut de ’année et étre prét a démarrer sur un rythme soutenu. Il est donc nécessaire d’avoir
des la rentrée des connaissances solides.

Afin de vous guider dans un programme de révision, voici ce document.

Voici un extrait de 38 exercices de la banque de CCINP des oraux. Cette banque comporte initialement 112
exercices couvrant le programme de sup et de spé. Lors de 1'oral de CCINP, vous serez interrogés sur I'un de
ces exercices et celui-ci est noté sur 8 points.

Ces 38 exercices couvrent une bonne partie du programme de sup et je vous demande de les travailler a fond
et de les connaitre, vous serez interrogés dessus des le jour de la rentrée et cela constituera votre premiere
évalutation de I'année.

Ne vous y mettez pas au dernier moment. Bon été et bon courage !

Nicolas Jacquet.
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Introduction

L’épreuve orale de mathématiques du CCINP, filiére MP et filiere MPI, se déroule de la maniére suivante :
— 25mn de préparation sur table.
— 25mn de passage a l’oral.

Chaque sujet proposé est constitué de deux exercices :
— un exercice sur 8 points issu de la banque publique accessible sur le site
https://www.concours-commun-inp.fr/fr/index.html
— un exercice sur 12 points.

Les deux exercices proposés portent sur des domaines différents.

Ce document contient les 112 exercices de la banque pour la session 2024 :
— 58 exercices d’analyse ( exercice 1 & exercice 58).
— 36 exercices d’algébre (exercice 59 a exercice 94).
— 18 exercices de probabilités (exercice 95 a exercice 112).

Dans l'optique d’aider les futurs candidats & se préparer au mieux aux oraux du CCINP, chaque exercice de la
banque est proposé, dans ce document, avec un corrigé.

Il se peut que des mises & jour aient lieu en cours d’année scolaire.

Cela dit, il ne s’agira, si tel est le cas, que de mises a jour mineures : reformulation de certaines questions pour

plus de clarté, relevé d’éventuelles erreurs, suppression éventuelle de questions ou d’exercices.

Nous vous conseillons donc de vérifier, en cours d’année, en vous connectant sur le site :
https://www.concours-commun-inp.fr/fr/index.html

Si une nouvelle version a été mise en ligne, la date de la derniére mise & jour se trouvera en haut de chaque page.

Si tel est le cas, les exercices concernés seront signalés dans le présent document, page 3.

Remerciements a David DELAUNAY pour l'autorisation de libre utilisation du fichier source de ses corrigés des
exercices de ’ancienne banque, diffusés sur son site http://mp.cpgedupuydelome.fr

NB : la présente banque intégre des éléments issus des publications suivantes :

e A. Antibi, L. d’Estampes et interrogateurs, Banque d’exercices de mathématiques pour le programme
2003-2014 des oraux CCP-MP, Ed. Ress. Pédag. Ouv. INPT, 0701 (2013) 120 exercices.
http://pedagotech.inp-toulouse.fr/130701
e D. Delaunay, Prépas Dupuy de Lome, cours et exercices corrigés MPSI - MP, 2014.
http://mp.cpgedupuydelome.fr

L’équipe des examinateurs de 'oral de mathématiques du CCINP, filiere MP et filiéere MPI.

Contact : Valérie BELLECAVE, coordonnatrice
des oraux de mathématiques du CCINP, filiéere MP
et filiere MPI.

vbellecave@gmail.com
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EXERCICE 3 analyse

Enoncé exercice 3

1
1. On pose g(z) = €*® et h(z) = o2
x
Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et h sur leurs ensembles de
définitions respectifs.

e2m

2. On pose f(z) = T+

En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée ni®™° d’un produit de fonctions, déterminer, pour
tout entier naturel n et pour tout z € R\ {1}, la valeur de £ (x).

3. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

Corrigé exercice 3

1. g est de classe C* sur R et h est de classe C* sur R\ {—1}.
On prouve, par récurrence, que :

1 R
Vo eR, g (z) =25 et Vo € R\ {-1}, h¥)(z) = (=1)°K!

(14 z)k+1"
2. g et h sont de classe C* sur R\ {—1} donc, d’apreés la formule de Leibniz, f est de classe C* sur R\ {—1}
et Vo e R\ {-1}:

n n _1\k | n 71)]921171@
(n) — N\ (n—k) h(k) — n gn—k 2z ( 1) k — 12T (
1) = 33 ()0 = 32 ()t s =S e
3. Notons (P,) la propriété :

Sif:I—>Retg:I— Rsontn fois dérivables sur I alors, fg est n fois dérivable sur I et :

Veel, (fg) ™ @)=Y (Z)f(”’“) ()9 (2).
k=0

Prouvons que (P,) est vraie par récurrence sur n.
La propriété est vraie pour n = 0 et pour n = 1 (dérivée d’un produit).

Supposons la propriété vraie au rang n > 0.
Soit f: I - Ret g: I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur I.

Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypothése de récurrence la
n

fonction fg 'est aussi avec Va € I, (fg)™ (x) = Z (Z) FOR (2)g®) ().
k=0
Pour tout & € {0,...,n}, les fonctions f=F) et ¢(F) sont dérivables sur I donc par opération sur les
fonctions dérivables, la fonction (fg)(™ est encore dérivable sur I.
Ainsi la fonction fg est (n 4 1) fois dérivable et :

n

vae L1 =3 (1) (1@l + 10 ) )

k=0
En décomposant la somme en deux et en procédant a un décalage d’indice sur la deuxiéme somme, on

n n+1
obtient : V. € I, (fg)(n+1)(m) — Z (k) f(n+1 k) (k) + Z ( ) (n+1—k) (x)g(k) (x)

k=0
C’est-a-dire

(Fg) ) kz(() (" 1)>f<“+1k><x>g<’“><x>+(g>f<”+1><x>g<°><x>+<Z>f<0><x>g<“+1><x>.

1
Or, en utilisant le triangle de Pascal, on a " + " ) — (" + .

k) k-1 k
On remarque également que <0> ( 0 > € (n> <n + 1>

+
1 )
On en déduit que (fg) ("+1) Z (n + >f(n+1_k)(33)9(k)(37)-

Donc (P,,4+1) est vraie.
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EXERCICE 4 analyse

Enoncé exercice 4

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f : [a,b] — R et soit zg € ]a, b].

On suppose que [ est continue sur [a,b] et que f est dérivable sur Ja, x| et sur ]zg, b|.
Démontrer que, si f admet une limite finie en g, alors f est dérivable en xg et f'(x0) = lim f'(z).
T—xTo

3. Prouver que l'implication : ( f est dérivable en xg) = (f’ admet une limite finie en z¢) est fausse.

1
Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = 22 sin — si x # 0 et g(0)
x

Corrigé exercice 4

1. Théoréme des accroissements finis :
Soit f : [a,b] — R.
On suppose que f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.
Alors 3¢ € Ja, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
2. On pose I = lim f/(z).
rT—rxo
Soit h # 0 tel que zg + h € [a, b].

=0.

En appliquant le théoréme des accroissements finis, a la fonction f, entre xy et g + h, on peut affirmer

qu’il existe ¢, strictement compris entre xg et xg + h tel que f(xg + h) — f(xg) =

Quand h — 0 (avec h # 0), on a, par encadrement, ¢, — .

1 L , L b
Done lim - (f(zo +h) = f(w0)) = lim f'(en) = lim f'(z) =1.
On en déduit que f est dérivable en zg et f/(zg) = I.

3. La fonction g est clairement continue et dérivable sur |—oo, 0] et |0, +o0].

Vz € R*, |g(x)| < 22 donc }llin}) g(x) =0 = g(0). Donc g est continue en 0.
—
h#0

1 1
g est également dérivable en 0 car Vo € R*, — (g(z) — ¢(0)) = xsin ()
x x

1 1
Or lim hsin () =0 car |zsin () | < ).
e\ :

Donc, g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.

Donc g est dérivable sur R.

1 1
Cependant, V z € R\ {0}, ¢'(z) = 2z sin () — cos ()
x

x

f’(ch)h.

1 1 1
2z sin <> —— 0 (car |2z sin(—)| < 2|z|), mais  — cos | — | n’admet pas de limite en 0.
x) -0 x x

Donc ¢’ n’a pas de limite en 0.
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EXERCICE 5 analyse

Enoncé exercice 5

1. On considére la série de terme général u,, = —————5 o n > 2 et a € R.

n (lnn)
(a) Cas a0

En utilisant une minoration trés simple de u,,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas a >0
Etudier la nature de la série. )
Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) = Pz
r(lnz)«

et

(In(n? + n))2

2. Déterminer la nature de la série Z
n>2
Corrigé exercice 5

1.(a) Casa <0
Vn>3,Inn>1donc (Inn)* < 1.

s |-

On en déduit que : Vn > 3, u, >
1
Or — di .
Z — diverge
n>2

Donc , par critére de minoration pour les séries & termes positifs, on en déduit que E uy, diverge.

n>2
(b) Cas >0

Soit n > 3. )
La fonction f: z — (Inz)° est continue par morceaux, décroissante et positive sur [2, +o00[ donc

z(lnz

k

k—1

done 3 f(k) < 3 / fa)de <3 flk—1)
k=3 k=3’ k-1 k=3
n—1

Cest-a-dire, »  f(k) < [ f(z)dx < i f(k)
k=3 2 k=

étant positive, on peut donc écrire dans 0, +oc| 'inégalité
g

—+o00 +00 +o0
S Fh) < / fa)da <3 f(k)
k=3 2 k=2

de sorte que la série et l’intégrale sont simultanément finies,
“+o0

autrement dit, Z f(n) et / f(x)dx sont de méme nature.
2

n>2

—+oo +oo dt +oo
Puisque / flz)dz = / a0 On peut affirmer que : / fl@)de < o0 <= a > 1.
2 1 2

t=Ilnz /i, 9

On en déduit que : Z f(n) converge <= a > 1.

n>2
1 n
(e — (1 + ) ) en
n

(In(n2 +n))*

2. On pose, pour tout entier naturel n > 2, u,, =
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Au voisinage de +oo,

e — (1 + 1) =e — enln(1+717) =e — en(%im%?jq)(n%)) =e — el_ﬁ+o(%) = i + o0 (1> .
n

1 n
On en déduit qu’au voisinage de +00, e — (1 + ) ~ i.
n +o00 2n
1 1 1
De plus, au voisinage de +oo, In (n2 + n) =2Inn+In (1 + ) =2lnn+—+o <>
n n n

Donc In (n2 + n) +fv 2Inn.

1
Et comme en ~ 1, on en déduit que u, ~ S —_—
+oo +0 8 n(lnn)
1
Or, d’aprés 1.(b), converge.
(b) Z n (Inn)®

n>=2

Donc, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, E U, converge.
n>2
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EXERCICE 6 analyse

Enoncé exercice 6

Soit (un), ey une suite de réels strictement positifs et [ un réel positif strictement inférieur a 1.

1. Démontrer que si lim Yntl _

=1, alors la série g U, converge.
n—-+oo Uy,

. . , " .. . Un+1
Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim
n—-+oo Up,

= [, puis majorer, pour n assez grand, u,

par le terme général d’une suite géométrique.

n!
- ?
2. Quelle est la nature de la série E ol
n=1

Corrigé exercice 6

1. Par hypothése : Ve >0, 3N € N/Vn > N, |u2+1 =l <e. (1)
1-1 "

Prenons e = ——.

Fixons un entier N vérifiant (1).
1—
AlorsVneN, n> N = | Untl -1 <
Un,

2
. 141
Et donc, ¥n > N, 22+ %

Un,

141
On pose q = % On a donc ¢ € ]0,1].
On a alors Vi > N, up11 < quy,.
On en déduit, par récurrence, que Vn > N, u, < ¢ Nuy.

Or Z " Nuy =ung™V Z q" et Z q" converge car q € ]0,1].
n=>N n>N n>N
Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, Z U, converge.

!
2. On pose:VnEN*,unzi.
nn
In( 1)
n —nln(l1+—
VnEN*,un>OetVn€N*,u+1* n” =e n’.
Up n+ 1)
1 . n+1 —1
Or —nln(l+ —) ~ —1donc lim =e <1
n’ +oo n—+o0o Uy

Donc, d’aprés 1., la série E Uy, converge.
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EXERCICE 7 analyse

Enoncé exercice 7

L. Soit (un), ey €t (vn) deux suites réelles telles que (v, )nen est non nulle & partir d’un certain rang .

neN
(a) Prouver que si u, ~ v, alors u, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang.
+oo

(b) Dans cette question, on suppose que (vy,) est positive.
Prouver que : u, +~;O vy, — ZU" et ZU” sont de méme nature.

1
((-=1)™ +1)sin () Inn
2. Etudier la convergence de la série Z n

" (\/n+3— 1)

Remarque 1 : i désigne le nombre complexe de carré égal a —1.

Corrigé exercice 7

1. Soit (un),cy €t (vn), oy deux suites réelles telles que (v, )nen est non nulle & partir d'un certain rang .

(a) Par hypotheése, 3Ny e N/Vn € Nyn > Ng = v, #0.

Ainsi la suite | — | est définie & partir du rang Nj.
Un
. n
De plus, comme u,, ~ v,,ona lim — =1.
400 n——+oo Un
Un

Alors, Ve >0,IN e N/N > NyetVneNn> N = —l‘ge. (1)

Un

Prenons € = 3 Fixons un entier N vérifiant (1).

1
Ainsi, Vne Nyn > N = u"l‘g.
Up, 2
, <1 1 u, 1 %
Cest—a—d1re,Vn€N,n>Nﬁ—§<——1<§. *)
Un

1
On en déduit que Vn € Nyn > N = Un > 5
Un
Et done, Vn e Nyn > N — 2% 0.
(Y

Ce qui implique que u,, et v, sgnt de méme signe a partir du rang N.

(b) On suppose que (vy,) est positive.
En reprenant les mémes notations que dans 1.(a) : 3Ny € N/Vn € Nyn > Ng = v, #0.
Donc Vn e Nyn > Ng = v, > 0.

De plus, on a prouvé, dans 1.(a), que :
1 n 1
EINGN/N>NOetVn€N,n>N:>f§<u—71<§.
Un

*)

Up

On en a déduit dans 1.(a) que : Vn € Nyn > N = > 0.

v
Or,VneNn>N— v, >0. "

Donc on a aussi: Vn e Nyn > N = u, > 0.

1 n 3
D’aprés (*),VneN,n > N = 3 < In <= (Y
Up

Premier cas : Si Zvn converge
D’aprés (**), Vn > N, u, < gvn.
Donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, Z U, converge.
Deuxiéme cas : Si Z vy, diverge

1
D’apres (**), Vn > N, 3Un < Up-
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Donc, par critére de minoration des séries a termes positifs, > u,, diverge.

Par symeétrie de la relation d’équivalence, on obtient le résultat.
1
((=1)™ 4+ 1) lnnsin ()
n
(\/n +3 - 1) '

2. OnposeVn > 2, u, =

1
V2Innsin(—)
n
Up| = —F——"%.
e (Vn+3-1)
21
De plus |u,| ~ \[;n =,
+o0o n2
5 21
On a niv, = Llnn, donc lim ngvn = 0. On en déduit que E v, converge.
ni n——+oo

D’aprés 1., E |un| converge.
n>2

Donc E u, converge absolument.
n>2

De plus, la suite (uy)n>2 est & valeurs dans C, donc E Uy, converge.
n=2
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EXERCICE 39 analyse

Enoncé exercice 39

On note [ I'ensemble des suites 2 = (7,,),en de nombres réels telles que la série Z x2 converge.

1. (a) Démontrer que, pour & = (2, )nen € 2 et ¥y = (Yn)nen € 2, la série Zmnyn converge.

+oo
On pose alors (z]y) = Z Tnln-
n=0

(b) Démontrer que [2 est un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel des suites de nombres réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que (| ) est un produit scalaire dans I2.
On suppose que /2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée || ||.

2. Soit p € N. Pour tout @ = (x,,) € [?, on pose p(z) = z,.
Démontrer que ¢ est une application linéaire st de [> dans R.

3. On considére 'ensemble F' des suites réelles presque nulles c’est-a-dire ’ensemble des suites réelles dont
tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.
Déterminer F+ (au sens de (| )).

Comparer F et (Fl)l.

Corrigé exercice 39

1. (a)

Soit (z,y) € (12)° avec = (n)nen et ¥ = (Yn)nen.

VneN, [enynl < % (a5 +9n)-

Or Z xi et Z yfl convergent donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, anyn
converge absolument, donc converge.
La suite nulle appartient a 2.

Soit (z,y) € (12)2 avec T = (Tp)nenN et ¥ = (Yn)nen. Soit A € R.

Montrons que z = z + Ay € [2.

On a z = (zn)nen avec Vn € N, z,, = a2, + Ayn.

VneN, 22 = (z, + Ayn)? = 22 + 2292 + 22z, (1)

Par hypothese, in et Zy?l convergent et d’aprés 1.(a), anyn converge.
Done, d’apreés (1), Z 22 converge.

Donc z € I2.

On en déduit que 1% est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites réelles.

2. Soit (z,y) € 12 ot = (Tp)nen et Y = (Yn)nen. Soit A € R.
On pose z =z + Ay avec z = (Zp)neN.
OnaVneN, z,=x,+ A\yn.
Ainsi, o(x + Ay) = @(2) = 2p = 2p + Ayp = () + Ap(y).
Donc ¢ est lindaire sur [2. (*)

—+oo

e ————————

n=0

e ——————————————————sit
]

3. On remarque déja que F C I
Analyse :
Soit & = (2 )nen € F*.
Alors Vy € F, (z|y) = 0.
Soit p € N.
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On considére la suite y = (yp)nen de F' définie par :
1 sin=p

0 sinon

y € F', donc (z]y) = 0, donc z,, = 0.

On en déduit que, Vp € N, z, = 0.

C’est-a-dire x = 0.

VvneN, y, =

Synthese :
la suite nulle appartient bien a F1.

Conclusion : F+ = {0}.

Ainsi, (F+)+ =12
On constate alors que F' # (F1)+.
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EXERCICE 42 analyse

Enoncé exercice 42
On consideére les deux équations différentielles suivantes :
2zy' —3y=0 (H)
2zy’ =3y =z (E)
1. Résoudre I’équation (H) sur Uintervalle |0, 4o00].
2. Résoudre ’équation (E) sur l'intervalle ]0, +oo].

3. L’équation (E) admet-elle des solutions sur 'intervalle [0, +o0[?

Corrigé exercice 42
1. On trouve comme solution de 1’équation homogeéne sur |0, +oo[ la droite vectorielle engendrée par  — z3.
3
En effet, une primitive de z — 5, Sur 10, +o00[ est © — 3 Inzx.
x
2. On utilise la méthode de variation de la constante en cherchant une fonction & telle que z —— k(x)x% soit
une solution de I’équation compléte (E) sur |0, +oo.

On arrive alors & 2k/(z)x3 =/ et on choisit k(z) = ~ 5z
T

1
Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ sont donc les fonctions z — ka2 — 5\/5 avec k € R.
3. On suppose qu'il existe une solution f de (E) sur [0, +o00[.
Alors f est aussi solution de E sur |0, +00].
1
Dong, il existe une constante k telle que Vz € |0, +oo|, f(z) = kxs — 5\/5 avec k € R.

De plus, comme f est solution de E sur [0, +oo[ alors f est dérivable sur [0, +oo].
Donc en particulier, f est continue en 0.

1

Donc f(0) = lim (kxg — =z ) =0.
x—0 2

f doit également étre dérivable en 0.

on, @ = 10) ) o 11

— kT — 2 — —o0.
z—0 T m a0
Donc f n’est pas dérivable en 0.
Conclusion : I’ensemble des solutions de ’équation différentielle 22y’ — 3y = v/x sur [0, +00[ est 'ensemble
vide.
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EXERCICE 43 analyse

Enoncé exercice 43

Soit g € R.
On définit la suite (u,) par ug = zg et, ¥n € N, u,41 = Arctan(uy,).

1. (a)
(b)

Démontrer que la suite (u,) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de xg, le sens de
variation de (uy,).
Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer I’ensemble des fonctions h, continues sur R, telles que : Vo € R, h(z) = h(Arctan z).

Corrigé exercice 43

On pose f(x) = Arctan z.

1. (a)

Premier cas : Si u; < ug

Puisque la fonction f : z — Arctan x est strictement croissante sur R alors Arctan(u;) < Arctan(ug)
c’est-a-dire us < ug.

Par récurrence, on prouve que Vn € N | u,11 < u,. Donc la suite (u,,) est strictement décroissante.
Deuxiéme cas : Si u; > ug

Par un raisonnement similaire, on prouve que la suite (u,) est strictement croissante.

Troisiéme cas : Si u; = ug

La suite (u,) est constante.

Pour connaitre les variations de la suite (u,,), il faut donc déterminer le signe de uy; — ug, c’est-a-dire le
signe de Arctan(ug) — up.

On pose alors g(z) = Arctanz — = et on étudie le signe de la fonction g.

OnaVreR, ¢(x)= ﬁxﬁ et donc YV € R*, ¢/(z) < 0.

Donc g est strictement décroissante sur R et comme g(0) = 0 alors :

Vx €10, +o0o[, g(z) < 0 et Vz € |—00,0], g(z) > 0.

On a donc trois cas suivant le signe de zg :

- Sizg > 0, la suite(uy,) est strictement décroissante.

- Si zp = 0, la suite (u,) est constante.

- Si zg < 0, la suite(u,,) est strictement croissante.

La fonction g étant strictement décroissante et continue sur R, elle induit une bijection de R sur
g(R) =R.

0 admet donc un unique antécédent par g et, comme g(0) = 0, alors 0 est le seul point fixe de f.
Donc si la suite (u,,) converge, elle converge vers 0, le seul point fixe de f.

Premier cas : Si ug >0

L’intervalle |0, +o0o[ étant stable par f, on a par récurrence, ¥n € N, u,, > 0. Donc la suite (uy,) est
décroissante et minorée par 0, donc elle converge et ce vers 0, unique point fixe de f.

Deuxiéme cas : Siug <0

Par un raisonnement similaire, on prouve que (u,,) est croissante et majorée par 0, donc elle converge
vers 0.

Troisiéme cas : Si ug =0

La suite (u,) est constante.

Conclusion : YV ug € R, (u,) converge vers 0.

2. Soit h une fonction continue sur R telle que, Vax € R, h(z) = h(Arctan x).
Soit z € R.
Considérons la suite (u,,) définie par ug = = et ¥n € N, u,41 = Arctan(uy,).
On a alors h(x) = h(ug) = h(Arctan(ug)) = h(u1) = h(Arctan(uy)) = h(uz) = .. ..
Par récurrence, on prouve que, ¥n € N, h(z) = h(uy).
De plus ngrfoc h(un) = h(0) par convergence de la suite (u,) vers 0 et par continuité de h.

On obtient ainsi : h(z) = h(0) et donc h est une fonction constante.
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Réciproquement, toutes les fonctions constantes conviennent.
Conclusion : Seules les fonctions constantes répondent au probléme.
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EXERCICE 46 analyse

Enoncé exercice 46

On considére la série :Z cos (7?\/ n24+n+ 1).

n>1

1
1. Prouver que, au voisinage de +o0o, 7vn2 +n+1=nmw + g + al +0 <2> ol « est un réel que 'on
n n

déterminera.

2. En déduire que Z cos (ﬂ\/ nZ+n-+ 1) converge.

n>1

3. Z cos (7r vn2+n+ 1) converge-t-elle absolument 7

n>1

Corrigé exercice 46

1 1
1.7 n2+n+1:nm/1+—+—.
1 1.1 1 1 1 3 1
Or, au voisinage de +oo, 1/1+ — —|———1—|—2(n+n2) 82—|—O( ) = 1+%+8ﬁ+0($)'

3
Donc, au voisinage de +o0o, mvn2 +n+ 1 =nnw +I R °T O( )

8n
2. On pose Vn € N*, v, = cos (mv/n? +n + 1).

D’aprés 1., v, = cos (mr + g + g% + O(;)) = (=1)""lsin (2 + 0(12)>
3m (—1)"+1 1
Donc v, = s + O(ﬁ) *)

1 n+1 ] ) )

E L converge (d’aprés le critére spécial des séries alternées).
n

n>1

2
n>1 n>1

1 1
De plus, Z — converge donc par critére de domination, Z O(—z) converge absolument donc converge.
n

Donc d’apres ( g v, converge.
n>1

3
3. D’apres le développement asymptotique du 2., on a |v,| ~ 81
400 8n

Or g dlverge (série harmonique), donc E |v,| diverge, c’est-a-dire > v, ne converge pas absolument.
n>1 n=1 nz1
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EXERCICE 55 analyse

Enoncé exercice 55

Soit a un nombre complexe.
On note F ’ensemble des suites & valeurs complexes telles que :
Vn €N, uyro = 2au,41 + 4(ia — 1)u, avec (ug,u;) € C2.
1. (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites & valeurs complexes.
(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.
2. Dans cette question, on considére la suite de F définie par : ug =1 et u; = 1.
Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.

Indication : discuter suivant les valeurs de a.

Corrigé exercice 55

1. (a) Montrons que E est un sous-espace-vectoriel de ’ensemble des suites a valeurs complexes.
La suite nulle appartient & E ( obtenue pour (ug,u1) = (0,0)).

Soit u = (un )nen et v = (v, )nen deux suites de E. Soit A € C.
Montrons que w = u + Av € F.
OnaVneN, w, =u, + Av,.
Soit n € N.
Wnp+2 = Up+2 + >\'Un+2~
Or (u,v) € E?, donc wy42 = 2atu,41 + 4(ia — Duy, + A (2av,41 + 4(ia — 1)v,)
c’est-a-dire wy o = 2a (Up41 + Apt1) + 4(ia — 1) (uy, + Avy,)
ou encore Wyt2 = 2awn+1 + 4(ia — 1)wy,.
Donc w € E.
Donc F est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des suites & valeurs complexes.
(b) On considére lapplication ¢ définie par :
E — C?
U= (Un)pen +— (uo,u1)
Par construction, ¢ est linéaire et bijective.
Donc ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
On en déduit que dim F = dim C? = 2.
2. Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
On introduit I'équation caractéristique (E) : r? — 2ar — 4(ia — 1) = 0.

@

On a deux possibilités :
— si (F) admet deux racines distinctes r; et ry, alors Vn € N, u,, = ar} + gr
avec («, ) que 'on détermine a partir des conditions initiales.

— si (E) a une unique racine double r, alors Vn € N, u,, = (an + 8)r"
avec (o, ) que 'on détermine a partir des conditions initiales.
Le discriminant réduit de (E) est A’ = a® + 4ia — 4 = (a + 2i)>.

Premier cas : a = —2¢
r = a = —2i est racine double de (E).
Donc, Vn € N, u,, = (an + 3)(—2i)™.

Orupg=1etu; =1,doncl=0et1l=(a+p)(—29).
On en déduit quea:%—letﬁzl.
Deuxiéme cas : a # —2i

On a deux racines distinctes r1 = 2(a + 1) et ro = —24.

Donc Vn €N, u, = a(2(a+14))" + B (—2i)".

Orup=1etu; =1,donca+p=1et2(a+1i)a—2i=1.

1+24 20 +2i—1

On en déduit, aprés résolution, que o = -et B = -
b d 2a + 41 g 2a + 41
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BANQUE ALGEBRE

EXERCICE 59 algébre

Enoncé exercice 59

Soit n un entier naturel tel que n > 2.
Soit E ’espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K (K = R ou K = C) de degré inférieur ou égal a n.
Onpose:VP€eE, f(P)=P—P.

1. Démontrer que f est bijectif de deux maniéres :

(a) sans utiliser de matrice de f,
(b) en utilisant une matrice de f.

2. Soit Q) € E. Trouver P tel que f(P)=Q .
Indication : si P € E, quel est le polynome P("+1)?

i T

Corrigé exercice 59

1. f est clairement linéaire. (*) De plus, V P € E\ {0}, deg P’ < deg P donc deg(P — P') = deg P.

Et, si P =0, alors P — P’ = 0 donc deg(P — P’') =deg P = —o0c.
On en déduit que V P € E, deg f(P) = deg P.
Donc f(E) C E. (**)

D’apres (*) et (**), f est bien un endomorphisme de E.

(a) Déterminons Kerf.

Soit P € Kerf.

f(P)=0donc P— P’ =0 donc deg(P — P') = —cc.

Or, d’aprés ce qui précéde, deg(P — P’') = deg P donc deg P = —oo0.
Donc P = 0.

On en déduit que Kerf = {0}.

Donc f est injectif.

Or, f € L(E) et FE est de dimension finie (dim £ = n + 1) donc f est bijectif.

(b) Soit e =(1,X,..., X™) la base canonique de E. Soit A la matrice de f dans la base e.
1 -1 (0)
1 .
A= S ./Vln+1 (R) .
o
(0) 1
det A =1 d’ou det A # 0.
Donc f est bijectif.
2. Soit Q € E.

i

D’aprés 1. : 3P € E,| tel que f(P) = Q.
P-P =Q,P-P'=@qQ,..,P"_pnth =g,
Or P+ = 0, donc, en sommant ces n + 1 égalités, P = Q + Q' + --- + Q™.

).

il‘{llﬂ
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EXERCICE 60 algébre

Enoncé exercice 60

Soit la matrice A = (

1
2
3
4

é i ) et f I'endomorphisme de My (R) défini par :  f (M) = AM.
Déterminer une base de Kerf.

f est-il surjectif ?

Déterminer une base de Imf.

A-t-on My (R) = Kerf @ Imf?

Corrigé exercice 60

1.

Posons M = ( i Z > € My(R).

[ a+2c b+2d
Ona f(M) = ( 2a + 4c 2b+4d>

Alors M € Kerf <= 3 (a,b,c,d) € R* tel que M = a b avec ] @ = —2 .
c d b = —2d
"est-a-di 2 —2¢ —2d
Cest-a-dire, M € Kerf <= 3 (¢,d) € R* tel que M = . 7 )

1 0 0 1
-2 0 0—2)

OnendéduitqueKerfVect{<_2 0),(0 _2>}. (*)
On pose M, = 1 0 et My = 0 1

D’aprés (*), la famille (M7, My) est génératrice de Kerf.
De plus, M; et Ms sont non colinéaires ; donc (My, Ms) est libre.
Donc (M, Ms) est une base de Kerf.

. Kerf # {0}, donc f est non injectif.

Or f est un endomorphisme de M2(R) et M3 (R) est de dimension finie.
On en déduit que f est non surjectif.

Par la formule du rang, rgf = 2.

On pose M3 = f(E11) = ( ; 8 )et My = f(E22) = ( 8 i )

Ms3 et My sont non colinéaires, donc (Ms, My) est une famille libre de Im f.
Comme rgf = 2, (M3, My) est une base de Imf.

On a dimMj (R) = dimKerf + dimImf. (1)

Prouvons que Kerf NImf = {0}.

Soit M € Kerf NImf.
D’aprés 1. et 3., 3(a, b,c,d) € R* tel que M = aM; + bMs et M = cM3z + dMjy.

—2a = ¢
On a donc —20 = 2d .
= 2c
b = 4d
On en déduit que a =b=c=d =0.
Donc M = 0.

Donc Kerf NImf = {0} (2)
Donc, d’apreés (1) et (2), Ms (R) = Kerf @ Imf.
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EXERCICE 62 algébre

Enoncé exercice 62

Soit F un espace vectoriel sur R ou C.
Soit f € L(E) tel que f? — f —2Id = 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E = Ker(f +Id) ® Ker(f — 21d) :
- - - :
3. Dans cette question, on suppose que F est de dimension finie.
Prouver que Im(f + Id) = Ker(f — 2Id).

Corrigé exercice 62

1. f est linéaire donc :

Ao f=21d=0<= fo(f—1d) = (f—Id)o f=2ld <= fo(Lf—11d) = (1f - LId)o f = Id.

On en déduit que f est inversible, donc bijectif, et que f~1 = %f — %Id.

Smm Analyse (unicité) :

Soit « € E. Supposons que = a + b avec a € Ker(f +Id) et b € Ker(f — 21d).

Alors par linéarité de f, f(x) = f(a) + f(b) = —a + 2b.

On en déduit que a = 2:5%]‘(3:) et b= %f(m)

Synthése (existence) :

20— f@) ,,_ ©+f@)

Soit x € E. On pose a =

On abien z =a+b. (¥ ’
(F +10)(a) = + (1) — P2(0) + 20— f(@) = &
Donc a € Ker(f +1d).  (**)

(f —21d)(b) = % (f(z) + f2(z) — 22 — 2f(x)) = %

Donc b € Ker(f — 2Id).  (***)

D’aprés (*), (**) et (***), z = a + b avec a € Ker(f +1d) et b € Ker(f — 21d).

Conclusion : E = Ker(f + Id) ® Ker(f — 2Id).
3. Prouvons que Im(f +1d) C Ker(f — 2Id).
Soit y € Im(f + 1d).
dzeFE/y=f(z)+=.

2

(=f%(x) + f(z) +22) =0 car f2— f—2Id=0.

(f*(x) = f(z) —2z) =0 car f2— f —2Id = 0.

Alors (f — 21d)(y) = f(y) — 2y = f2(x) + f(2) — 2f(x) — 22 = f*(2) — f(a) — 22 = 0 car > — f —21d = 0.

Donc y € Ker(f — 21Id).

Donc Im(f +1d) C Ker(f —2Id). (*)

Posons dim £ = n.

D’aprés 2., n = dim Ker(f + Id) 4+ dim Ker(f — 21d).

De plus, d’aprés le théoréme du rang, n = dim Ker(f + Id) + dim Im(f + Id).

On en déduit que dimIm(f + Id) = dim Ker(f — 2Id).  (**)
Donc, d’aprés (*) et (**), Im(f + Id) = Ker(f — 2Id).
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EXERCICE 64 algébre

Enoncé exercice 64

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie n.
1. Démontrer que : £ = Imf @ Kerf = Imf = Imf2.
2. (a) Démontrer que : Imf = Imf? <= Kerf = Kerf2.
(b) Démontrer que : Imf = Imf? = FE = Imf @ Kerf.

Corrigé exercice 64

1. Supposons E =Imf & Kerf.
Indépendamment de ’hypothése, on peut affirmer que Imf? C Imf  (*)

Montrons que Imf C Imf2.

Soit y € Imf.

Alors, 3z € E tel que y = f(x).

Or E =Imf @ Kerf, donc 3 (a,b) € E x Kerf tel que x = f(a) + b.

On a alors y = f2(a) € Imf2.

Ainsi Imf C Imf?  (*¥)

D’aprés (*) et (**), Imf = Imf2.

2.(a) On a Imf? C Imf et Kerf C Kerf2.

On en déduit que Imf? = Imf <= rgf? =rgf et Kerf = Kerf? <= dimKerf = dim Ker f2.
Alors, en utilisant le théoréme du rang,
Imf =Imf? & rgf = rgf? & dimKerf = dim Kerf? < Kerf = Ker f2.

(b) Supposons Imf = Imf2.
Soit x € Imf N Kerf.
Ja € E tel que z = f(a) et f(x) =0g.
On en déduit que f?(a) = Op c’est-a-dire a € Kerf2.
Or, d’aprés ’hypothése et 2.(a), Kerf? = Kerf donc a € Kerf c’est-a-dire f(a) = 0g.
C’est-a-dire x = 0.
Ainsi Imf NKerf = {0g}. (***)
De plus, d’aprés le théoréme du rang, dimImf + dimKerf = dim E.  (****)

Donc, d’aprés (¥**) et (****), F =Imf @ Kerf.
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EXERCICE 71 algébre

Enoncé exercice 71

Soit P le plan d’équation z 4+ y + z = 0 et D la droite d’équation = = % =

1.
2.

z
3
Vérifier que R? = P @ D.

Soit p la projection vectorielle de R? sur P parallélement a D.

Soit u = (z,y, z) € R3.

Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Corrigé exercice 71

1.

D = Vect ((1,2,3)).

(1,2,3) & P car les coordonnées du vecteur (1,2,3) ne vérifient pas I’équation de P.
Donc DN P ={0}. (¥

De plus, dim D +dim P = 1+ 2 = dimR3.  (**)

D’aprés (*) et (**), R® = P& D.

. Soit u = (z,y, z) € R3.

Par définition d’une projection, p(u) € P et u — p(u) € D.
u — p(u) € D signifie que 3 € R tel que v — p(u) = a(1,2,3).
On en déduit que p(u) = (z — a,y — 20,z — 3a).  (**%)
1
Or p(u) € P donc (x — ) + (y — 2a) + (2 — 3a) = 0, c'est-a-dire o = 6(56 +y+ 2).

1
), p(u) = 6(593 —y—z,—2x 4+ 4y — 2z, -3z — 3y + 32).

Soit e = (e1, €2, e3) la base canonique de R3.

Et donc, d’apreés (

5 -1 -1
1
Soit A la matrice de p dans la basee. Ona A=—-| -2 4 =2
6
-3 -3 3
On pose €] = (1,2,3), e, = (1,—1,0) et e5 = (0,1, —1).
e} est une base de D et (e}, e%) est une base de P.
Or R® = P® D donc ¢’ = (€, e, e) est une base de R3.
De plus €} € D donc p(e}) =0. e}, € P et e5 € P donc p(e)) = €} et p(eh) = €.
0 0 0

Ainsi, M(p,e’)= [0
0

O =
i)
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EXERCICE 76 algébre

Enoncé exercice 76

Soit E' un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).

On pose Vz € E, ||z|| = v/ (z|x).

1. (a)
(b)

Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.

2. Soit E={f €C([a,b],R), Vz € [a,b] f(z)>0}.

b b
1
Prouver que ’ensemble { / f)dt x / mdt , f€EFE } admet une borne inférieure m et déterminer la

valeur de m.

Corrigé exercice 76

1. (a)

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).

On pose Vz € E, ||z|| = v/(z|x).

Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(z,y) € E?, | (z|y) | < ||=|] ||yl|

Preuve :

Soit (z,y) € E%. Posons VA € R, P()\) = ||z + \y||?.

On remarque que VA € R, P(\) > 0.

De plus, P(A) = (z + Ay|lz + \y).

Donc, par bilinéarité et symétrie de (| ), P(A) = ||y||?\% + 2 (z|y) + ||=||>.
On remarque que P()) est un trinéme en \ si et seulement si ||y||* # 0.
Premier cas : siy =0

Alors | (z]y)| = 0 et ||z ||ly]| = 0 donc V'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxiéme cas : y # 0

Alors ||y|| = /(yly) # 0 car y # 0 et (| ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Donc, P est un trinéme du second degré en A qui est positif ou nul.

On en déduit que le discriminant réduit A est négatif ou nul.

Or A = (x[y)” — [[[[*[|y|* donc (z]y)* < |||1?ly[>

Et don, | (z[y) | < [[z]] [yl

On reprend les notations de 1. .

Prouvons que V(z,y) € E2, | (z|y) | = ||z||||y|]| <= z et y sont colinéaires.

Supposons que | (zly) | = [[2/ Iyl

Premier cas : siy =0

Alors z et y sont colinéaires.

Deuxiéme cas : siy # 0

Alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double ).
C’est-a-dire P(A\g) = 0 et comme ( | ) est définie positive, alors x + Agy = 0.
Donc x et y sont colinéaires.

Supposons que = et y soient colinéaires.
Alors da € R tel que z = ay ou y = ax.
Supposons par exemple que x = ay (raisonnement similaire pour lautre cas).

| (@ly) [ = lal-| (yly) [ = lal[lyll* et 2] Iyl = v/(2l) [ly]] = /o ly)llyll = el []y][*.

Donc, on a bien 1’égalité.

2. On considére le produit scalaire classique sur C ([a,b] ,R) défini par :

b

V%QEQMHRLMQ=/f@mw.

b b
OnposeA:{/ f(t)dtx/ ﬁdt, fEE}.

ACR.
A # () car (b—a)? € A ( valeur obtenue pour la fonction ¢t — 1 de E).
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De plus, V f € E/ ft)dt x / —dt 0 donc A est minorée par 0.

On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m = inf A.
Soit f € E.

b 2
On considére la quantité </ \/f(t)\/%dt> .

b . 2 b 2
D’une part, </a \/f(t)\/mdt> = </a 1dt> = (b—a)?.

D’autre part, si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (| ) on obtient :

([ i) < f s | g

On en déduit que V f € E, / f(t)dt/ %dt > (b—a)

Donc m > (b—a)?.

b b
1
Et, si on considére la fonction f :¢+—— 1 de E, alors / f(t)dt/ mdt =(b—a)*

Donc m = (b —a)?.
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EXERCICE 77 algébre

Enoncé exercice 77

Soit F un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de F.
Démontrer que (AL)L = A.
2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
(a) Démontrer que (F +G)* = F-nG*.
(b) Démontrer que (FNG)*" = FL + G+,

Corrigé exercice 77

1. OnaAc (A" . (%
En effet, Vo € A,Vy € AL, (x| y) = 0.
Cest-a-dire, Vo € A, z € (A1)*.

Comme F est un espace euclidien, £ = A ® A+ donc dim A = n — dim A*.

De méme, E = A+ & (AJ-)J' donc dim (AJ-)J‘ =n—dimA'.
Donc dim (AJ-)J' =dimA. (**)
D’aprés (*) et (**), (AJ-)J' = A.

2. (a) Procédons par double inclusion.

Prouvons que FX NG+ c (F+ G)™*.
Soit x € F+ NG+,

Soity € FF+G .

Alors 3(f,g9) € F x G tel que y = f + g.

@ly)= @lf) + (@lg =0
——— ——r

car fGI?et zeFL car geC;et zegt
Donc Vy € (F +G), (z|y) =0.
Donc z € (F + G)*.

Prouvons que (F +G)" c F-nG*.

Soit = € (F + G)*.

Vye F,ona (z|y)=0carye FC F+G.
Donc z € F+.

De méme, Vz € G,ona (z|z)=0car z € G C F+G.
Donc z € G+.

On en déduit que z € F+NG*.

Finalement, par double inclusion, (F + G)L =F+nG+t.

(b) D’aprés 2.(a), appliquée & F* et & G+, on a (Fl + Gl)L = (Fl)L N (GL)l.

Donc, d’aprés 1., (FJ- + GJ-)L =FNG.
1 YA il
Done ((F*+GH)T) = (FnG)".

C’est-a-dire, en utilisant 1. & nouveau, F'+ + G+ = (F N G)J‘.
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EXERCICE 79 algébre

Enoncé exercice 79

Soit a et b deux réels tels que a<b.

1. Soit h une fonction continue et positive de [a,b] dans R.

b
Démontrer que / h(z)dvr =0= h=0.

a

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.
b

On pose : ¥ (f.4) € B2, (flg) = / f(@)g(x)dz.

a
Démontrer que ’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer / Vze *dzx en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Corrigé exercice 79

b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a,b] dans R telle que / h(z)dz = 0.

a
x

On pose Vz € [a,b], F(z) = / h(t)dt.
h est continue sur [a, b] donc F est dérivable sur [a, b].
De plus, YV € [a,b], F'(x) = h(z).
Or h est positive sur [a, b] donc F est croissante sur [a,b]. (*)
Or F(a) = 0 et, par hypothése, F'(b) = 0. C’est-a-dire F(a) = F(b). (**)
D’aprés (*) et (**), F est constante sur [a, b].
Donc V z € [a,b], F'(z) = 0.
Cest-a-dire, V x € [a,b], h(z) = 0.
b
2. Onpose ¥ (£,9) € B2 (fl9) = [ f@)gla)d

a
Par linéarité de l'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

b
Soit f € E. (f|f) z/ A (z)da.

Or z — f2(x) est positive sur [a,b] et a < b donc (f|f) = 0.
Donc (| ) est positive. (**)

Soit f € E telle que (f|f) =0.
b
Alors/ f(z)dx = 0.

Or z — f?(x) est positive et continue sur [a, b] .
Donc, d’apreés 1., f est nulle sur [a,b] .
Donc (| ) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

1 1 1
3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne / Vrze *dr < \// xdm\// e 2 dr =
0 0 0

2
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EXERCICE 80 algébre

Enoncé exercice 80

Soit E 'espace vectoriel des applications continues et 2m-périodiques de R dans R.
2m

1. Démontrer que (f | g) = by f () g (t)dt définit un produit scalaire sur E.
T Jo

2. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x + cosz et g : x — cos (2z).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : z +— sin® 2.

Corrigé exercice 80

2
L Onpose ¥ (.9) € 22 (fla) = 5 [ f(0a()at

Par linéarité de l'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (| ) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

27
Soit f € E. (f|f) = % ; FA(t)adt.

Or t — f2(t) est positive sur [0,27] et 0 < 27, donc (f|f) > 0.
Donc (|) est positive. (*¥*)

Soit f € F telle que (f|f) =0.
2m
Alors / FA(t)dt = 0.

Ort r—0> f2(t) est positive et continue sur [0, 27].
Dong, f est nulle sur [0, 27].

Or f est 2w-périodique donc f = 0.

Donc (| ) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

1 1
2. On aVr € R,sin’z = 3~ 5005(2%).

1
T =3 cos(2x)e F.

1
De plus, si on note h ’application = 3

1 2 1 2
(h|f) = —/ coszdzr =0 et (hlg) = —/ cos(2r)dx = 0 donc h € F+ (car F = Vect(f, g)).
47 0 4 0

1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F' est x — ~5 cos(2x).
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EXERCICE 81 algébre

Enoncé exercice 81

On définit dans My (R) x My (R) Iapplication ¢ par : ¢ (A4, A’) = tr (ATA’), ou tr (AT A’) désigne la trace du
produit de la matrice AT par la matrice A’.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur My (R) .

Onnote]-'{( _ab Z), (a,b)€R2}.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de My (R).
2. Déterminer une base de F*.
3. Déterminer le projeté orthogonal de J = ( i 1 ) sur Ft .
4. Calculer la distance de J a F.
Corrigé exercice 81
1. On a immédiatement F = Vect(Iy, K) avec K = _01 (1)
On peut donc affirmer que F est un sous-espace vectoriel de Mz (R).
F = Vect(I, K) donc (Iz, K) est une famille génératrice de F.
De plus, Iy et K sont non colinéaires donc la famille (I, K) est libre.
On en déduit que (Iz, K) est une base de F.
2. Soit M = (‘CL Z) € Ms (R).
Comme (I, K) est une base de F,
M€ Ft < ¢o(M,I,) =0et o(M,K) = 0.
Clest-a-dire, M € F* <= a+d=0et b—c=0.
Ou encore, M € Ft <= d=—aetc=0b.
On en déduit que F* = Vect (A4, B) avec A = ( (1) _01 ) et B = < (1) (1) )
(A, B) est une famille libre et génératrice de F* donc (A, B) est une base de F=.
3. On peut écrire J =1y + B avec I, € F et B € F*.
Donc le projeté orthogonal de J sur F' est B = (? é)
4. On note d(J, F) la distance de J a F.

D’aprés le cours, d(J, F) = ||J — pxr(J)|| ot pr(J) désigne le projeté orthogonal de J sur F.
On peut écrire 4 nouveau que J = Iy + B avec I, € F et B € F+.

Donc pr(J) = L.

On en déduit que d(J, F) = ||J —pr(J)|| = ||J — La|| = || B]| = V2.
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EXERCICE 82 algébre

Enoncé exercice 82

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique yo de F' tel que x — yq soit orthogonal & F' et que la
distance de = a F soit égale & ||z — yol|.

Pour A = (Z Z) et A’ = <Z, Z,), on pose (A | A') = ad’ + bV + ¢’ + dd'.

1. Démontrer que (.|.) est un produit scalaire sur My (R).

1

2. Calculer la distance de la matrice A = < 1 9

) au sous-espace vectoriel F' des matrices triangulaires

supérieures.

Corrigé exercice 82
1. On pose E = Ms(R).

/ /
Pour A = (i Z) eFet A= <Z, Z,) € E , on pose (A|A") = ad’ +bb' + ¢’ + dd'.

!/ / " /!
Soit A = <‘cL “er. a-= (Z, Z,) €E,B= <(;,, Z,,) €E.SoitacR.
/ " /!
(A+A'|B) = ((Z‘ig SIZ) | <CCL Z)) = (a+a)a" + (b+ V)W + (c+ )+ (d+d)d".

Donc (A + A'|B) = (aa” + bb" + cc’ + dd") + (a'a” + Wb + ¢ + d'd") = (A|B) + (A'|B).
— aa Oéb a” b” _ 1 /! /! 1

(aA|B) = ((ac ad) | (c” d”)) = aaa” + abl” + acd’ + add’ = o (A|B).

On en déduit que (.|.) est linéaire par rapport & sa premiére variable.

De plus, par commutativité du produit sur R, (.|.) est symétrique.

Donc (.].) est une forme bilinéaire et symétrique. (¥)

Soit A = (Z Z €E.
(A|A) = a®? +b?> + c® +d? > 0. Donc (.| .) est positive. (**)
Soit A = Z Z € E telle que (A|A) = 0.

Alors a®> + b2+ 2 +d%2 =0.
Comme il s’agit d’une somme de termes tous positifs, on en déduit que a =b=c=d =0 donc A = 0.
Donc (.].) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (.|.) est un produit scalaire sur E.

-1 0)°

10 0 0\ _ ., s ({0 0\, (a b))
(O 2>€Fet <1 0>EF carV(a,b,cl)ER,((1 0)|(0 d>>_0.

On en déduit que le projeté orthogonal, noté pr(A), de A sur F est la matrice ((1) g)

.. 0 0
s, a(4,7) =14 = pr(a)l =11 () ) 111
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EXERCICE 84 algébre

Enoncé exercice 84

1.

Donner la définition d’un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande ni I'interprétation
géométrique, ni la démonstration de Pexistence d’un tel nombre).

. Soit n € N*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I’équation z™ = 1 et préciser leur nombre.

En déduire, pour n € N*, les solutions dans C de ’équation (z +1)" = (z —i)" et démontrer que ce sont des
nombres réels.

Corrigé exercice 84

1.

Soit z un complexe non nul. Posons z = = + iy avec x et y réels.
Un argument de z est un réel 0 tel que = = el avec |z| = /22 + y2.

K]

. z =0 n’est pas solution de I’équation z" = 1.

Les complexes solutions s’écriront donc sous la forme z = rel? avec 7 > 0 et 6 € R.
rt =1 r=1
Onaz'=1 < et = Qkﬂet
nd =0 mod 27 0 =——aveck eZ
n

2k 2k
Les réels —W, pour k € [0,n — 1], sont deux a deux distincts et V& € [0,n — 1], =T e [0, 27
n n

0,27 —

Ore .

C L
oif est Injective.

Donc, {e% avec k € [0,n — 1ﬂ} est constitué de n solutions distinctes de I’équation z™ = 1.

Les solutions de I’équation 2™ = 1 étant également racines du polyndéme X™ — 1, il ne peut y en avoir
d’autres.

Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation z™ =1 est S = {e% aveck € [0,n — 1]]}

. z =i n’étant pas solution de I'équation (z +1)" = (z —1)",
(z+)"=(=-1)" <= <Z+1) =1
z—1i
— dke [[O,n—l]]telquez—i—T = e
2

< Jke[0,n—1]tel quez (1 —emﬁw) =—i (1+ei2ﬁ7r)

i2km

En remarquant que z (1 —en ) =—i (1 + e%) n’admet pas de solution pour k£ = 0, on en déduit que :

i2km

. . .en +1
z+1)"=(=-1)" < FJke[l,n—1]tel quez=i Gz
e n —
ikm ikm km km
i2km - 2cos | — cos | —
L. ,en +1 en +e n . n n . .
En écrivant 1 —5= =i— — =1 = , on voit que les solutions sont des
| ikm ikm o <k7r) . (lmr)
— - 2isin | — sin [ —
en —e N n n
réels.
On pouvait aussi voir que si z est solution de 'équation (2 +1)" = (2 — i)™ alors |z +i| = |z — i| et donc le

point d’affixe z appartient & la médiatrice de [A, B], A et B étant les points d’affixes respectives i et —i,
c’est-a-dire a la droite des réels.
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EXERCICE 85 algébre

Enoncé exercice 85

1. Soient n € N*, P € R, [X] et a € R.
(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de P(X) dans la base
(1,Xfa,(Xfa)2,~~~ ,(Xfa)”).

(b) Soit r € N*. En déduire que :
a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et seulement si P(")(a) # 0 et Yk € [0,7 — 1] ,
P®*)(a) = 0.

2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X° + aX? + bX et factoriser
alors ce polynéme dans R [X].

Corrigé exercice 85

" pk) (g
1. (a) P(X) :ZP k!( )(X—a)k.

a est une racine d’ordre r de P <= 3Q € R,,_,.[X] tel que Q (a) #0et P = (X —a)" Q

n—r

3(q0; - Gn—r) ER"" tel que qo £ O et P= (X —a)" > q; (X —a)’
1=0

!

<~ 3(q0y--qnr) ER" " tel que go #0 et P = Z ¢ (X —a)™"
=0

n
— (g, qn_r) ER" " tel que gg #0 et P = qu_,. (X — a)k
k=r

D’aprés la formule de Taylor (rappelée ci-dessus) et I'unicité de la décomposition de P dans la base
(1,(X —a),...,(X —a)") de R,[X] il vient enfin :

a est une racine d’ordre r de P <= Vk € {0,...,r —1} P® (a)=0et P (a)#0

2. D’aprés la question précédente,

1 est racine double de P = X% +aX? +bX <= P(1)=P (1)=0et P"(1)#0

l1+a+b=0
<— 54+2a+b=0
204+ 2a #0

<— a=-4detb=3

On obtient X°® —4X?2 +3X = X (X —1)%(X? +2X + 3) et c’est la factorisation cherchée car le discriminant
de X2 +2X + 3 est strictement négatif.
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EXERCICE 86 algébre

Enoncé exercice 86

1. Soit (a,b,p) € Z3. Prouver que : sipAa=1et pAb=1, alors p A (ab) = 1.

2. Soit p un nombre premier.

(a) Prouver que Vk € [1,p — 1], p divise (Z) k! puis en déduire que p divise (Z)

(b) Prouver que : Vn € N, n? =n mod p.
Indication : procéder par récurrence.

(c) En déduire, pour tout entier naturel n, que : p ne divise pas n = nP~! =1 mod p.

Corrigé exercice 86

1. On suppose pAa=1et pAb=1.
D’aprés le théoréme de Bézout,
J(u1,v1) € Z* tel que uyp +via=1. (1)
J(ug,v2) € Z? tel que ugp +vab = 1. (2)
En multipliant les équations (1) et (2), on obtient :
(uruep + u1v2b + ugvia)p + (v1v2)(ab) = 1.
~——

€z €z
Donc, d’apreés le théoréme de Bézout, p A (ab) = 1.

2. Soit p un nombre premier.
: N pY__p _plp—1)..(p—k+1)
(a) Soit k € [1,p —1]. <k>_k!(p—k)!_ X .
Donc (Z) El=pp-1)..p—k+1).

donc p| (Z) k. (3)

Or, Vi € [1,k]], pAi =1 (car p est premier) donc, d’aprés 1., p A k! = 1.
Donc, d’aprés le lemme de Gauss, (3) = p/| (i)

(b) Procédons par récurrence sur n.
Pour n = 0 et pour n = 1, la propriété est vérifiée.
Soit n € N.
Supposons que la propriété (P,) : nP =n mod p soit vérifiée.
p—1

Alors, d’aprés la formule du bindéme de Newton, (n + 1)? = n? + Z (i) nk 4+ 1. (4)

k=1

p—1
OrVke[l,p— 1]],p|(i) doncp|z (i)nk )
k=1

Donc d’aprés (4) et (P,), (n+1)? =n+1 mod p et (P,41) est vraie.
(c) Soit n € N tel que p ne divise pas n.

Comme p est premier, alors p An = 1.

La question précédente donne p divise n? —n = n(nP~! —1).

Or comme p est premier avec n, on en déduit, d’aprés le lemme de Gauss, que p divise nP~! — 1.

Ce qui signifie que n?~! =1 mod p. (petit théoréme de Fermat).
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EXERCICE 87 algébre

Enoncé exercice 87

Soient ag, a1, - ,a, , n+ 1 réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si bg, by, -+ ,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant

deg P < m et Vi€ [0,n], P(a;)=0;.

2. Soit k € [0,n].
Expliciter ce polynéme P, que ’on notera Ly, lorsque :

. [0 si itk
Vi € [0,n], bi—{l S ik

3. Prouver que ¥p € [0,n] , ZQZL]C - X7,
k=0

Corrigé exercice 87
R.[X] — R

P — (P (ao),P(a1), - ,P(ay))
Montrons que Keru = {0}.

1. L’application u : est linéaire.

Si P € Keru, alors P (ag) = P(a1) =--- = P (a,) = 0 et le polynome P, de degré inférieur ou égal a n,
admet n + 1 racines distinctes.
Donc P = 0.
Ainsi u est injective et comme dimR,[X] =n + 1 = dimR"*! | u est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Enfin les conditions recherchées sont équivalentes a : P € R, [X] et u (P) = (bo,...,bn) .
La bijectivité de u dit que ce probléme admet une unique solution P et on a P = u~! ((bg,...,b,)).

2. Pour ce choix de by, by, - ,b, le polynéme Lj vérifie les conditions :

. 0 si i#k
deg Ly, < n et Vi€ [0,n], Li(a;) = { 1 s ik
Comme ag, . ..,05—1,0k+1, - - -, ap SOt 1 racines distinctes de L qui est de degré < n, il existe

nécessairement A € K tel que
n

Ly =A[ (X - a)

1
La condition supplémentaire Ly (a;,) = 1 donne A = ——— et finalement :

[T (ar —ai)

n
X*G,Z'

Le=]]
Qv — s
imp Wk T

i#k

~
[}

~
>
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3. Soit p € [0,n].

Les polynoémes Z aj Ly, et XP vérifient les mémes conditions d’interpolation :
k=0

degP<n et Vie{0,---,n} P(a;)=al

n
Par 'unicité vue en premiére question, on a E apLy = XP.
k=0
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EXERCICE 89 algébre

Enoncé exercice 89

Soit n € N tel que n > 2. On posez:ei%.

1. On suppose k € [1,n — 1].
Déterminer le module et un argument du complexe z* — 1.

n—1
2
2. On pose S = Z ’zk — 1|. Montrer que S = —.
=0 tal’l%

Corrigé exercice 89

1. On pose Z = zF — 1.
k2w kl km km ki

_ —{—

i i i L. k
J=e N —1=e n |[en —e N :en21sm(”)

n

k ( T 7T)

i(—+—
c’est-a-dire Z = 2sin (W) e n 2
n

k
Pour k € [1,n—1],ona 0 < kf < 7, donc sin <W> > 0.
n

k k
Donc le module de Z est 2 sin (W> et un argument de Z est o + g
n n

k
2. On remarque que pour k = 0, |z* — 1| = 0 et sin <W> =0.
n

n—1
km
Donc d’aprés la question précédente, on a S = 2 Z sin () .

n
k=0
n—1 .kﬂ
. . . . 1
S est donc la partie imaginaire de T = 2 Z e n.
k=0
- 1—e™ 4
1i— — €
Or,commeen #1,onaT =2 = = = -

i— i—
l1—en l—en

K o o o o
Orl—en =e?2n <e 2n—e2n>:—21e2nsin(;>.
n

T
—i— T
de 2n 2 ) —i2—
. w . w e .
—2i sin — sin —
2n 2n

On en déduit que T =

™
En isolant la partie imaginaire de 7', et comme cos (2—) #0 (n > 2), on en déduit que S =
n
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EXERCICE 90 algébre

Enoncé exercice 90

K désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soient a1, as, a3 trois scalaires distincts donnés de K.

1. Montrer que ® : Ky[X] — K3 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
P — (P(al),P(ag),P(ag))
2. On note (e1, 2, €3) la base canonique de K3 et on pose Vk € {1,2,3}, L, = & L(eg).
(a) Justifier que (Ly, Lo, L3) est une base de Ky[X].

(b) Exprimer les polynémes L, Ly et L3 en fonction de a1, as et as.
3. Soit P € Ky[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L, Lo, L3).

4. Application : on se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les trois points
A(0,1),B(1,3),C(2,1).
Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.

Corrigé exercice 90

1. Par linéarité de ’évaluation P — P(a) (ol a est un scalaire fixé), @ est linéaire.

Soit P € Ky[X] tel que ®(P) = 0.

Alors P(ay) = P(a2) = P(ag) =0, donc P admet trois racines distinctes.
Or P est de degré inférieur ou égal & 2; donc P est nul.

Ainsi, Ker(®) = {0} i.e. ® est injective.

Enfin, dim (K3[X]) = dim (K?®) = 3 donc @ est bijective.

Par conséquent, ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels de Ky [X] dans K3.
2. (a) ® est un isomorphisme donc l'image réciproque d’une base est une base.
Ainsi, (Ly, Lo, L3) est une base de Ko[X].
(b) Ly € Ry[X] et vérifie ®(L;) = (1,0,0) i.e. (Li(ar), L1(az), L1(as)) = (1,0,0).
Donc, comme as et ag sont distincts, (X — a2)(X — ag) | L.
Or deg L1 < 2, donc 3k € K tel que Ly = k(X — a2)(X — as).
1
La valeur Li(a;) =1 donne k =
(X —a2)(X —a3)
(a1 — az)(a1 — as)’

(a1 —az)(a1 —az)’

Donc L =

(X — al)(X — a3) o (X —al)(X —0,2)
et L3 = .
(az - al)(a2 - as) (a3 - a1)(as - a2)
3. (L1, Lo, L3) base de Ky[X] donc I(A1, A2, A3) € K3 tel que P = ALy + AaLo + A3L3.
Par construction, V(i, j) € {1,2,3}2, L;i(a;) = §;; donc P(a;) = A;.
AAiHSi7 P = P(al)Ll + P(QQ)LQ + P(a3)L3.
4. On pose a; =0, as = 1 et ag = 2. Ces trois réels sont bien distincts.
On cherche P € Ry[X] tel que (P(ay), P(az), P(as)) = (1,3,1).
Par bijectivité de ® et d’apreés 3. , 'unique solution est le polynéme P = 1.L; + 3.Ly + 1.L3.
X-1DH(X-2 X(X -2 X(X -1
Onale( )2( ),LQZ (71 )etng%.
Donc P = —2X? +4X + 1.

Un raisonnement analogue donne Lo =
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EXERCICE 92 algébre

Enoncé exercice 92

Soit n € N*. On considére E = M,,(R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

On pose : V(A, B) € E%, (A, B) = tr(AT B) ot tr désigne la trace et AT désigne la transposée de la matrice A.
1. Prouver que {,) est un produit scalaire sur F.

2. On note S, (R) l'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque A7 = —A.
On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que F = S, (R) ® A,(R).
(b) Prouver que A,(R)* = S,(R).

3. Soit F' I’ensemble des matrices diagonales de F.
Déterminer F+.

Corrigé exercice 92

1. (,) est linéaire par rapport & sa premiére variable par linéarité de la trace, de la transposition et par
distributivité de la multiplication par rapport & I’addition dans FE.
De plus, une matrice et sa transposée ayant la méme trace, on a :
V(4,B) € E2, (A, B) = tr(ATB) = tr((A”B)") = x(BTA) = (B, A).
Donc (,) est symétrique.
On en déduit que (,) est bilinéaire et symétrique. (1)

Soit A = (Ai7j)1<v - ek
SHIST n n

(A, A) =tr(ATA) = (ATA);; =D (AT kApi = ZZA donc (A, A) >0

i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
Donc () est positive. (2)

Soit A = (Ai,j)lgi’j@ € E telle que (A, A) =0.

Alors » N " A} ;=0.Or, Vi € [1,n], Vk € [1,n], A, > 0.
i=1 k=1

Donc Vi € [1,n], Vk € [1,n], Ax; = 0. Donc A = 0.

Donc (,) est définie. (3)

D’aprés (1),(2) et (3), (,) est un produit scalaire sur E.

Remarque importante : Soit (4, B) € E?.

On pose A = (Ai’j)lgi,jgn et B = (B',j)1<”<ﬂ

Alors (A, B) = tr(ATB) = Y (A"B);, Z Z (AT), Bri=_> AriBui -
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

Donc (,) est le produit scalaire canonique sur E.

2. (a) Soit M € Sp(R) N An(R).
alors MT = M et MT = —M donc M = —M et M = 0.
Donc S, (R) N A, (R) = {0}. (1)

Soit M € E. . .
M+ M M- M
PosonsS:—FTetA:T.

OnaM=5+A.

T
ST — <M+2M> %(MT +(MTYT) :%(MT+M) = S, donc S € S, (R).
a7 = (MM = L a7 = YT = (7~ b1) = A, dome A € 4,(R)
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On en déduit que F = S,(R) + A, (R). (2)

D’aprés (1) et (2), E = S,(R) & A,(R).
Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthése pour prouver que
E=5,R)® A,(R).
(b) Prouvons que S, (R) C A, (R)*.
Soit S € Sp(R).
Prouvons que V A € A,(R), (S, A) =0.
Soit A € A, (R).
(S, A) =tr(STA) = tr(SA) = tr(AS) = tr(—ATS) = —tr(ATS) = — (A4,8) = — (5, A).
Donc 2 (S, A) =0 soit (S, A) =0.
On en déduit que S,(R) C A, (R)* (1)
De plus, dim A4, (R)* = n? — dim A4, (R).
Or, d’aprés 2.(a), E = S, (R) ® A, (R) donc dim S,,(R) = n? — dim 4, (R).
On en déduit que dim S, (R) = dim A4, (R)*. (2)
D’aprés (1) et (2), Sp(R) = A, (R)*.
3. On introduit la base canonique de M,,(R) en posant :
1 sik=ietl=j

Vie [1,n],Vje[l,n], E;; = (ek’l)lg_,l@ avec ey = { 0 sinon
On a alors F = Vect (E1 1, FE22, ..., Epn).
Soit M = (m ;) € E.

1<i,j<n
Alors, en utilisant la remarque importante de la question 1.,

M e Ft < Vie[l,n], (M,E;;) =0<=Viec [l,n], m; =0.
Donc F+ = Vect (Eu telles que (,§) € [1,n]” et i # j).

En d’autres termes, F* est 'ensemble des matrices comprenant des zéros sur la diagonale.
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EXERCICE 94 algébre

Enoncé exercice 94

1. Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.

2. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Soit ¢ € N.
Prouver que : (alcet blc) <= ablc.

x
x

6 [17]
4 [15]

(a) Déterminer une solution particuliére z¢ de (S) dans Z.

3. On consideére le systéme (5) : { dans lequel I'inconnue x appartient a Z.

(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (.5).

Corrigé exercice 94

1. Théoréme de Bézout :
Soit (a,b) € Z2.
anb=1<+= 3(u,v) € Z*> /au+bv =1.
2. Soit (a,b) € N2. On suppose que a Ab = 1.
Soit ¢ € N.
Prouvons que ablc = a|c et b|c.
Si ab|c alors 3k € Z / ¢ = kab.
Alors, ¢ = (kb)a donc alc et ¢ = (ka)b donc bc.

Prouvons que (alcet b|c) = ablc.

aAb=1donc Iu,v) € Z* Jau+bv=1. (1)

De plus a|c donc Fk; € Z / ¢ = kra. (2)

De méme, blc donc kg € Z [/ ¢ = kob. (3)

On multiplie (1) par ¢ et on obtient cau + cbv = c.

Alors, d’aprés (2) et (3), (k2b)au + (k1a)bv = ¢, donc (kou + ky1v)(ab) = ¢ et donc ablc.

On a donc prouvé que (a|cet b|c) <= ablc.

3. (a) Premiére méthode (méthode générale) :
Soit z € Z.

' ) ) x=6+ 17k
x solution de(S) <= 3(k, k') € Z* tel que x =4+ 15k
x=6+17k

<= Ik, k') € Z? tel que
Or 6+ 17k = 4 + 15k’ < 15K’ — 17k = 2.

6+ 17k =4+ 15k’

Pour déterminer une solution particuliére xy de (5), il suffit donc de trouver une solution particuliére

(ko, k) de Iéquation 15k" — 17k = 2.

Pour cela, cherchons d’abord, une solution de I’équation 15u + 17v = 1.

17 et 15 sont premiers entre eux.

Déterminons alors un couple (ug, vg) d’entiers relatifs tel que 15ug + 17vy = 1.
Ona:17=15x14+2puis15=7x2+1.

Alors 1=15—-7Tx2=15-7Tx (17T—15x1)=15—-17x74+15x7=15x8—-17x 7
Donc 8 x 15+ (—=7) x 17 =1

Ainsi, 16 x 15 + (—14) x 17 = 2.

On peut prendre alors kj = 16 et ko = 14.
Ainsi, xg =6+ 17 X kg = 6 + 17 x 14 = 244 est une solution particuliére de (.5).

Deuxiéme méthode :
En observant le systéme (.5), on peut remarquer que xg = —11 est une solution particuliére.
Cette méthode est évidemment plus rapide mais ne fonctionne pas toujours.
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(b) z¢ solution particuliére de (.S) donc { ig _ i HQ .

xr — X
Tr — X
c’est-a-dire x solution de (5) <= (17|x — x¢ et 15|z — z9).

Or 17 A 15 =1 donc d’apreés 2., z solution de (S) <= (17 x 15)|z — zo.
Donc ’ensemble des solutions de (S) est {xg + 17 x 15k, k € Z} = {244 + 255k, k € Z}.

On en déduit que x solution de (S) si et seulement si { g
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BANQUE PROBABILITES

EXERCICE 95 probabilités

Enoncé exercice 95

Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Un joueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a)
(b)

Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

2. Dans cette question, on suppose que les cinq tirages successifs se font sans remise.

(a)
(b)

Déterminer la loi de X.
Déterminer la loi de Y.

Corrigé exercice 95

1. (a)

L’expérience est la suivante : I’épreuve "le tirage d’une boule dans I'urne" est répétée 5 fois.
Comme les tirages se font avec remise, ces 5 épreuves sont indépendantes.
Chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le joueur tire une boule blanche (succés avec la

1
probabilité p = — = g) ou le joueur tire une boule noire (échec avec la probabilité —).

La variable X considérée représente donc le nombre de succés au cours de I'expérience et suit donc une

1
loi binomiale de parameétre (5, 5)

Clest-a-dire X () = [0,5] et : Yk € [0,5], P(X =k) = (})(2)" ()~

4
5" 5

1 1 1 4
Donc, d’apreés le cours, E(X) =5 x E= let V(X)=5x £ X <1 - 5) =-=0,8.

D’aprés les hypothéses, on a Y = 2X — 3(5 — X)), c’est-a-dire Y = 5X — 15.
On en déduit que Y () = {6k — 15 avec k € [0,5]} .

4

Etona Yk € [0,5], P(Y =5k—15)=P(X =k) = (2)(5)'6(3)5—&

Y =5X — 15, donc E(Y) =5E(X) — 15 =5 — 15 = —10.

4
De méme, Y = 5X — 15, donc V(Y) = 25V (X) = 25 x F= 20.

2. Dans cette question, le joueur tire successivement, sans remise, 5 boules dans cette urne.

(a)

Comme les tirages se font sans remise, on peut supposer que le joueur tire les 5 boules dans 'urne en
une seule fois au lieu de les tirer successivement. Cette supposition ne change pas la loi de X.

X(Q) =[0,2].

Notons A ’ensemble dont les éléments sont les 10 boules initialement dans 'urne.

L’univers €2 correspond & ’ensemble des tirages possibles dans A.

Il est constitué de toutes les parties & 5 éléments de A.

1
Donc card Q) = ( 50).

Soit k € [0, 2].

L’événement (X = k) est réalisé lorsque le joueur tire k boules blanches et (5 — k) boules noires dans
I'urne.

Notons Ay, I’ensemble des parties & 5 éléments de A contenant k& boules blanches et (5 — k) boules noires.
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2
Ilya ( k) possibilités pour le choix des boules blanches et ( ) possibilités pour le choix des boules

8
5—k

noires.

a1 (2 8
C’est-a-dire, cardAy = (k) (5 B k;>
2 8
X
cardAy (k) (5 - k)

Donc, comme tous les tirages sont équiprobables, Vk € [0,2], P(X = k) = =

card(? 10
5

(b) On a toujours ¥ =5X — 15.
On en déduit que Y (2) = {5k — 15 avec k € [0,2]} .

DG
Etona Ve [0,2], P(Y = 5k — 15) = P(X = k) = ~*/__\3 = k)
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EXERCICE 98 probabilités

Enoncé exercice 98

Une secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p (p € 0, 1[).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n — X correspondants qu’elle
n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a)

Soit i € [0,n]. Déterminer, pour k € N, P(Y = k| X =1i).

(b) Prouver que Z = X 4+ Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.

(c)

Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, 1’égalité suivante : b =0\ )
-1\ i

Déterminer I'espérance et la variance de Z.

Corrigé exercice 98

1. L’expérience est la suivante : I’épreuve de ’appel téléphonique de la secrétaire vers un correspondant est
répétée n fois et ces n épreuves sont indépendantes.
De plus, chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le correspondant est joint avec la probabilité p
(succes) ou le correspondant n’est pas joint avec la probabilité 1 — p (échec).
La variable X considérée représente le nombre de succés et suit donc une loi binémiale de paramétres (n, p).

Cest-a-dire X (Q2) = [0,n] et VE € [0,n] P(X =k) = (Z)pk(l —p)n k.

2. (a)

Soit i € [0,n].

Sous la condition (X = i), la secrétaire rappelle n — i correspondants lors de la seconde série d’appels.
Comme cette nouvelle série d’appels se fait dans les mémes conditions que pour la question 1., sauf pour
le nombre de répétitions qui est maintenant égal & n — ¢ , alors on se retrouve dans le schéma d’une loi
binomiale de paramétre (n — ¢, p).

Donc P(Y = k|X =) = (nkZ)pk(l—p)”ik si k€ [0,n—i]
0 sinon
k k
ZQ) =[0n] et Vk € [0,n] P(Z=k) =Y P(X=inY =k—i)=>» P =k—i|X =i)P(X =)

P
b n—1\(n ,
Soit k € [0,n]. D’aprés les questions précédentes, P(Z = k) = Z ( ) (i>pk(1 — p)2n—ht

Or, d’aprés I'indication, n—z' n = k a
k—i)\i i) \k

oo =1 - () - - (hra-eo(0 c)

i=0 i=0
Donc d’aprés le binéme de Newton,

P(Z=1k)= (Z)p’“(l —p)*rt (i:i)k = <Z) (2 —p)" (L-p)2)""

2

On vérifie que 1 — p(2 — p) = (1 — p)* et donc on peut conclure que :

Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2 — p)).

Remarque : preuve (non demandée dans l'exercice) de ’égalité proposée dans l'indication :
n—1\ [ n\ (n—1)! n! _ n! B k! n! (k) (n
E—iJ\i) (m—kl(k—ilin—1i)! (k-9 n-FKd E-=ildklnh-kK" \i/\k/)
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(¢) D’apreés le cours, comme Z suit une loi binomiale de paramétre (n,p(2 — p)), alors :
E(Z) =np(2 - p) et V(Z) = np(2 - p) (1 = p(2 — p)) = np(2 - p)(p — 1)*.
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EXERCICE 99 probabilités

Enoncé exercice 99

1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Soit (Y;,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi G
n
On pose S, = ZYk.

k=1

S,
Prouver que : Va € ]0,+o0[, P (

= B(Y;
- (Y1)

V(Y1)
na?

>a><

3. Application : On effectue des tirages successifs, avec remise, d'une boule dans une urne contenant 2
boules rouges et 3 boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir a plus de 95% que la proportion de boules rouges
obtenues restera comprise entre 0,35 et 0,457
Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure lissue du i®™® tirage.

Corrigé exercice 99

1. Soit a € ]0, +oo[. Pour toute variable aléatoire X tu—b——— on 2 :

P(IX - E(X)| > a) < V((Zf).

2. On pose X = &

Par linéarité de l’espérance et comme toutes les variables Y; ont la méme espérance, on a F(X) = E(Y1).

1 1
De plus, comme les variables sont indépendantes, on a V(X) = =V(S,) = =V (11).
n

Alors, en appliquant 1. & X, on obtient le résultat souhaité. "
3. Vi € N*, on considére la variable aléatoire Y; valant 1 si la i€ boule tirée est rouge et 0 sinon.
Y; suit une loi de Bernoulli de paramétre p avec p = % =0,4.
Les variables Y; suivent la méme loi, sont indépendantes et Vi € N*, Y; € L2.
On a d’aprés le cours, Vi € N*, E(Y;) = 0,4 et V(Y;) =0,4(1 —0,4) =0, 24.
n
On pose S, = Z Y;. S, représente le nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages.

i=1
n

Zn

Alors T, = =1
n
On cherche a partir de combien de tirages on a P(0,35 < 7, < 0,45) > 0,95.

Sn Sn
Or P(0,35< 7T, <0,45) = P (0,35 < 2 < 0,45 =P<—0,05< Zr _ B(YY) <0,05>
n n

représente la proportion de boules rouges obtenues au cours de n tirages.

= (% - pm)

<0,05> :1—P<‘€L’L—E(Y1)

> o,o5>.

On a donc P(0,35< T, <0,45)=1—-P < S —EMY)| > 0,05).
n

Or, d’aprés la question précédente, P S —E(Y7)] 20,05) < _024

) p q p I n 1 = ~ n(O, 05)2 :

0,24

D P(0,35<T,<0,45) >1— ———..

onc ( ) n ) n(0705)2

24
Il suffit alors pour répondre au probléme de chercher & partir de quel rang n, on a 1 — ((())’705)2 > 0,95.
n )

0,24 .
La résolution de cette inéquation donne n > 0,053 c’est-a-dire n > 1920.
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EXERCICE 104 probabilités

Enoncé exercice 104

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 & n et d’une boite formée de trois compartiments identiques également
numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément les n boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui a chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de compartiments
restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.

2. (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).
(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.

. (a) Calculer F(X).

(b)

3
Déterminer lim FE(X). Interpréter ce résultat.
n—-+oo

Corrigé exercice 104
1. X(Q) = [0,2].

2. (a) Pour que l’événement (X = 2) se réalise, on a (2> possibilités pour choisir les 2 compartiments restant
vides. Les deux compartiments restant vides étant choisis, chacune des n boules viendra se placer dans
1
le troisiéme compartiment avec la probabilité —.
De plus les placements des différentes boules dans les trois compartiments sont indépendants.
3 1 n 1 n 1 n—1
Donc P(X =2) = -] =3(=-) =12 .
(b) Déterminons P(X = 1).
Pour que 'événement (X = 1) se réalise, on a (‘f) possibilités pour choisir le compartiment restant vide.
Le compartiment restant vide étant choisi, on note A I’événement : «les n boules doivent se placer dans
les deux compartiments restants (que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser
I'un d’eux vide».
Soit k € [1,n —1].
On note Ag I'événement : « k boules se placent dans le compartiment a et les (n — k) boules restantes
dans le compartiment b».

On a alors A = nL_Jl Ag.
owavietun-11.ra = (1) () (2= (1) (2)"

3

Donc P(X =1) = (1

n—1 n—1
)P( U Ap)=3 Z P(Ay) car Ay, As, ..., Ay—1 sont deux & deux incompatibles.
k=1 k=1

re=n=sE () (5 -6) 50 -6) (E0)-2) -G e-o

Enfin, P(X =0) = 1 — P(X =2) — P(X = 1) donc P(X =0) = 1— ()" — (1)" "' (2n - 2).
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Autre méthode :

Une épreuve peut étre assimilée a une application de [1,n] (ensemble des numéros des boules) dans [1, 3]
(ensemble des numéros des cases).

Notons €2 ’ensemble de ces applications.

On a donc : card 2 = 3™.

Les boules vont se "ranger aléatoirement dans les trois compartiments", donc il y a équiprobabilité sur €.

(a) L’événement (X = 2) correspond aux applications dont les images se concentrent sur le méme élément
de [1, 3], c’est-a-dire aux applications constantes.

3 1
DOHCP(X:2):37:W
(b) Comptons & présent le nombre d’applications correspondant a 1’événement (X = 1), c’est-a-dire le
nombre d’applications dont I’ensemble des images est constitué de deux éléments exactement.
On a 3 possibilités pour choisir 1’élément de [1,3] qui n’a pas d’antécédent et ensuite, chaque fois, il faut
compter le nombre d’applications de [1,n] vers les deux éléments restants de [1, 3], en excluant bien str les
deux applications constantes.
On obtient donc 2™ — 2 applications.

2 —2 1
Dot P(X = 1) = 2 <3n ) _ o (20— 2).

Enfin, comme dans la méthode précédente, P(X =0)=1— P(X =2) — P(X = 1) donc

PX=0)=1- (""" = (3)" @ -2).

3.(a) E(X)=0P(X =0)+1P(X = 1)+ 2P(X =2) = (;)n_ (2 —2) 42 (;)"_ _

Donc E(X) =3 (;)n

s : o 2\"
(b) D’apres 3.(a),nll>rfooE(X)— lim 3(3) =0.

n—-+oo
Quand le nombre de boules tend vers +o0o, en moyenne aucun des trois compartiments ne restera vide.
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EXERCICE 105 probabilités

Enoncé exercice 105

1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).

Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut 3

(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé ?

(b) Soit n € N*.
On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n fois le chiffre 6.
Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé?

(c) Déterminer lim p,. Interpréter ce résultat.
n——+oo

Corrigé exercice 105

1. Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

Soit B un événement de probabilité non nulle et (4;),.; un systéme complet d’événements de probabilités

non nulles.
. P(Aio)PAi,O (B)
Alors, Vig € I, Pg(A;,) = .
> P(Ai)Pa,(B)
iel

. o P(Aio ﬂB) _ P<Ai0)PAi0(B)
Preuve : Pp(A4;,) = PGB P(B) . (1
Or (A;),c; un systéme complet d’événements donc P(B) = Z P(A4; N B).
icl

Donc P(B) =Y P(A;)Pa,(B). (2).
iel
(1) et (2) donnent le résultat souhaité.
2. (a) On tire au hasard un dé parmi les 100 dés.
Notons T I’événement : «le dé choisi est pipé».
Notons A I’événement :« On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».
On demande de calculer Pa(T).
Le systéme (7', T) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

L 25 1 3
On a d’ailleurs, P(T) = 100 = 1 et donc P(T) = T
Alors, d’apreés la formule de Bayes, on a :
1 1
_ P(T)Pr(4) __a*3 1
Pal) = 5 ) + PPy T 1,1 3 7

(b) Soit n € N*.
On choisit au hasard un dé parmi les 100 dés.
V k € [1,n], on note Ay I'événement « on obtient le chiffre 6 au k'®™° lancer ».

n
On pose A = ﬂ Ap.
k=1
On nous demande de calculer p,, = Pa(T).
Le systéme (7T, T') est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

. 2 1 = 3
On a d’ailleurs, P(T) = 100 = 4 et donc P(T) = 3.
Alors d’aprés la formule de Bayes, on a :
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P(T)Pr(A

Pr(A)P(T) + Pr(A)P (T)

1 1\"

1" (2) 1

Done pn = -7 L (1 "xsz L1
2 4 \6 4 3nt
(¢c) VneN* p, = % Donc lim p, =
n—-+oo

L+ 371—1

Ce qui signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n’obtient que des 6 sur ces
lancers alors il y a de fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.
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EXERCICE 107 probabilités

Enoncé exercice 107

On dispose de deux urnes U; et Us.

L’urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires.

L’urne Uy contient quatre boules blanches et trois boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :

on choisit une urne au hasard et on tire une boule dans 'urne choisie.

On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ou elle provient.

Si la boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U;.

Sinon le tirage suivant se fait dans 'urne Us.

Pour tout n € N*, on note B,, 'événement « la boule tirée au n'®™° tirage est blanche » et on pose p, = P(B,).

1. Calculer p;.
6 L 4
35l T
3. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de p,,.

2. Prouver que : Vn € N*, p,41 =

Corrigé exercice 107

1. Notons U; ’événement le premier tirage se fait dans 'urne Uj.
Notons Us ’événement le premier tirage se fait dans 'urne Us.
(U1, Us) est un systéme complet dévénements.
Donc d’apreés la formule des probabilités totales, p; = P(B;1) = Py, (B1)P(U1) + Py, (B1)P(Us).
b T2 1 4 117
mePL =g XXy Ty
17
On a donc p; = 35
2. Soit n € N*.
(By, By,) est un systéme complet d’événements.
Donc, d’aprés la formule des probabilités totales, P(By,+1) = Pp, (Bn+1)P(By) + Pﬁ(BnH)P(Bin).

2 4
Alors en tenant compte des conditions de tirage, on a p,+1 = =Pn + 5(1 — Dn)-
6 4
Done, Vn € N*. ppi1 = ——pn + =
onc, Vn Prt1 = ~3ePn t -
6 4
3. Vn € N*, Pn+1 = —gpn + ?
Donc (py)nen+ est une suite arithmético-géométrique.
6 4 20
On résout ’équation [ = —gl + - et on trouve [ = TR
On consideére alors la suite (uy,)nen+ définie par : Vn € N* | u, =p, — L.
6 6 n—1
(un)nen+ est géométrique de raison ~35 donc, Vn € N*, u,, = <35) uy.
17 20 3
O =p—l=——-——=——.
rhe=n 35 41 1435
) déduit Vn e N* + 1, c’est-a-di 3 0 "*1+20
n en déduit que, Vn n = Up + [, Cest-a-dire p, = ——— [ — = —.
ane P P =135 \ " 35 11
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EXERCICE 109 probabilités

Enoncé exercice 109

Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n et deux boules noires numérotées 1 et 2.
On effectue le tirage une & une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.

On suppose que tous les tirages sont équiprobables.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer la loi de Y.

Corrigé exercice 109

1. X(Q) =1[1,3].
Vi € [1,n], on note B; la i®° boule blanche.
Vi € [1,2], on note N; la i€ boule noire.
On pose E = {By, Bs, ..., By, N1, Na}.
Alors ) est 'ensemble des permutations de E et donc card(Q2) = (n + 2)!.

(X =1) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est blanche.
On a donc n possibilités pour le choix de la premiére boule blanche et donc (n + 1)! possibilités pour les

tirages restants.

X 1!
Done P(X = 1) = "Xt n

(n+2)! n+2
(X = 2) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est noire et la
seconde est blanche.
On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis n possibilités pour la seconde boule et enfin n!
possibilités pour les tirages restants.

2 ! 2
Done P(X = 2) = 22X x (Wt n .
(n+2)! (n+1)(n+2)
(X = 3) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule et la seconde boule sont
noires.

On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis une seule possibilité pour la seconde et enfin n!

possibilités pour les boules restantes.
2x1 ! 2
Donc P(X =3) = x1x (n) = .
(n+2)! (n+1)(n+2)

Autre méthode :
Dans cette méthode, on ne s’interesse qu’aux "premiéres" boules tirées, les autres étant sans importance.
X (@) =[1,3].

(X =1) est ’événement : "obtenir une boule blanche au premier tirage".

nombre de boules blanches n
D P(X=1)= = .
one P( ) nombre de boules de 'urne  n + 2

(X = 2) est ’événement : "

tirage".

obtenir une boule noire au premier tirage puis une boule blanche au second

2 2
Dou P(X =2) = x = n , les tirages se faisant sans remise.
n+2 n+l (+2)(n+1)

(X = 3) est ’événement : "obtenir une boule noire lors de chacun des deux premiers tirages puis une boule

blanche au troisiéme tirage".
1 2
Dot P(X =3) = —— x —— X n_ ———— les tirages se faisant sans remise.
n+2 n+l n @nm+2)(n+1)
2.Y(QY) =[1,n+1].
Soit k € [1,n+ 1].
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L’événement (Y = k) correspond aux tirages des (n + 2) boules ot les (k — 1) premiéres boules tirées ne
sont ni By ni Ny et la k™ boule tirée est By ou Nj.

On a done, pour les (k — 1) premiéres boules tirées , ) choix possibles de ces boules et (k — 1)!

n
kE—1
possibilités pour leur rang de tirage sur les (k — 1) premiers tirages, puis 2 possibilités pour le choix de la
ki®me houle et enfin (n + 2 — k)! possibilités pour les rangs de tirage des boules restantes.

) k1) x2x (2R 22— k)

k-1 (n—k+1)!
Donc P(Y = k) = —
(n+2)! (n+2)!

2(n+2—-k)

(n+1(n+2)

Donc P(Y =k) =

Autre méthode :
Y(Q)=[1,n+1].
On note Ay ’événement " une boule ne portant pas le numéro 1 est tirée au rang k".

Soit k € [1,n+1]. o
On a: (Y:k):AlﬁAgﬁ....ﬂAk,l N Ag.

Alors, d’aprés la formule des probabilités composées, o
P(Y = k) = P(A1)Pa,(A2)...Pa,nasn..n Ao (Ak—1)Pa,nasn...na,_: (Ak).

n n—1 n—2 n—(k—2) 2

PY =k)=

s B I el ey OOl Frprugss py A Sl P iy
n n—1 n-—2 n—k+2 2

Py )_n+2xn+lx n X"'ank+4xn—k+3.

o n! (n—k+2)!
PY =0 =205 e
P = k) = 2(n —k+2)

CEICES
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EXERCICE 112 probabilités

Enoncé exercice 112

Soit n € N* et E un ensemble possédant n éléments.
On désigne par P(FE) 'ensemble des parties de E.

1.
2.
3.

Déterminer le nombre a de couples (A, B) € (P(E))” tels que A C B.

Déterminer le nombre b de couples (A4, B) € (P(E))” tels que AN B = 0.

Déterminer le nombre ¢ de triplets (4, B,C) € (P(E))® tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et
vérifient AUBUC = E.

)
)2

Corrigé exercice 112

1.

On note F = {(A, B)e (P(E)? JAcC B}.

Soit p € [0,n]. On pose F, = {(A,B) € (P(E))® / A C BetcardB :p}.
Pour une partie B & p éléments donnée, le nombre de parties A de F telles que A C B est card P(B) = 2P.

De plus, on a (;) possibilités pour choisir une partie B de E & p éléments.

On en déduit que : Vp € [0,n], card F), = (;)2[)'

n
Or F = |J F, avec Fy, F1, ..., F,, deux & deux disjoints.
p=0
n

Donc a = card F = Z card F, = Z <n> 2P = 3", d’apreés le binéme de Newton.
p=0 p=0 p

Conclusion : a = 3".

Autre méthode :
Le raisonnement suivant (corrigé non détaillé) permet également de répondre a la question 1.

Notons encore F' = {(A,B) e(P(E))? JAcC B}.

A tout couple (A, B) de F, on peut associer 'application ¢ A,p définie par :
E — {1,2,3}

) 1 si reA
PAB: o 2 si x¢AetxeB
3 si x¢ B

On note A (E,{1,2,3}) ensemble des applications de E dans {1,2,3}.

F — A(E,{1,2,3})

(A,B) — @an est bijective.

Alors 'application O :

Le résultat en découle.

A@ B e@®) janB=0} ={(4B)e (PE) /AcB}.

Or card {(A, B) € (P(E))*> JAC E} = card {(A,B) e (P(E))> JACB
= card {(A,C) e (P(E)* /AcCC

Donc b = a.

Compter tous les triplets (A, B, C) tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et tels que
AU BUC = E revient a compter tous les couples (A, B) tels que AN B = () car, alors, C est
obligatoirement égal & AU B.

En d’autres termes, ¢ = card {(A7 B)e (P(E))? /JANB = @} =b=3".

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 165


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

	Exercice 2
	Correction exercice 2

