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Chapitre 2 : Structures algébriques

Chaptal

1 Arithmétique dans Z

1.1 Révision de sup sur la division euclidienne et les congruences

Théorème 1.1.1 (Division eucldienne) Soit (a, b) ∈ Z × N∗ Il existe un unique couple (q, r) ∈ Z × N
tel que {

a = bq + r
0 ≤ r < b

.

q est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

Définition 1.1.1 (Congruences) Soit n ∈ Z. Deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo n, noté
a ≡ b[n], s’il existe un entier k tel que a = b+ kn.
Autrement dit, a ≡ b[n] si et seulement si : a− b ∈ nZ = {nk, k ∈ Z}.

Proposition 1.1.1 (Congruence et opérations) Soient a, a′, b, b′ ∈ Z et m, n ∈ N?.

1. Si a ≡ b[n] et a′ ≡ b′[n], alors a+ a′ ≡ b+ b′[n].

2. Si a ≡ b[n] et a′ ≡ b′[n], alors aa′ ≡ bb′[n].

3. Si a ≡ b[n] et m ∈ Z, alors am ≡ bm[nm].

Exemple 1.1.1 Déterminer le chiffre des unités de 1365363.

1.2 L’ensemble Z/nZ
Soit n ∈ N.

Proposition 1.2.1 (La congruence est une relation d’équivalence) Soit n ∈ N. On définit sur Z la
relation binaire : aRnb si a ≡ b[n]. Alors Rn est une relation d’équivalence.

Démonstration :
� Elle est réfléxive : ∀a ∈ Z, a = a+ 0× n, donc a ≡ a[n].
� Elle est symétrique, car si a ≡ b[n], alors il existe k ∈ Z tel que a = b+kn, donc : b = a+(−k)n,

puis b ≡ a[n].
� Elle est transitive, car si a ≡ b[n] et b ≡ c[n], alors il existe k, k′ ∈ Z tels que a = b + kn et
b = c+ k′n. Ainsi a = c+ (k + k′)n et donc ; a ≡ c[n].

Définition 1.2.1 (Z/nZ) On note Z/nZ l’ensemble des classes d’équivalence de la relation Rn.
Si on note k, la classe d’équivalence de k, alors :
k = {x ∈ Z, x ≡ k[n]} = {..., k − 2n, k − n, k, k + n, k + 2n, ...} = {k + np, p ∈ Z} = k + nZ.
Autrement dit : a = b⇔ a ≡ b[n].



Exemple 1.2.1 Quelles sont les classes d’équivalence de 0 et n ?

Proposition 1.2.2 (Description de Z/nZ) Soit n ∈ N∗. L’ensemble Z/nZ possède n éléments et on a :
Z/nZ = {0, 1, ..., n− 1}.

Démonstration : Soit x ∈ Z/nZ. Soit k ∈ Z un représentant de x, c’est-à-dire : x = k. La division
euclidienne de k par n s’écrit k = nq + r, avec q dans Z et r dans [[0, n − 1]]. On a donc k ≡ r[n],
donc k et r sont dans la même classe d’équivalence, puis : x = r ∈ {0, 1, ..., n− 1}. Ainsi on a :
Z/nZ ⊂ {0, 1, ..., n− 1}. L’autre inclusion est immédiate, d’où Z/nZ = {0, 1, ..., n− 1}.
Cet ensemble comporte bien n élément car si on considère a, b ∈ [[0, n−1]] tels que a = b, alors il existe
k ∈ Z tel que a = b+ kn, soit a− b = kn. Or a− b est dans [[−(n− 1), n− 1]], donc |k|n = |a− b| < n.
Comme n est non nul, alors : |k| < 1 et comme |k| est un entier naturel, alors |k| = 0, puis k = 0, puis
a = b. Ainsi les éléments 0, 1, ..., n− 1 sont bien deux à deux distincts.

Remarque 1.2.1 1. Soit a ∈ Z. On a : n|a si et seulement si a = 0 dans Z/nZ.

2. Parfois, pour des raisons de symétrie, il peut être intéressant de considérer des représentants
négatif, par exemple : Z/(2m+ 1)Z =

Proposition 1.2.3 (Opérations sur Z/nZ) Sur Z/nZ, on pose les opérations :
� ∀x, y ∈ Z, x+ y = x+ y.
� ∀x, y ∈ Z, x× y = xy.

Les opérations + et × sont bien définies sur Z/nZ, c’est à dire que x + y et x × y ne dépendant pas
du représentant choisi dans les classe x et y.

Démonstration :

Exemple 1.2.2 1. Dans Z/7Z, montrer que x2 + y2 = 0 implique que x = y = 0.

2. Soit p un nombre premier supérieur ou égal à 5. Calculer dans Z/pZ :

p∑
k=1

k et

p∑
k=1

k
2
.



1.3 Révisions de sup sur les nombres premiers

Définition 1.3.1 (Nombres premiers) Un entier relatif n non nul est dit premier lorsqu’il admet exac-
tement quatre diviseurs , c’est-à-dire 1, −1, n et −n.

Remarque 1.3.1 1. 0 et 1 ne sont pas premiers.

2. Tout entier n ≥ 2 non premier admet au moins un diviseur premier p tel que p2 ≤ n (soit
p ≤
√
n). Par contraposée de la proposition précédente, si un nombre n n’admet pas de diviseurs

premiers inférieur ou égal à
√
n, alors il est premier.

Proposition 1.3.1 (Infinité de l’ensemble des nombres premiers) L’ensemble des nombres premiers est
infini. On notera P l’ensemble des nombre premiers.

Définition 1.3.2 (Valuation p-adique) Soient a ∈ Z? et p un nombre premier. Il existe un unique entier
naturel n tel que pn divise a et pn+1 ne divise pas a. L’entier n est appelé la valuation de p dans a et
est noté vp(a).

Théorème 1.3.1 (Décomposition en facteurs premiers) Tout entier n ≥ 2 admet une décomposition
en facteurs premiers, c’est-à-dire qu’il existe p1, p2, ..., pk des entiers premiers deux à deux distincts et

(α1, α2, ..., αk) ∈ (N∗)k tels que n = pα1
1 p

α2
2 ...p

αk
k =

k∏
l=1

pαll .

Autrement dit : n =
∏
p∈P

pvp(n) et cette décomposition est unique. La décomposition est unique à l’ordre

près des facteurs.

Exemple 1.3.1 Soit m ∈ N∗ tel que 2m + 1 soit un nombre premier. Montrer que m est une puissance
de 2.

Proposition 1.3.2 (Critère de divisibilité à l’aide de la valuation) Si n = pα1
1 p

α2
2 ...p

αk
k et

m = pβ11 p
β2
2 ...p

βk
k , avec p1, p2, ..., pk des entiers premiers deux à deux distincts. Alors n|m si et seulement

si
Autrement dit : ∀p ∈ P ,

Exemple 1.3.2 1. Avec les notations précédentes, le nombre de diviseurs de n vaut donc :

2. Soient a, b ∈ N∗. Montrer que a2|b2 implique que : a|b.



1.4 Révisions de sup sur le PGCD, le PPCM et applications

1.4.1 PGCD

Définition 1.4.1 (Diviseurs communs) Soit (a, b) ∈ (N∗)2. Tout entier non nul d vérifiant d|a et d|b
est appelé diviseur commun de a et b. On note Div(a, b) l’ensemble des diviseurs communs dans N∗
de a et b.

Définition 1.4.2 (PGCD) Soit (a, b) ∈ (N∗)2. Le plus grand élément de Div(a, b) est appelé pgcd de a
et b. On le note pgcd(a, b) ou a ∧ b.

Remarque 1.4.1 1. Nous verrons dans la remarque 4.7.5 une autre définition du PGCD.

2. On a a|b⇔ a ∧ b = a.

Proposition 1.4.1 (Expression du PGCD avec les valuations) Soient p1, p2, ..., pk des entiers premiers
deux à deux distincts et (α1, α2, ..., αk) ∈ Nk et (β1, β2, ..., βk) ∈ Nk tels que a = pα1

1 p
α2
2 ...p

αk
k et

b = pβ11 p
β2
2 ...p

βk
k . Alors a ∧ b =

Autrement dit a ∧ b =
∏
p∈P

Proposition 1.4.2 (Lien entre les diviseurs du PGCD et les diviseurs d’un couple) Soient
a, b ∈ Z. On a : Div(a) ∩Div(b) = Div(a ∧ b).

Définition 1.4.3 (Couple d’entiers premiers entre eux) Soient a et b deux entiers. On dit qu’ils sont
premiers entre eux si a∧ b = 1, ce qui siginifie que les seuls diviseurs communs de a et b sont 1 et −1.

Remarque 1.4.2 Si d = a ∧ b, si et seulement si il existe donc a′ et b′ dans Z∗ tels que a = da′ et
b = db′ et on a : a′ ∧ b′ =

Proposition 1.4.3 (Algorithme d’Euclide) Soit (a, b) ∈ (N∗)2. Soit r le reste de la division euclidienne
de a par b. Alors on a : a ∧ b = b ∧ r.

Soit (a, b) ∈ (N∗)2. On veut calculer a ∧ b. Pour ceci nous allons appliquer l’algorithme d’Euclide :
on forme une suite d’entier r0, r1, r2, r3, ... en commençant par r0 = a et r1 = b. Pour k dans N∗, on
suppose les deux entiers naturels non nuls rk−1 et rk construits. On note rk+1 le reste de la division
euclidienne de rk−1 par rk (rk−1 = qk+1rk + rk+1 avec qk+1 un entier) et nous avons : 0 ≤ rk+1 < rk. De
plus grâce à la proposition précédente, nous avons : rk−1∧rk = rk∧rk+1. La suite d’entiers r0, r1, r2, r3, ...
est strictement décroissante et donc il existe k0 tel que : rk0 > 0 et rk0+1 = 0. Ainsi on a : rk0|rk0−1 et
donc : rk0 ∧ rk0−1 = rk0 . Or nous avons : a∧ b = r0 ∧ r1 = r1 ∧ r2 = ... = rk ∧ rk−1 = ...rk0 ∧ rk0−1 = rk0 .
Ainsi le pgcd de a et b est le dernier reste non nul de la succession de divisions euclidiennes que l’on a
effectuées.

Définition 1.4.4 (PGCD d’une famille d’entiers) L’entier a1 ∧ · · · ∧ an est le plus grand commun di-
viseur des entiers a1, . . . , an, soit max(Div(a1) ∩ ... ∩Div(an)).

Exemple 1.4.1 28 ∧ 42 ∧ 98 = 14, car 28 = 14× 2, 42 = 14× 3 et 98 = 14× 7.

Définition 1.4.5 (Entiers premiers entre eux dans leur ensemble) Si le pgcd de a1, . . . , an vaut 1, alors
ces entiers sont premiers entre eux dans leur ensemble.



1.4.2 Applications du PGCD

Proposition 1.4.4 (Relation de Bézout) Soient a, b ∈ Z? et on pose d = a ∧ b. Il existe deux entiers
u, v tels que d = au+ bv. De plus, {am+ bn, (m,n) ∈ Z2} = dZ.

Exemple 1.4.2 Soient n,m ∈ N∗. Déterminer Un ∩ Um, avec Un = {z ∈ C, zn = 1}.

Théorème 1.4.1 (Bézout) (Énoncé CCP 94) Soient a, b ∈ Z?. On a : a∧ b = 1 si et seulement s’il
existe m, n ∈ Z tels que 1 = ma+ nb.

Remarque 1.4.3 Pour trouver u et v dans les cas simples, on peut remonter à la main les calculs faits
dans l’algorithme d’Euclide.

Proposition 1.4.5 (Nombre premiers entre eux et divisibilité) 1. (Démo CCP 86) Soient
a, b, p ∈ Z. Si a ∧ p = 1 et b ∧ p = 1, alors (ab) ∧ p = 1.

2. (Démo CCP 94) Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Soit c ∈ N. On a :
(a|c et b|c)⇔ ab|c.

Démonstration :

1. D’après le théorème de Bézout, il existe u1, v1, u2, v2 dans Z tels que u1p+ v1a = 1 et
u2p+v2b = 1. En multipliant ces deux relations, on a : (u1u2p+u1v2b+u2v1a)p+(v1v2)(ab) = 1.
Comme u1u2p+u1v2b+v2v1a et v1v2 sont dans Z, le théorème de Bézout nous dit que (ab)∧p = 1.

2. Prouvons : ab|c⇒ (a|c et b|c).
On suppose que : ab|c. Il existe donc k dans Z tel que c = kab ce qui donne c = (kb)a et
c = (ka)b, donc : a|c et b|c.
Prouvons : (a|c et b|c)⇒ ab|c.
On suppose que : (a|c et b|c). Ainsi il existe k1, k2 dans Z tels que c = k1a et c = k2b. Comme
a et b sont premiers entre eux, il existe u, v ∈ Z tels que : au + bv = 1, grâce au théorème de
Bézout. En multipliant cette relation par c, on a : cau + cbv = c, puis (k2b)au + (k1a)bv = c,
soit (k2u+ k1v)(ab) = c, donc ab|c. Ainsi : (a|c et b|c)⇔ ab|c.

Exemple 1.4.3 Soit (S) :

{
x ≡ 6[17]
x ≡ 4[15]

, dans lequel l’inconnue x appartient à Z.

1. (CCP 94)

(a) Déterminer une solution particulière x0 de (S) dans Z.

(b) En déduire la résolution dans Z du système (S).



2. Trouver u0, v0 ∈ Z tels que 15u0 + 17v0 = 1.

Proposition 1.4.6 (Relation de Bézout pour une famille d’entiers) Si d est le pgcd de a1, . . . , an, alors
il existe des entiers relatifs u1, . . . , un tels que a1u1 + · · ·+ anun = d.

Théorème 1.4.2 (Bézout pour une famille d’entiers) a1, . . . , an sont premiers entre eux dans leur en-
semble si et seulement s’il existe des entiers relatifs u1, . . . , un tels que a1u1 + · · ·+ anun = 1.

Théorème 1.4.3 (Gauss) Soient a, b, c ∈ Z?. Si a|bc et a ∧ c = 1, alors a|b.

Exemple 1.4.4 1. (CCP 86) Soit p un nombre premier.

(a) Soit k ∈ [[1, p− 1]]. Montrer que p divise

(
p

k

)
k!, puis que p divise

(
p

k

)
.

(b) Montrer par récurrence que : ∀n ∈ N, np ≡ n[p].

(c) En déduire que pour tout n de N, si p ne divise pas n, alors np−1 ≡ 1[p] (Petit théorème de
Fermat).



2. Trouver tous les couples (u, v) ∈ Z2 tels que : 15u+ 17v = 6.

1.4.3 PPCM

Définition 1.4.6 (Multiples communs) Soit (a, b) ∈ Z2. Tout entier non nul m vérifiant a|m et b|m
est appelé multiple commun de a et b. On note Mul(a, b) l’ensemble des multiples communs dans N∗
de a et b non nuls.

Définition 1.4.7 Soit (a, b) ∈ (N∗)2. Le plus petit élément de Mul(a, b) est appelé ppcm de a et b. On
le note ppcm(a, b) ou a ∨ b.

Remarque 1.4.4 On a : a|b si et seulement si a ∨ b = b.

Proposition 1.4.7 (Expression du PPCM avec les valuations) Soient p1, p2, ..., pk des entiers premiers
deux à deux distincts et (α1, α2, ..., αk) ∈ Nk et (β1, β2, ..., βk) ∈ Nk tels que a = pα1

1 p
α2
2 ...p

αk
k et

b = pβ11 p
β2
2 ...p

βk
k . Alors a ∨ b =

Autrement dit a ∨ b =
∏
p∈P

Remarque 1.4.5 Soit (a, b) ∈ (N∗)2. Alors (a ∧ b)(a ∨ b) =

2 L’anneau K[X ]

Dans ce paragraphe, K désigne un corps inclus dans C (on verra plus tard que l’on appelle cela sous-
corps de C). On suppose acquise la construction de K[X] qui se fait de la même manière que C[X] ou
R[X].
Les notions de degré, de coefficients dominants ainsi que les opérations +, × et ◦ se définissent aussi
de la même façon.
Cela fait de (K[X],+,×) un anneau commutatif.
On le suppose intègre (on verra plus tard cette notion) :
∀P,Q,∈ K[X], PQ = 0⇒ (P = 0) ou (Q = 0).

On rappelle qu’un polynôme unitaire est un polynôme de coefficient dominant un.

2.1 Divisibilité et division euclidienne

Proposition 2.1.1 (Polynômes associés) Soient P,Q ∈ K[X]. On a (P |Q et Q|P ) si et seulement s’il
existe λ ∈ K∗ tel que P = λQ. Dans ce cas, on dit que P et Q sont associés.

Théorème 2.1.1 (Division euclidienne) Soient A et B deux polynômes sur K, avec B non nul. Il
existe un unique couple (Q,R) de polynômes sur K telles que

A = BQ+R et d◦R < d◦B.

C’est la division euclidienne de A par B. On appelle Q le quotient et R le reste.



Exemple 2.1.1 1. Déterminer tous les polynômes P ∈ K[X] tels que P (1) = −1 et P (−1) = 2.

2. Soient a, b ∈ N∗ et r le reste de la division euclidienne de a par b. Quel est le reste de la division
euclidienne de Xa − 1 par Xb − 1 ?

2.2 PGCD, PPCM

Notations : Soit A ∈ K[X].
� On note Div(A) l’ensemble des diviseurs de A.
� On note Mul(A) l’ensemble des multiples de A.

Proposition 2.2.1 ( Existence du PGCD et PPCM) 1. Il existe un unique polynôme nul ou uni-
taire D tel que

∀P ∈ K[X], (P |A et P |B)⇔ P |D.

Autrement dit D est le polynôme unitaire de plus haut degré de Div(A) ∩Div(B).

2. Il existe un unique polynôme M nul ou unitaire tel que que

∀P ∈ K[X], (A|P et B|P )⇔M |P.

Démonstration : Calquer la démonstration de sup sur R ou C. Nous verrons une autre preuve à la fin
du cours dans la paragraphe sur les idéaux.

Définition 2.2.1 (PGCD et PPCM) On reprend les notations de la proposition précédente :

1. Le polynôme D est le plus grand commun diviseur de A et B, noté A ∧B.

2. Le polynôme M est le plus petit commun multiple de A et B, noté A ∨B.

Exemple 2.2.1 Soit n ∈ N∗. Déterminer (Xn − 1) ∧ (X − 1)n.

Définition 2.2.2 (Polynômes premiers entre eux) Les polynômes A et B sont premiers entre eux si
A ∧B = 1.

Remarque 2.2.1 Si A ∧ B = D, alors il existe A1 et B1 dans K[X] tels que A = DA1 et B = DB1 et
A1 ∧B1 = 1.

Proposition 2.2.2 (Relation de Bézout) Soient A,B ∈ K[X]. On pose D = A ∧B.
Il existe U, V ∈ K[X] tels que AU +BV = D.



Démonstration : Calquer la démonstration de sup sur R ou C. Nous verrons à la fin du cours sur les
idéaux une autre preuve.

Théorème 2.2.1 (Théorème de Bézout) A ∧ B = 1 si et seulement s’il existe deux polynômes U, V
tels que AU +BV = 1.

Démonstration : Transposer la démonstration vue sur Z.

Remarque 2.2.2 (IMPORTANTE) L’algorithme d’Euclide vu sur Z est le même sur K[X].

Exemple 2.2.2 Soient A,B ∈ K[X] et U, V ∈ K[X] tels que AU + BV = D, avec D = A ∧ B.
Déterminer U ∧ V .

Théorème 2.2.2 (Théorème de Gauss) Soient (A,B,C) ∈ K[X]2 tels que A divise BC et
A ∧B = 1. Alors, A divise C.

Exemple 2.2.3 Soient m,n ∈ N∗ et (F,G) ∈ Cn[X]× Cm[X] avec d◦F = n et d◦G = m. Soit

φ :

{
Cm−1[X]× Cn−1[X] → Cm+n−1[X]

(U, V ) 7→ UF + V G
. Montrer que φ est un isomorphisme d’espaces vectoriels

si et seulement si : F ∧G = 1.

Définition 2.2.3 (PGCD d’une famille finie de polynômes) Soient A1, ..., An ∈ K[X] des polynômes
dont l’un au moins est non nul. On appelle plus grand commun diviseur (ou PGCD) de A1, ..., An le
diviseur commun unitaire de A1, ..., An de degré maximal. On note celui-ci A1 ∧ ... ∧ An.

Proposition 2.2.3 (Relation de Bézout) Soient n un entier supérieur ou égal à 2, A1, . . . , An une fa-
mille de n polynômes et D leur PGCD. Il existe des polynômes U1, . . . , Un tels que

A1U1 + · · ·+ AnUn = D.

Démonstration : Voir démonstration faite en sup.

Définition 2.2.4 (Premiers entre eux dans leur ensemble) Soient n un entier supérieur ou égal à 2,
A1, . . . , An une famille de n polynômes. Ces polynômes sont premiers entre eux dans leur ensemble si
leur PGCD vaut 1.

Théorème 2.2.3 (Théorème de Bézout) Soient n un entier supérieur ou égal à 2, A1, . . . , An une fa-
mille de n polynômes. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. Les polynômes A1, . . . , An sont premiers entre eux dans leur ensemble.

2. Il existe des polynômes U1, . . . , Un tels que A1U1 + · · ·+ AnUn = 1.

Démonstration : Voir démonstration faite en sup.



2.3 Polynômes irréductibles

Définition 2.3.1 (Polynômes irréductibles) Un polynôme A de K[X] est dit irréductible dans K[X]
lorsque :

1. d◦A ≥ 1 (c’est-à-dire A est non constant).

2. Les seuls diviseurs de A sont les polynômes constants et les polynômes associés à A (les poly-
nômes de la forme λA avec λ dans K∗).

Lemme 2.3.1 Tout polynôme non constant admet au moins un diviseur irréductible.

Démonstration : Soit P un polynôme non constant. L’ensemble des degrés des diviseurs non constants
de P est une partie non vide de N∗ (il contient d◦(P ), car P divise P ), qui possède donc un plus petit
élément n0. Soit D0 un diviseur de P de degré n0, prouvons que D0 est irréductible.
Un diviseur de D0 non constant et non associé à D0 serait un diviseur de P de degré strictement
inférieur à n0, ce qui contredit la définition de n0. Par conséquent D0 est irréductible.

Théorème 2.3.1 (Décomposition d’un polynôme comme produit d’irréductibles) Tout polynôme non
constant se décompose comme produit de facteurs irréductibles. La décomposition est unique, sauf à
changer un facteur en un facteur associé ou à modifier l’ordre des facteurs.
On peut affirmer de façon équivalente que tout polynôme non constant A se décompose de façon unique
comme le produit d’un scalaire par un produit de polynômes unitaires irréductibles :

A = λP n1
1 ...P nk

k ,

avec λ ∈ K∗, P1, ..., Pk des polynômes unitaires irréductibles deux à deux non associés et n1, ..., nk dans
N∗. Ici λ est le coefficient dominant de A.

Démonstration :

1. Existence. Effectuons une récurrence forte sur le degré. L’initialisation est triviale : un polynôme
de degré 1 est irréductible.

Supposons que tout polynôme de degré inférieur à n non constant se décompose comme produit
de facteurs irréductibles. Soit P un polynôme non constant de degré n+ 1.
� Si P est irréductible, alors il est produit d’un seul facteur irréductible.
� Supposons P non irréductible. Il existe deux polynômes Q et R non constants tels que
P = QR. Étant non constants et diviseurs de P , ils sont de fait de degré inférieur ou égaux
à n. En appliquant l’hypothèse de récurrence à Q et à R, on obtient leur décomposition en
produit de facteurs irréductibles. Il s’ensuit que P = QR est lui-même produit de facteurs
irréductibles.

Ceci achève la récurrence.

2. Unicité. Supposons que P admette deux décompositions

P = λ
r∏
i=1

Qi = µ
s∏
j=1

Rj,

où les Pi et Qj sont irréductibles (les Pi et les Qj peuvent être répétés dans la décomposition).

Tout d’abord, les Pi et Qj étant unitaires, il est immédiat que λ = µ (c’est le coefficient dominant
de P ). Sans nuire à la généralité, on peut supposer r ≤ s.

Supposons maintenant que P1 ne divise aucun des Qj. Ce P1 étant irréductible, ceci implique
qu’il est premier avec tous les Qj.

Montrons par récurrence que P1 est premier avec tous les

j∏
k=1

Qk, pour j dans [[1, r]].

Pour j = 1, c’est clair.

Soit j ∈ [[1, r− 1]] et on suppose P1 premier avec

j∏
k=1

Qk. Comme P est premier avec Qj+1, alors



on a les deux relation de Bézout suivantes : P1U +

j∏
k=1

QkV = 1 et P1T + Qj+1W = 1, avec

T, U, V,W ∈ K[X]. En multipliant ces deux relations, on a :

P1(P1UT +UQj+1W +T

j∏
k=1

QkV )+

j+1∏
k=1

QkVW = 1. Donc P1 premier avec

j+1∏
k=1

Qk, ce qui achève

la récurrence.

Ainsi pour j = r, P1 est premier avec le produit
r∏

k=1

Qk, à savoir P : absurde.

Par conséquent P1 divise un des Qj. Quitte à renuméroter les Qj, on peut supposer que P1|Q1.
Or Q1 est irréductible et P1 n’est pas constant, donc P1 = Q1 (leurs deux coefficients dominants
valent un). Ceci permet d’obtenir

r∏
i=2

Qi =
s∏
j=2

Rj.

On effectue ensuite une récurrence finie sur le nombre r de facteurs de la première décomposition,
afin d’obtenir après simplification par P2, . . . , Pr :

1 =
s∏

j=r+1

Qj.

Cette égalité n’est possible que pour r = s. On a finalement obtenu que les Pi et Qj sont égaux,
à renumérotation près. L’unicité de la décomposition est finalement établie.

Remarque 2.3.1 Soient A,B ∈ K[X], non nuls. On suppose que A = λP n1
1 ...P nk

k et B = µPm1
1 ...Pmk

k ,
avec n1, ..., nk,m1, ...,mk dans N et P1, ..., Pk des polynômes unitaires irréductibles deux à deux non
associés. Alors :

� B|A⇔ ∀i ∈ [[1, k]], mi ≤ ni.

� A ∧B = P
min(n1,m1)
1 ...P

min(nk,mk)
k .

� A ∨B = P
max(n1,m1)
1 ...P

max(nk,mk)
k .

Nous rappelons comment les résultats précédents s’adaptent sur R ou C :

Proposition 2.3.1 (Polynômes irréductibles et décomposition sur C) 1. Les polynômes irréductibles
de C[X] sont les polynômes de degré un.

2. Soit A polynôme non constant de C[X] avec n = d◦A (qui est dans N∗). Alors il existe une

unique décomposition à l’ordre près de A sous la forme λ
r∏
i=1

(X − αi)ki, où λ est le coefficient

dominant de A, les αi sont les racines deux à deux distinctes de A et ki est l’ordre de multiplicité
de αi.

Proposition 2.3.2 (Polynômes irréductibles et décomposition sur R) 1. Les polynômes irréductibles
de R[X] sont les polynômes de degré un et les polynômes de degré deux ayant un discriminant
strictement négatif.

2. Soit A ∈ R[X] non constant. Alors A s’écrit sous la forme

λ

r∏
i=1

(X − αi)ki
s∏
i=1

(X2 + biX + ci)
li, où α1, ..., αr dans R deux à deux distincts, les polynômes

réels X2 + biX + ci sont deux à deux disctincts et à discriminant strictement négatif et les ki
et li sont des entiers naturels non nuls.

Remarque 2.3.2 Soit α ∈ C. On a : (X−α)(X−α) = qui est un polynôme
réel. Ainsi une méthode pour factoriser un polynôme réel consiste à le factoriser dans C[X] et de
regroupes les termes conjugués.



Exemple 2.3.1 1. Dans C[X], on a : Xn − 1 =

2. Le polynôme X3 + 3X2 + 2 est-il irréductible dans Q[X] ?

3. (a) Le polynôme 4X8 + 4 est-il irréductible dans R[X] ? S’il ne l’est pas décomposez-le dans
R[X].

(b) Décomposer ce polynôme dans C[X] et en déduire cos
(π

8

)
.



2.4 Révision de sup sur les fractions rationnelles

Ici K = R ou K = C.

Définition 2.4.1 (Degré) Si F =
P

Q
, avec P,Q ∈ K[X] est non nulle, alors deg(P ) − deg(Q) est

indépendant du représentant choisi. Cette quantité est le degré de F . Par convention, deg(0) = −∞.

Proposition 2.4.1 (Partie entière) Il existe E,P1, Q1 ∈ K[X] et F1 ∈ K(X) tels que

F = E + F1 = E +
P1

Q1

et deg(F1) < 0, soit deg(P1) < deg(Q1). E est la partie entière de F .

Définition 2.4.2 (Pôle) Soit F ∈ K(X) de forme irréductible
P

Q
. Les racines de Q sont les pôles de F .

Si α est une racine d’ordre k de Q, on dit que α est un pôle d’ordre k de F .

Proposition 2.4.2 (Décomposition en éléments simples dans C(X)) Soit F ∈ C(X) et

(αk)1≤k≤n ∈ Cn les pôles de F d’ordres (rk)1≤k≤n. F s’écrit de manière unique F = E+
n∑
k=1

rk∑
j=1

λk,j
(X − αk)j

,

où E est la partie entière de F et pour tout k ∈ [[1, n]],

rk∑
j=1

λk,j
(X − αk)j

est la partie polaire de F relative

à αk. C’est sa décomposition en éléments simples.

Proposition 2.4.3 (Dérivée logarithmique) Si P = λ

p∏
k=1

(X − αk)nk , alors
P ′

P
=

p∑
k=1

nk
X − αk

.

Exemple 2.4.1 Déterminer les polynômes Pde C[X] non constants tel que P ′|P .

Proposition 2.4.4 (Décomposition en éléments simples dans R(X)) Soit F =
P

Q
une fraction ration-

nelle à coefficients réels, écrite sous forme irréductible. Notons

Q = λ

p∏
k=1

(X−αk)rk
q∏

k=1

(X2 +βkX+γk)
sk la factorisation de Q en produits de polynômes irréductibles

dans R[X]. Alors F s’écrit de manière unique

F = E +

p∑
k=1

rk∑
j=1

λk,j
(X − αk)j

+

q∑
k=1

sk∑
j=1

ck,jX + dk,j
(X2 + βkX + γk)j

,

où E est la partie entière de F et les λk,j, ck,j, dk,j sont des réels. C’est la déomposition en éléments
simples de F dans R(X).

La proposition suivante est valable pour K = R ou K = C :

Proposition 2.4.5 (Coefficient d’un pôle simple) Si F = P/Q ∈ K(X) et α est racine simple de Q,

alors Q = (X−α)S, avec S(α) 6= 0 et le coefficient de
1

X − α
dans la décomposition en élément simple

de F :
P (α)

S(α)
=
P (α)

Q′(α)
.



3 Groupes

3.1 Groupes et sous-groupes

3.1.1 Groupes

Définition 3.1.1 (Groupe) Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne ∗
(∀x, y ∈ G, x ∗ y ∈ G).
On dit que G a une structure de groupe si :

� La loi ∗ est associative : ∀x, y, z ∈ G, x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z.
� La loi ∗ est munie d’un élément neutre e ∈ G : ∀x ∈ G, x ∗ e = e ∗ x = x.
� Tout élément x de G possède un symétrique ou inverse : ∃x′ ∈ G, x ∗ x′ = x′ ∗ x = e.

On note x−1 = x′.
On dit que la loi ∗ est commutative si : ∀x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗ x) et dans ce cas, le groupe est dit
commutatif ou abélien.

Remarque 3.1.1 1. Il y a unicité de l’élément neutre et de l’inverse de chaque élément.

2. Lorsque le groupe est commutatif, la loi de composition interne peut être notée +. Dans ce cas
l’inverse de x se note −x.

3. On a : ∀x, y ∈ G, (x ∗ y)−1 = y−1 ∗ x−1.

4. On note parfois xy l’opération x ∗ y.

5. On note xm = x ∗ x ∗ ... ∗ x, m fois et si le groupe est additif, on note mx = x+ x+ ...+ x, m
fois.

6. Comme G n’est pas forcément commutatif, en général pour x, y ∈ G, on a : (x ∗ y)m 6= xm ∗ ym.

Exemple 3.1.1 1. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q∗,×), (Q∗+,×), (R∗,×), (R∗+,×), (C∗,×),
(U,×), (Un,×) sont des groupes. Ils sont tous commutatifs.
(Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) admettent 0 pour élément neutre et pour x dans l’un de ces
groupes, l’inverse est −x.
(Q∗,×), (Q∗+,×), (R∗,×), (R∗+,×), (C∗,×), (U,×), (Un,×) admettent 1 pour élément neutre
et pour x dans l’un de ces groupes, l’inverse est 1/x.

2. Soit X un ensemble. On note SX l’ensemble des bijections de X dans lui-même (appelées aussi
permutations de X). Alors (SX , ◦) a une structure de groupe pour la composition. On rappelle
que si f et g sont deux bijections de X dans X, alors f ◦ g et f−1 le sont aussi. Ici l’élément
neutre est IdX : x 7→ x.
Si X = [[1, n]], on note Sn l’ensemble des permutations de [[1, n]].

3. (GLn(K), .) est un groupe de matrices pour la multiplication matricelle , d’élément neutre In.

4. GL(E), avec E un espace vectoriel, d’élément neutre IdE.

5. Soit a ∈ G. Que dire de ϕa :

{
G → G
x 7→ ax

et de ψ :

{
G → G
x 7→ x−1

?

Proposition 3.1.1 (Le groupe Z/nZ) Soit n ∈ Z, alors (Z/nZ,+) est un groupe commutatif.

Démonstration : La proposition 1.2.3 nous dit que la loi + est bien définie et que c’est un loi de
composition interne.



� Soient x, y, z ∈ Z. Comme la loi + est associative sur Z, alors : (x + y) + z = x+ y + z =
(x+ y) + z = x+ (y + z) = x+ y + z = x+ (y + z).

� L’élément neutre est :
� Soit x ∈ Z, alors l’inverse de x est :

Ce groupe est commutatif, car ∀x, y ∈ Z, x+ y = x+ y = y + x = y + x.

Remarque 3.1.2 1. On note −x = −x, en tant qu’inverse de x pour une loi additive.

2. x+ ...+ x︸ ︷︷ ︸
k fois

= x+ ...+ x︸ ︷︷ ︸
k fois

se note kx et donc kx = kx.

Définition 3.1.2 (Produit fini de groupes) Soient (G1, ∗1),...,(Gn, ∗n) n groupes. Soit ∗ la loi de com-
position interne définie sur G1 × ...×Gn par :
∀(g1, h1, ..., gn, hn, ) ∈ G2

1 × ...×G2
n, (g1, ..., gn) ∗ (h1, ..., hn) = (g1 ∗1 h1, ..., gn ∗n hn).

(G1 × ...×Gn, ∗) est le groupe produit de G1, ..., Gn.

Remarque 3.1.3 L’élément neutre est (eG1 , ..., eGn) et (g1, ..., gn)−1 = (g−11 , ..., g−1n ).

3.1.2 Sous-groupes

Définition 3.1.3 (Sous-groupe) Une partie H d’un groupe (G, ∗) est un sous-groupe de G lorsqu’elle
vérifie les assertions suivantes :

� e ∈ H, avec e l’élément neutre de G.
� H est stable pour ∗ : ∀x, y ∈ H, x ∗ y ∈ H.
� Le symétrique de tout élément de H est encore dans H : ∀x ∈ H, x−1 ∈ H.

Remarque 3.1.4 ATTENTION, dire que H est un sous-groupe ne veut rien dire. Il faut préciser de
quel groupe on est un sous-groupe.

Proposition 3.1.2 (Caractérisation des sous-groupes) Soit H une partie d’un groupe (G, ∗). H est un
sous-groupe de G si et seulement si :

� e ∈ H.
� ∀x, y ∈ H, x ∗ y−1 ∈ H.

Exemple 3.1.2 1. Montrer que l’ensemble des matrices réelles triangulaires supérieures U+ n’ayant
que des un sur la diagonale est un sous-groupe de (GLn(C),×).

2. Soit (G, ∗) un groupe. Montrer que Z(G) = {g ∈ G, ∀x ∈ G, xg = gx} est un sous-groupe de
G.



3.1.3 Intersection de groupes, groupe engendré par une partie

Proposition 3.1.3 (Intersection de sous-groupes) Soit (Hi)i∈I une famille (finie ou infinie) de sous-

groupes d’un groupe (G, ∗). Alors
⋂
i∈I

Hi est sous-groupe de G.

Démonstration : •
⋂
i∈I

Hi est inclus dans G.

• Comme les Hi pour i dans I sont des sous-groupes, alors : ∀i ∈ I, eG ∈ Hi, puis eG ∈
⋂
i∈I

Hi.

• Soient x, y ∈
⋂
i∈I

Hi. Ainsi x et y sont dans tous les Hi pour i dans I, qui sont des sous-groupes de

G, donc : ∀i ∈ I, xy−1 ∈ Hi, puis xy−1 ∈
⋂
i∈I

Hi.

Remarque 3.1.5 Attention, la réunion de sous-groupes n’est pas en général pas un sous-groupe. Par
exemple G1 = {2k, k ∈ Z} = 2Z et G2 = {3k, k ∈ Z} = 3Z sont des sous-groupes de (Z,+), mais
G1∪G2 n’est pas un sous-groupe de (Z,+). En effet 2 est dans G1, 3 est dans G2, mais 2 + 3 = 5 n’est
pas dans G1 ∪G2, donc ce dernier ensemble n’est pas stable par addition.

Définition 3.1.4 (Sous-groupe engendré par une partie) Soit (G, ∗) un groupe et A une partie de G.
L’intersection de tous les sous-groupes de G contenant A est un sous-groupe de G, appelé sous-groupe

engendré par A et noté 〈A〉. Ainsi 〈A〉 =
⋂

H sous-groupe de G
A⊂H

H.

Proposition 3.1.4 (Caractérisation du sous-groupe engendré par A) Soit (G, ∗) un groupe et A une
partie de G. Alors 〈A〉 est, au sens de l’inclusion, le plus petit sous-groupe de G contenant A.
Autrement dit, si H est un sous-groupe de G tel que A ⊂ H, alors 〈A〉 ⊂ H.

Démonstration : • D’après le théorème d’intersection 〈A〉 est est bien un sous-groupe de G et il
contient A par construction.
• Soit H un sous-groupe de G contenant A. Puisque 〈A〉 est l’intersection de tous les sous-groupes de
G contenant A, on a 〈A〉 ⊂ H. Ainsi 〈A〉 est contenu dans tout sous-groupe contenant A, c’est donc
bien le plus petit au sens de l’inclusion.

Définition 3.1.5 (Partie génératrice) Soit A une partie de G. On dit que A engendre G si 〈A〉 = G.

Remarque 3.1.6 1. 〈∅〉 = {eG}.
2. Si A est non-vide alors on peut montrer que

〈A〉 = {αε11 ∗ · · · ∗ αεnn , n ∈ N∗, (α1, . . . , αn) ∈ An, (ε1, ..., εn) ∈ {1,−1}n} .

En d’autres termes 〈A〉 est l’ensemble des éléments de G qui sont des produits finis d’éléments
de A ou d’inverses d’éléments de A. Ce sont toutes les combinaisons possibles d’opérations
effectuées à partir d’éléments de A.

Exemple 3.1.3 Montrer que A =


1 u 0

0 1 0
0 0 1

 ,

1 0 0
0 1 v
0 0 1

 ,

1 0 w
0 1 0
0 0 1

 , u, v, w ∈ C

 est une par-

tie génératrice du groupe (U+,×) des matrices complexes triangulaires supérieures avec que des un sur
la diagonale.



3.1.4 Les sous-groupes du groupe (Z,+)

Proposition 3.1.5 (Sous-groupes de Z) Pour n ∈ Z, l’ensemble nZ = {nk, k ∈ Z} des multiples de n
est un sous-groupe de (Z,+). De plus, tout sous-groupe de (Z,+) est de cette forme.

Démonstration :

3.2 Morphisme de groupe

3.2.1 Définition et exemples

Définition 3.2.1 (Morphisme de groupes) Soient (G, ∗) et (H,>) deux groupe et une application
f : G→ H. On dit que f est un morphisme de groupe si ∀(x, y) ∈ G2, f(x ∗ y) = f(x)>f(y).
On note en général f : (G, ∗)→ (H,>) un morphisme entre (G, ∗) et (H,>).

Proposition 3.2.1 Soit (G, ∗) et (H,>) deux groupes de neutres respectifs eG et eH . Soit
f : G→ H un morphisme de groupes. Alors :

1. f(eG) = eH .

2. ∀x ∈ G, f(x)−1 = f(x−1).

Remarque 3.2.1 La composition de morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

Exemple 3.2.1 1. f : (R,+)→ (R∗+,×), x 7→ ex, est un morphisme de groupes.
En effet : ∀x, y ∈ R, f(x+ y) = ex+y = exey = f(x)× f(y).

2. g : (C,+)→ (C,+), z 7→ z̄, est un morphisme de groupes .
En effet : ∀z, z′ ∈ C, g(z + z′) = z + z′ = z̄ + z̄′ = g(z) + g(z′).

3. Le déterminant det : (GLn(C),×) 7→ (C∗,×) est un morphisme de groupes.
En effet : ∀M,N ∈ GLn(C), det(M ×N) = det(M)× det(N).



4. (a) Déterminer les morphismes de groupes f : (Z,+)→ (R,+)

(b) Déterminer les morphismes de groupes g : (Q,+)→ (R,+)

(c) Déterminer les morphismes de groupes h : (R,+)→ (R,+) qui sont continus.

3.2.2 Image et noyau d’un morphisme

Proposition 3.2.2 (Image directe et image réciproque de sous-groupes par un morphisme) L’image di-
recte et l’image réciproque de sous-groupes par un morphisme de groupes sont des sous-groupes.
Plus précisément soit f : (G, ∗) → (H,>) un morphisme de groupes, et G′ et H ′ des sous-groupes de
G et H respectivement. Alors f(G′) est un sous-groupe de H et f−1(H ′) est un sous-groupe de G.

Définition 3.2.2 (Noyau et image d’un morphisme) Soit f : (G, ∗)→ (H,>) un morphisme de groupes.

1. On appelle noyau de f , noté Ker (f), l’ensemble des antécédents par f de eH dans G :

Ker (f) = f−1({eH}) = {x ∈ G ; f(x) = eH}.

C’est d’après la proposition précédente un sous-groupe de G.

2. On appelle image de f , noté Im (f), l’ensemble des images par f des éléments de G :

Im (f) = f(G) = {y ∈ H ; ∃x ∈ G, y = f(x)}.

C’est d’après la proposition précédente un sous-groupe de H.



Remarque 3.2.2 Un noyau n’est jamais vide. En effet, il contient toujours eG, car f(eG) = eH .

Exemple 3.2.2 Considérons l’application déterminant det : (GLn(C),×)→ (C∗,×), réalisant un mor-
phisme de groupes multiplicatifs.
Son noyau Ker (det) = SLn(C) est constitué des matrices de déterminant 1, il est appelé groupe spécial
linéaire.

Proposition 3.2.3 (Caractérisation des morphismes injectifs/surjectifs) Soit
f : (G, ∗)→ (H,>) un morphisme de groupes.

1. f est injective si et seulement si Ker (f) =

2. f est surjective si et seulement si Im (f) =

Exemple 3.2.3 Soit f : z 7→ ez le morphisme de groupe de (C,+) dans (C∗,×). Est-il surjectif ? Quel
est son noyau ? Est-il injectif ?

Définition 3.2.3 (Isomorphisme, automorphismes de groupes) Soit (G, ∗) et (H,>) deux groupes. Un
isomorphisme de groupe entre G et H est un morphisme de groupes bijectif entre G et H.
Dans ce cas, on dit que G et H sont isomorphes.

Exemple 3.2.4 1. Les groupes (R∗+,×) et (R,+) sont isomorphes via ln
(∀x, y ∈ R∗+, ln(xy) = ln(x) + ln(y)).

2. Soit G un groupe. Soit g ∈ G. Montrer que ϕg :

{
G → G
x 7→ gxg−1

est un isomorphisme de

groupe et déterminer son inverse.

3. Quels sont les isomorphismes de (Z,+) dans (Z,+) ?

Proposition 3.2.4 (Réciproque d’un isomorphisme de groupes) La bijection réciproque d’un isomor-
phisme de groupes est elle-même un isomorphisme de groupes.

Exemple 3.2.5 L’isomorphisme réciproque de ln : (R∗+,×) → (R,+) est exp : (R,+) → (R∗+,×), qui
est bien un morphisme de groupes.



Proposition 3.2.5 (La surjection canonique Z→ Z/nZ) L’application a 7→ a est un morphisme sur-
jectif de groupe de (Z,+) dans (Z/nZ,+).

Le noyau de cette application est

Démonstration : • Cette application est un morphisme de groupe car par définition des opérations
dans Z/nZ (proposition 1.2.3), on a : ∀a, b ∈ Z, a+ b = a+ b.
• Soit x ∈ Z/nZ. Il existe un représentant k dans Z de la classe x : x = k. Ainsi l’application a 7→ a
est bien surjective de Z dans Z/nZ.
• On a a = 0 si et seulement si a ≡ 0[n] si et seulement si n|a si et seulement si a est dans nZ. Donc
le noyau de l’application a 7→ a est bien nZ.

3.3 Groupes monogènes et cycliques

3.3.1 Définitions des groupes monogènes et cycliques

Définition 3.3.1 (Groupe monogène) Un groupe (G, ∗) est monogène lorsqu’il est engendré par un seul
de ses éléments. En d’autres termes, il existe g ∈ G tel que G = 〈{g}〉. On note souvent G = 〈g〉.
Dans ce cas tout élément g ∈ G tel que G = 〈g〉 est appelé générateur de G.

Proposition 3.3.1 (Description des groupes monogènes) Soit G = 〈{g}〉 un groupe monogène engen-
dré par g. Alors G =

Démonstration : • Comme G est un groupe, il est stable par multiplications, donc : ∀k ∈ N, gk ∈ G.
Il est aussi stable par passage à l’inverse, donc g−1 ∈ G, puis : ∀k ∈ N, g−k = (g−1)k ∈ G. Ainsi on a :
{gk, k ∈ Z} ⊂ G.
• Montrons que H = {gk, k ∈ Z} est un sous-groupe de G.
On a eG = g0 ∈ H et pour x = gk et y = gl, avec k, l dans Z, on a : x ∗ y−1 = gk ∗ g−l = gk−l ∈ H.
Donc par la caractérisation des sous groupes H est un sous-groupe de G contenant g.
Or 〈g〉 est le plus petit sous-groupe (au sens de l’inclusion) de G contenant g, par définition d’un
sous-groupe engendré par une partie, donc : 〈g〉 ⊂ H, puis G ⊂ {gk, k ∈ Z}.

Remarque 3.3.1 Soient G = 〈{g}〉 un groupe monogène, G′ un groupe et f : G → G′ un morphisme
de groupe. Alors H = f(G) est

Proposition 3.3.2 (Les générateurs du groupe (Z/nZ,+)) Les générateurs du groupe (Z/nZ,+) sont
les classes k où k est un entier premier avec n.
Autrement dit Z/nZ = {pk, p ∈ Z} = {0, k, 2k, ..., (n− 1)k}, si k est premier avec n.

Démonstration :

Exemple 3.3.1 Donner les générateurs de (Z/6Z,+). Quel est le sous-groupe engendré par 2 ?

Définition 3.3.2 (Groupe cyclique) Un groupe est dit cyclique lorsqu’il est monogène et fini.



Exemple 3.3.2 1. (Z,+) est , engendré par

2. (Un,×) est , engendré par

3. (Z/nZ,+) est , engendré par

Proposition 3.3.3 (Description des groupes monogènes) 1. Tout groupe monogène infini est iso-
morphe à (Z,+).

2. Tout groupe monogène fini G (on dit cyclique) est isomorphe à (Z/nZ,+), avec n ∈ N∗. Dans
ce cas, G est de cardinal n et G = {e, g, g2, ..., gn−1}, pour un certain g dans G et n est le plus
petit entier naturel k non nul tel que gk = e.

Démonstration : Soit G = 〈{g}〉 = {gk, k ∈ Z}. On pose ϕ :

{
(Z,+) → (G, ∗)
k 7→ gk

. Cette application

est bien un morphisme de groupes : ∀k, l ∈ Z, ϕ(k + l) = gk+l = gk ∗ gl = ϕ(k) ∗ ϕ(l).
Cette application est par ailleurs surjective, car : ∀k ∈ Z, ϕ(k) = gk et G = {gk, k ∈ Z}.
Le noyau de ϕ est un sous-groupe de (Z,+) grâce à la proposition 3.2.2. La proposition 3.1.5 nous dit
qu’il existe n dans N tel que Kerϕ = nZ.
• Premier cas : n = 0. Ainsi Kerϕ = {0}, donc ϕ est injective (proposition 3.2.3). Cela fait que ϕ est
un isomorphisme de (Z,+) dans (G, ∗).

• Deuxième cas : n > 0. Soit ψ :

{
(Z/nZ,+) → (G, ∗)
k 7→ gk

. Montrons que cette application est bien

définie, c’est-à-dire que ψ(k), ne dépend pas du représentant choisi dans k. Soient k, l ∈ Z tels que
k = l. Ainsi : k ≡ l[n] et donc il existe q ∈ Z tel que k = l+nq. Nous avons nq dans nZ = Kerϕ, donc
gnq = eG. Ainsi gk = gl+nq = gl ∗ gnq = gl ∗ eG = gl, et donc : ψ(k) = ψ(l). Ainsi ψ est bien définie.
Montrons que c’est bien un morphisme de groupes. Soient k, l ∈ Z. On a :
ψ(k + l) = ψ(k + l) = gk+l = gk ∗ gl = ψ(k) ∗ ψ(l).
Montrons que ψ est surjective pour les mêmes raisons que ϕ.
Montrons que ψ est injective. Soit k ∈ Z tel que ψ(k) = eG, soit gk = eG, soit ϕ(k) = eG. Ainsi k est
dans Kerϕ = nZ et donc n divise k, donc k = 0. Ainsi Kerψ = {0}, donc ψ est injective (proposition
3.2.3). Cela fait que ψ est un isomorphisme de (Z/nZ,+) dans (G, ∗).
Ainsi G = Imψ = ψ(Z/nZ) = {ψ(0), ψ(1), ..., ψ(n− 1)}, soit G = {eG, g, g2, ..., gn−1}.
n est bien le plus petit entier k tel que gk = eG, car : gk = eG ⇔ k ∈ Kerϕ = nZ⇔ n|k.

Remarque 3.3.2 (IMPORTANTE) Soit f : G → G′ un isomorphisme. Alors G est monogène si et
seulement si G′ est monogène. On a vu dans la remarque 3.3.1 que si G est monogène, alors G′ l’est
aussi. Réciproquement f−1 : G′ → G est aussi un morphisme de groupe et donc si G′ est monogène,
alors G l’est aussi.
Dans ce cas, G est cyclique si et seulement si G′ l’est aussi, car ces deux groupes sont infinis ou finis
en même temps, car f est bijective.

Exemple 3.3.3 1. Dans GL2(R), le groupe engendré par

(
−1 1
0 −1

)
est-t-il monogène ou cyclique ?



2. (Un,×) est cyclique avec Un = {1, e
2iπ
n , (e

2iπ
n )2, ..., (e

2iπ
n )n−1}. Il est donc isomorphe à Z/nZ, via

l’application

{
Z/nZ → Un

k 7→ e
2ikπ
n

.

Quels sont les éléments générateurs de (Un,×) ?

3.4 Ordre d’un élément dans un groupe

Définition 3.4.1 (Ordre d’un élément) Soit (G, ∗) un groupe d’élément neutre eG. Soit g ∈ G. On dit
que g est d’ordre fini s’il existe un entier naturel n non nul tel que gn = eG.
L’ordre de g est le plus petit entier naturel n non nul tel que : gn = eG.

Exemple 3.4.1 Soient A =

(
0 −1
1 0

)
et B =

(
0 −1
1 −1

)
. On se place dans le groupe GL2(R). Calculer

l’ordre de A, B et AB. Que conclure ?

Proposition 3.4.1 (Sous-groupe engendré par un élément d’ordre fini) Un élément g d’un groupe G
est d’ordre fini si et seulement si le sous-groupe engendré par g est fini.
Dans ce cas, l’ordre n de g est le cardinal du sous-groupe engendré par g : 〈g〉 = {e, g, ..., gn−1} et :

∀k ∈ N, gk = eG ⇔ n|k.

Démonstration : Grâce à la démonstration de la proposition 3.3.3, g est d’ordre fini si et seulement si

ϕ :

{
(Z,+) → (G, ∗)
k 7→ gk

n’est pas injective si et seulement si le groupe monogène 〈g〉 est fini. Dans

ce cas, si on note n le plus petit entier k tel que gk = eG, alors n est l’ordre de g et la proposition 3.3.3
nous dit que ce groupe est de cardinal n. La dernière équivalence est donnée par la même proposition.

Exemple 3.4.2 1. Soit a un élément d’ordre n.

(a) Montrer que pour tout diviseur d de n, l’ordre de ad est n/d.

(b) Soit k ∈ N∗ et on pose d = k ∧ n. Montrer que l’ordre de ak est n/d.



2. Soient G un groupe et a, b ∈ G tels que ab = ba avec a d’ordre p et b d’ordre q. Si p et q sont
premiers entre eux, quel est l’ordre de ab ?

3. (a) Soient n,m ∈ N∗. Montrer que tous morphismes de groupe f : (Z/nZ,+) → (Z/mZ,+)
sont de la forme f : x 7→ ãx, avec a ∈ Z (pour y ∈ Z, on note y la classe dans Z/nZ et ỹ
la classe de y dans Z/mZ).

(b) Déterminer tous les morphismes de (Z/7Z,+) dans (Z/13Z,+).

(c) Déterminer tous les morphismes de (Z/3Z,+) dans (Z/12Z,+).

(d) Quels sont les cardinaux des groupes (Z/8Z,+) et (Z/4Z×Z/2Z,+) ? Sont-ils isomorphes ?



Théorème 3.4.1 (Ordre d’un élément dans un groupe fini) Soit (G, ∗) un groupe fini de cardinal n.
Soit a ∈ G. Alors a est d’ordre fini p et on a : p|n. En particulier an = eG.

Démonstration : Dans le cas où G est commutatif (le cas G non commutatif est admis).

Exemple 3.4.3 1. (a) Montrer que Un est le seul sous-groupe de (C∗,×) de cardinal n.

(b) Soit G un sous-groupe fini de GL2(C) tel que G∩SL2(C) = {I2}. Montrer que G est cyclique.

2. Soit G un groupe de cardinal p, avec p un nombre premier. Montrer que G est cyclique.

3.5 Rappels de sup sur le groupe Sn
Définition 3.5.1 (Groupe symétrique) Le groupe symétrique, noté Sn, est l’ensemble des permutations
(bijections) de [[1, n]]. (Sn, ◦) est un groupe de cardinal n!. Si n ≥ 3, ce groupe est non commutatif.

Remarque 3.5.1 Intuitivement, cet ensemble est de cardinal n, car pour une bijection σ de [[1, n]] dans
[[1, n]], pour σ(1), nous avons n choix, puis pour σ(2), nous avons n− 1 choix, pour σ(3), on a n− 2
choix,..., pour σ(n − 1), il reste deux choix et pour σ(n), on n’a qu’un choix. Par cette construction,
le nombre de permutations σ possibles est n× (n− 1)× ...× 2× 1 = n!.

Exemple 3.5.1 Est-ce que S7 possède un élément d’ordre 160 ?

Notations :

Soit σ ∈ Sn. On note σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
.



Définition 3.5.2 (Transposition) Une transposition de Sn est une permutation τ telle qu’il existe
i, j ∈ [[1, n]] satisfaisant i 6= j, τ(i) = j et τ(j) = i et pour tout entier k différent de i, j, τ(k) = k. On
note τ = (i, j).

Remarque 3.5.2 L’ordre d’une transposition est

Définition 3.5.3 (Cycle) Soient p ≥ 2 et A = {a1, . . . , ap} ⊂ [[1, n]]. Soit σ la permutation définie par :
∀x 6∈ A, σ(x) = x et : ∀i ∈ [[1, p− 1]], σ(ai) = ai+1 et σ(ap) = a1. σ est appelé cycle de longueur p de
support A. On note σ = (a1, · · · , ap).

Exemple 3.5.2 1. Soit c un cycle de longueur p. Montrer que 〈c〉 = {Id, c, ..., cp−1}.

2. Soit c = (a1, ..., ap) un p-cycle de Sn. Soit σ ∈ Sn. Montrer que σ ◦ c ◦ σ−1 est le cycle

(σ(a1), ..., σ(ap)).

3. Décrire S3.

Proposition 3.5.1 (Décomposition d’une permutation en cycles) Toute permutation se décompose comme
un produit de cycles à supports disjoints. Cette décomposition est unique à l’ordre des facteurs près.
Par ailleurs les cycles de ce produit commutent entre eux.

Exemple 3.5.3 Décomposer la permutation σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 10 2 4 7 9 8 5 6 1

)
en produit de cycles

disjoints. Quel est l’ordre de σ ?

Proposition 3.5.2 (Partie génératrice de Sn) Les transpositions engendrent Sn. Ainsi tout élément de
Sn est un produit de transposition.



Démonstration : Soit H le sous-groupe de Sn engendré par les permutations. Par définition d’un
sous-groupe, nous avons H ⊂ Sn.
Nous savons par ailleurs que toute permutation est un produit de transpositions. Ainsi Sn ⊂ H.
Ainsi H = Sn.

Définition 3.5.4 (Signature) Il existe un et un seul morphisme de groupes ε : (Sn, ◦) → ({1,−1},×)
tel que pour toute transposition τ , on ait : ε(τ) = −1.
On a donc : ∀σ, σ′ ∈ Sn, ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′).

Exemple 3.5.4 Soit An l’ensemble des permutations de Sn de signature un. Montrer que An est un
sous-groupe de Sn et donner son cardinal.

4 Structures d’anneau, de corps

4.1 Révisions de sup sur les anneaux

Définition 4.1.1 (Structure d’anneau) Soit A un ensemble muni de deux lois de composition interne
notées + et ×. On dit que (A,+,×) est un anneau lorsque :

� (A,+) est un groupe commutatif ; son neutre est noté 0A (élément neutre additif).
� La loi × est associative.
� La loi × est distributive par rapport à la loi + (∀x, y, z ∈ A, x × (y + z) = x × y + x × z et

(x+ y)× z = x× z + y × z).
� La loi × admet un élément neutre, noté 1A et appelé élément unité de A.

Si de plus la loi × est commutative on dit que (A,+,×) est un anneau commutatif.

Remarque 4.1.1 1. Dans un anneau (A,+,×) on note −x le symétrique de x pour +.

2. Attention : a priori un élément n’a pas de symétrique pour ×, donc la notation x−1 n’a pas
de sens en général.

Exemple 4.1.1 1. (Z,+,×), (Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×) sont des anneaux commutatifs.

2. (K[X],+,×) est un anneau commutatif.

3. (F(R,R),+,×) est un anneau commutatif, d’unité la fonction constante de valeur 1 et l’élément
neutre additif la fonction constante nulle.

4. Mn(R) est un anneau , non commutatif si n > 1. L’unité est In et d’élément neutre additif 0n.

5. (GLn(R),+, ·) est-il un anneau ?



4.2 Révisions de sup sur le calcul dans un anneau et les éléments inversibles

Remarque 4.2.1 Soit (A,+,×) un anneau.

1. On a les règles de calcul

(a) ∀a ∈ A, a× 0A = 0A × a = 0A.

(b) ∀(a, b) ∈ A2, (−a)× b = a× (−b) = −ab.
2. Pour a ∈ A et n ∈ N, on note :

(a) na =


a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n fois

si n 6= 0

0A si n = 0

.

(b) (−n)a = n(−a) = (−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
n fois

si n 6= 0.

(c) an =


a× a× · · · × a︸ ︷︷ ︸

n fois

si n 6= 0

1A si n = 0

.

Proposition 4.2.1 (Binôme de Newton) Dans un anneau (A,+,×), lorsque deux éléments
a et b commutent (a× b = b× a) on a la formule suivante :

∀n ∈ N, (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k.

Proposition 4.2.2 (Formules de factorisation) Soit (A,+,×) un anneau.

1. ∀a, b ∈ A, ∀n ∈ N,

1− an = (1− a)

(
n−1∑
k=0

ak

)
=

(
n−1∑
k=0

ak

)
(1− a).

2. ∀(n, p) ∈ (N∗)2, ∀(a1, . . . , an) ∈ An, ∀(b1, . . . , bp) ∈ Ap,
n∑
i=1

(
p∑
j=1

aibj

)
=

p∑
j=1

(
n∑
i=1

aibj

)
=

(
n∑
i=1

ai

)(
p∑
j=1

bj

)
=
∑

1≤i≤n
1≤j≤p

aibj.

3. Si ab = ba alors :

∀n ∈ N∗, an− bn = (a− b)
(
an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1

)
= (a− b)

(
n−1∑
k=0

akbn−k−1

)
.

Remarque 4.2.2 Quand vous devez calculer

(
n∑
i=1

ai

)(
n∑
i=1

bi

)
, il est conseillé de changer le nom de

la variable de la deuxième somme :

(
n∑
i=1

ai

)(
n∑
j=1

bj

)
. Cela évite les confusions avec les indices, car

les indices de ces deux sommes sont complètement indépendants.

Définition 4.2.1 (Élément inversible) Soit (A,+,×) un anneau. Soit x ∈ A. On dit que x est inversible
s’il existe y dans A tel que x× y = y × x = 1A. Dans ce cas, on note x−1 = y (et donc l’inverse de x
est unique).

Proposition 4.2.3 (L’ensemble des é́léments inversibles d’un anneau) L’ensemble des éléments inver-
sibles d’un anneau est un groupe pour le produit.
En d’autres termes : si A est un anneau alors, en notant U(A) l’ensemble de ses éléments inversibles,
le couple (U(A),×) est un groupe.

Remarque 4.2.3 L’élément neutre du groupe (U(A),×) est :

Exemple 4.2.1 1. Les inversibles de Z sont

2. Les inversibles de K[X] sont



4.3 Sous-anneau

Définition 4.3.1 (Sous-anneau) On considère un anneau (A,+,×) et une sous-partie A′ de A. On dit
que la partie A′ est un sous-anneau de A lorsque :

1. (A′,+) est un sous-groupe de (A,+).

2. La partie A′ est stable pour la loi × : ∀(a, b) ∈ A′2, ab ∈ A′.
3. L’élément unité de A est dans A′ : 1A ∈ A′.

A′ hérite ainsi d’une structure d’anneau.

Exemple 4.3.1 1. L’ensemble (Z,+,×) est un sous-anneau de (R,+,×).

2. L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est un anneau en tant que sous-anneau de
Mn(K).

3. L’ensemble Z[i] = {a+ ib, a, b ∈ Z} est un sous-anneau de C. Quels sont ses inversibles ?

4. L’ensemble des application continues de R dans R est un sous-anneau de l’anneau des applica-
tions de R dans R.

5. L’ensemble des suites bornées, l’ensemble des suites périodiques, sont des sous-anneaux de RN.

4.4 Produit d’anneaux

Proposition 4.4.1 (Produit de deux anneaux) Soit (A,+A,×A) et (B,+B,×B) deux anneaux. On dé-
finit deux lois de composition interne + et × sur A×B en posant :

∀(a1, a2) ∈ A2, ∀(b1, b2) ∈ B2, (a1, b1)+(a2, b2) = (a1+Aa2, b1+Bb2), (a1, b1)×(a2, b2) = (a1×Aa2, b1×Bb2).

Alors (A×B,+,×) est un anneau. appelé anneau produit.

Démonstration :
� Grâce aux propriétés d’un groupe produit, (A×B,+) est un groupe abélien.
� Comme pour les groupes produits, on montre que × est une loi associative.
� (1A, 1B) est l’élément unité.
� ∀(x, y, z, x′, y′, z′) ∈ A3 ×B3, (x, x′)× ((y, y′) + (z, z′)) = (x, x′)× (y +A z, y

′ +B z
′) =

(x×A (y +A z), x′ ×B (y′ +B z
′)) = (x×A y +A x×A z, x′ ×B y′ +B x

′ ×B z′) =
(x×A y, x′ ×B y′) + (x×A z, x′ ×B z′) = (x, x′)× (y, y′) + (x, x′)× (z, z′).
De même on montre que :
∀(x, y, z, x′, y′, z′) ∈ A3 ×B3, ((x, x′) + (y, y′))× (z, z′) = (x, x′)× (z, z′) + (y, y′)× (z, z′).

Définition 4.4.1 (Produit fini d’anneaux) Soient (A1,+1,×1),...,(An,+n,×n) n anneaux. Soit + et ×
les lois de composition interne définies sur A1 × ...× An par :
∀(x1, y1, ..., xn, yn, ) ∈ A2

1 × ...× A2
n,



(x1, ..., xn) + (y1, ..., yn) = (x1 +1 y1, ..., xn +n yn),
(x1, ..., xn)× (y1, ..., yn) = (x1 ×1 y1, ..., xn ×n yn).

(A1 × ...× An,+,×) est un anneau et c’est l’anneau produit de A1, ..., An.

Exemple 4.4.1 Soient A et B deux anneaux. Déterminer U(A×B).

4.5 Morphisme d’anneaux

Définition 4.5.1 (Morphisme d’anneaux) Soit (A,+A,×A) et (B,+B,×B) deux anneaux.

1. Un morphisme d’anneaux est une application f : A → B respectant les structures d’anneaux,
c’est-à-dire vérifiant :

∀(a, b) ∈ A2, f(a+A b) = f(a) +B f(b), f(a×A b) = f(a)×B f(b) et f(1A) = 1B.

2. Un morphisme d’anneaux bijectif est appelé isomorphisme d’anneaux.

Définition 4.5.2 (Noyau et image d’un morphisme d’anneaux) Soit f : A → B un morphisme d’an-
neaux.

1. On appelle noyau de f , noté Ker (f), l’ensemble des antécédents par f de 0B dans A :

Ker (f) = f−1({0B}) = {x ∈ A ; f(x) = 0B}.

2. On appelle image de f , noté Im (f), l’ensemble des images par f des éléments de A :

Im (f) = f(A) = {y ∈ B ; ∃x ∈ A, y = f(x)}.

Remarque 4.5.1 Un noyau n’est jamais vide. En effet, il contient toujours au moins 0A, car f est
notamment un morphisme de groupe de (A,+A) dans (B,+B).

Proposition 4.5.1 (Caractérisation des morphismes injectifs/surjectifs) Soit f : A → B un mor-
phisme d’anneaux.

1. f est injective si et seulement si Ker (f) = {0A}.
2. f est surjective si et seulement si Im (f) = B.

Proposition 4.5.2 (Réciproque d’un isomorphisme d’anneaux) La bijection réciproque d’un isomor-
phisme d’anneaux est elle-même un isomorphisme d’anneaux.

Exemple 4.5.1 Soient m et n dans N∗, avec n 6= m.

1. Montrer que l’ensemble Mn = {X ∈ Zn, X2 = (1, ..., 1)} est de cardinal 2n.

2. En déduire qu’il n’existe pas d’isomorphisme d’anneaux f de Zn dans Zm.



4.6 Intégrité, corps

Définition 4.6.1 (Anneau intègre) Soit (A,+,×) un anneau. Il est dit intègre lorsque :

1. A 6= {0A}.
2. × est commutative.

3. ∀(a, b) ∈ A2, ab = 0 =⇒ [(a = 0) ou (b = 0)].

Ceci équivaut à : si a 6= 0 et b 6= 0 alors ab 6= 0.

Remarque 4.6.1 1. Dans un anneau intègre, on peut donc simplifier ; si a est non nul, alors
ax = ay ⇒ x = y.

2. ATTENTION, on ne peut pas effectuer des simplifications dans tous les anneaux. Par exemple

dans M2(R), on a :

(
0 1
0 0

)(
1 3
0 1

)
=

(
0 1
0 0

)(
1 2
0 1

)
, mais

(
1 2
0 1

)
6=
(

1 3
0 1

)
. Ainsi on ne

peut pas simplifier par

(
0 1
0 0

)
.

3. (IMPORTANT) Un x de A \ {0} est dit diviseur de zéro s’il existe y dans A \ {0} tels que
x× y = 0A. Un tel diviseur de zéro n’est pas inversible.

Exemple 4.6.1 (Z,+,×) et (K[X],+,×) sont des anneaux intègres.

Définition 4.6.2 (Structure de corps) Un ensemble K muni de deux lois de composition interne + et
× est un corps lorsque :

1. (K,+,×) est un anneau commutatif.

2. 0K 6= 1K.

3. Tout élément de K \ {0K} admet un inverse pour × dans K.

Exemple 4.6.2 1. Les ensembles C, R, Q pour les lois + et × usuelles sont des corps commutatifs.

2. Z est un anneau commutatif intègre, mais ce n’est pas un corps car par exemple 2 n’a pas
d’inverse pour × (car 1/2 n’est pas dans Z).

3. K[X] n’est pas un corps car un polynôme non constant n’a pas d’inverse dans K[X].

4. Par contre (K(X),+,×) est un corps.

5. Tout anneau intègre fini A est un corps.

6. Soit (K,+,×) un corps. Soit f : (K,+,×)→ (K,+,×) un morphisme d’anneau (un corps peut
être vu comme un anneau). Montrer que f est injective.

Remarque 4.6.2 1. Tout corps commutatif est un anneau intègre. La réciproque est fausse : (Z,+,×)
est intègre mais pas un corps.



2. U(K) = K∗.

Définition 4.6.3 (Sous-corps) Soit (K,+,×) un corps et L une partie de K. On dit que L est un
sous-corps de K lorsque :

1. L est un sous-anneau de K.

2. ∀x ∈ L \ {0K}, x−1 ∈ L.

Autrement dit L est un sous anneau de K qui a une structure de corps.

Exemple 4.6.3 1. Q est un sous-corps de R, qui est un sous-corps de C (pour les lois + et ×
usuelles).

2. L’ensemble Q[
√

2] = {a+
√

2b ; (a, b) ∈ Q2} est un sous-corps de R.

a. • (Q[
√

2],+) est un sous-groupe de (R,+), car :
- 0 = 0 +

√
2× 0 ∈ Q[

√
2].

- Soient a+
√

2b et a′ +
√

2b′ dans Q[
√

2], avec a, b, a′, b′ ∈ Q. On a :
(a+

√
2b)− (a′ +

√
2b′) = (a− a′) +

√
2(b− b′) ∈ Q[

√
2].

• Soient a+
√

2b et a′ +
√

2b′ dans Q[
√

2], avec a, b, a′, b′ ∈ Q. On a :
(a+

√
2b)× (a′ +

√
2b′) = (aa′ + 2bb′) +

√
2(ab′ + a′b) ∈ Q[

√
2].

• 1 = 1 +
√

2× 0 ∈ Q[
√

2].
(Q[
√

2],+,×) est un sous-anneau de (R,+,×).
b.

4.7 Idéal d’un anneau commutatif

4.7.1 Définition et premières propriétés

Soit (A,+,×) un anneau commutatif. Pour x, y ∈ A, on notera aussi xy = x× y.

Définition 4.7.1 (Structure d’idéal) On appelle idéal de A une partie I de A telle que :

1. (I,+) est un sous-groupe de (A,+) ;

2. I est stable par la multiplication par un élément quelconque de A : ∀x ∈ I, ∀a ∈ A, ax = xa ∈ I.

Exemple 4.7.1 1. Exemples d’idéaux de A :

2. Soit α ∈ C tel qu’il existe Q ∈ Q[X] non nul, avec : Q(α) = 0 (un tel nombre est dit algébrique).

(a) Donner un exemple de nombre algébrique n’appartenant pas à Q.

(b) Montrer que I = {P ∈ Q[X], P (α) = 0} est un idéal de Q[X].

3. Si un idéal I de A contient un élément x inversible, alors :

4. Soit I1 et I2 deux idéaux de A. Montrer que I1 + I2 = {x+ y, x ∈ I1, y ∈ I2} est un idéal de A.



Remarque 4.7.1 On peut montrer de même que la somme I1 + ...+ In de n idéaux est encore un idéal.

Proposition 4.7.1 (Noyau d’un morphisme d’anneaux) Soit f un morphisme d’anneaux de A dans B
(A et B anneaux commutatifs). Alors Ker f est un idéal de A.

Démonstration :

Remarque 4.7.2 Attention, Ker (f) n’est pas anneau un sous-anneau de A, car 1A n’est pas dans dans
Ker (f), car f(1A) = 1B 6= 0B.

Exemple 4.7.2 Montrer que I = {P ∈ C[X], P (i) = P (1) = 0} est un idéal de C[X], puis expliciter
celui-ci.

Proposition 4.7.2 (Idéal engendré par un élément) L’ensemble xA = {xa ; a ∈ A} des multiples d’un
élément x de A est un idéal, appelé idéal engendré par x.

Démonstration : Montrons d’abord que (xA,+) est un sous-groupe de (A,+).

L’application f :

{
(A,+) → (A,+)
a 7→ xa

est un morphisme de groupe :

∀a, b ∈ A, f(a + b) = x(a + b) = xa + xb = f(a) + f(b). Ainsi Im (f) = xA est un sous-groupe de
(A,+).
Soient y ∈ xA et z ∈ A. Il existe a ∈ A tel que y = xa et donc yz = x(az) qui est dans xA.

Définition 4.7.2 (Divisibilité dans un anneau intègre) Soit (A,+,×) un anneau commutatif et intègre.
Soient a, b ∈ A. On dit que b divise a s’il existe q dans A tel que : a = bq. On dit aussi que a est
multiple de b.

Proposition 4.7.3 (Lien entre divisibilité et idéaux) Soit (A,+,×) un anneau commutatif et intègre.
Soient a, b ∈ A. Alors b divise a si et seulement si aA ⊂ bA.

Démonstration : • On suppose que b divise a. Ainsi il existe q dans A tel que : a = bq.
On a : ∀x ∈ A, ax = b(qx) ∈ bA. Ainsi aA ⊂ bA.
• On suppose aA ⊂ bA.
On a a = a× 1A ∈ aA ⊂ bA. Ainsi il existe q ∈ A tel que a = bq.

Proposition 4.7.4 (Idéaux de Z) Les idéaux de l’anneau Z sont les nZ, pour n ∈ N .

Démonstration : Soit I un idéal de Z. Comme (I,+) est un sous-groupe de Z, alors grâce à la proposition
3.1.5, il existe n ∈ N tel que I = nZ.
Réciproquement, soit n ∈ N, alors nZ est bien un idéal de Z grâce à la proposition 4.7.2.



Proposition 4.7.5 (Définition du PGCD dans Z) n = a1u1 + ... + anun Soient a1, ..., an ∈ N∗, avec
n ∈ N∗.
Alors d = a1 ∧ ... ∧ an est l’entier naturel tel que : a1Z + ...+ anZ = dZ.

Démonstration :

Exemple 4.7.3 Soit (In)n∈N une suite d’idéaux de Z non nuls telle que : ∀n ∈ N, In ⊂ In+1. Montrer
qu’il existe n0 ∈ N tel que : ∀n ≥ n0, In = In0.

Proposition 4.7.6 (Idéaux de K [Xe) Soit K un sous-corps de C.
Les idéaux de K[X] sont de la forme BK[X] = {BQ, Q ∈ K[X]}, avec B dans K[X].
Si on impose à B d’être unitaire, alors B est unique (pour un idéal non nul).

Démonstration :



Exemple 4.7.4 1. L’idéal {P ∈ C[X], P (i) = P (1) = 0} est bien de la forme (X− i)(X−1)C[X].

2. Soit α un nombre algébrique. Nous avons vu dans l’exemple 4.7.1 que I = {P ∈ Q[X], P (α) = 0}
est un idéal de Q[X]. Donc il existe un unique polynôme Π ∈ Q[X], unitaire tel que I = ΠQ[X].

(a) Montrer que Π est irréductible sur Q.

(b) Soit Q[α] = {S(α), S ∈ Q[X]} et on admet que c’est un sous-anneau de C. Montrer que
Q[α] est un sous-corps de C.

Proposition 4.7.7 (Définition du PGCD dans K [Xe) Soient A1, ..., An ∈ K[X] non nuls, alors
D = A1 ∧ ... ∧ An est le polynôme unitaire tel que A1K[X] + ...+ AnK[X] = DK[X].

Démonstration : Copier la preuve de 4.7.5.

4.8 L’anneau Z/nZ
4.8.1 Structure d’anneau, corps

Proposition 4.8.1 (L’anneau quotient Z/nZ) L’ensemble (Z/nZ,+,×) est un anneau commutatif.

Démonstration : • Nous avons vu dans la proposition 3.1.1 que (Z/nZ,+) est un groupe commutatif.
• La loi × définie sur Z/nZ est interne.
• Prouvons l’associativité de la multiplication. Soit a, b, c trois entiers relatifs. Alors :

a×
(
b× c

)
= a× b× c par définition

= a(bc) par définition

= (ab)c par associativité de la multiplication usuelle dans Z

= ab× c =
(
a× b

)
× c par définition.

• Prouvons la distributivité de × sur + dans Z/nZ. Soit (a, b, c) ∈ Z3. Alors :

a× (b+ c) = a× b+ c par définition de +

= a(b+ c) par définition de ×
= ab+ ac par distributivité usuelle dans Z
= ab+ ac par définition de +

= a× b+ a× c par définition de ×.

• La loi × est commutative car pour tous entiers a, b de Z :

a× b = ab par définition

= ba par commutativité du produit usuel dans Z
= b× a par définition.

• Le neutre pour la loi × est 1 car pour tout a ∈ Z : a× 1 = a · 1 = a) et de même 1× a = a.



Proposition 4.8.2 (Le corps Z/nZ) L’anneau (Z/nZ,+,×) est un corps si et seulement si n est pre-
mier.
Si p est premier, on note Fp le corps Z/pZ.

Démonstration :

Exemple 4.8.1 1. Soit p un nombre premier. Montrer que : f :

{
Fp → Fp
x 7→ xp

est un morphisme

bijectif d’anneaux.

2. Soient p un nombre premier impair et Z = {x2, x ∈ Fp}. Déterminer card(Z).



Théorème 4.8.1 (Théorème chinois) 1. Soit (m,n) ∈ (N∗)2. Si m et n sont premiers entre eux,
alors les anneaux Z/mZ× Z/nZ et Z/(mn)Z sont isomorphes, via l’application

ϕ :

{
Z/(mn)Z → Z/mZ× Z/nZ
k 7→ (k̃, k̂)

,

avec pour k dans Z, k̃ et k̂ les classes de k dans respectivement Z/mZ et Z/nZ.

2. Plus généralement, pour k ∈ N∗ et n1, ..., nk dans N∗ deux à deux premiers entre eux . Alors

ϕ :

{
Z/(n1...nk)Z → Z/n1Z× ...× Z/nkZ
m 7→ (m1, ...,mk)

,

est un isomorphisme, avec ml la classe de m dans Z/nlZ.

Démonstration :

1. • ϕ est bien définie car

• ϕ est bien un morphisme d’anneaux, car (k̃ + l, k̂ + l) = (k̃ + l̃, k̂ + l̂) = (k̃, k̂) + (l̃, l̂), grâce
aux opérations sur Z/mZ, Z/mZ et Z/mZ× Z/nZ. Ainsi ϕ(k + l) = ϕ(k) + ϕ(l).

(k̃l, k̂l) = (k̃× l̃, k̂× l̂) = (k̃, k̂)×(l̃, l̂), grâce aux opérations sur Z/mZ, Z/mZ et Z/mZ×Z/nZ.
Ainsi ϕ(kl) = ϕ(k)× ϕ(l).
ϕ(1) = (1̃, 1̂).
• C’est un isomorphisme :

2. Le résultat se montre par récurrence. Pour k = 2, le résultat est vrai.
Soit k ≥ 2 et on suppose le résultat. Soient

ϕ :

{
Z/(n1...nknk+1)Z → Z/n1Z× ...× Z/nkZ××Z/nk+1Z
m 7→ (m1, ...,mk,mk+1)

et

ψ :

{
Z/(n1...nk)Z → Z/n1Z× ...× Z/nkZ
m 7→ (m1, ...,mk)

,

qui est un ismorphisme d’anneaux. Soit F :

{
Z/(n1...nknk+1)Z → Z/n1...nknkZ× Z/nk+1Z
k 7→ (k̃, k̂)

,

qui est un ismorphisme d’anneau grâce au premier point, car n1...nk et nk+1 sont premiers entre
eux.

L’application G :

{
Z/n1...nknkZ× Z/nk+1Z → Z/n1Z× ...× Z/nkZ××Z/nk+1Z

(a, b
k+1

) 7→ (ψ(a), b
k+1

) = (a1, ..., ak, b
k+1

)
est bi-

jective, car ψ l’est. Ainsi ϕ = G ◦ F est donc bijective et donne le résultat pour k + 1.

Corollaire 4.8.1 Soit (m,n) ∈ N2. Si m et n sont premiers entre eux, alors pour tout (a, b) ∈ Z2, il
existe un entier k0 vérifiant le système

(S) :

{
k0 ≡ a[m]
k0 ≡ b[n]

et les solutions de ce système sont exactement {k0 + pmn, p ∈ Z}, c’est-à-dire l’ensemble des entiers
congrus à k0 modulo mn.



Démonstration : C’est la retraduction en terme de congruence de l’isomorphisme de la proposition
précédente. Avec les notations de celle-ci, le système est équivalent à ϕ(k0) = (ã, b̂) et donc

k0 = ϕ−1
(

(ã, b̂)
)

, ce qui donne une seule solution modulo mn.

Remarque 4.8.1 1. (IMPORTANT) Comment trouver une solution k0 de (S) ?
On cherche u, v ∈ Z vérifiant la relation de Bézout : mu+ nv = 1. On constate que :
m̃u+ nv = 1̃, soit ñv = 1̃ et donc ãnv = ã. De même m̂u+ nv = 1̂, soit m̂u = 1̂ et donc
b̂mu = b̂. Comme b̃mu = 0̃ (bmu est divisible par m) et ânv = 0̂ (anv est divisible par v), alors
k0 = bmu+ anv convient.

2. Le théorème chinois permet de ramener l’étude d’une équation sur Z/lZ, lorsque l n’est pas
premier, à celles d’équation plus simples dans Z/mZ et Z/nZ, avec l = mn.

Exemple 4.8.2 1. Résoudre (S) :

{
x ≡ 9[17]
x ≡ 2[15]

2. On considère f :

{
Z/255Z → Z/17Z× Z/15Z
k 7→ (k̃, k̂)

, la projection comme dans le théorème chi-

nois. Expliciter f−1.

3. Le groupe (Z/17Z× Z/15Z,+) est-il cyclique ?

4. Résoudre dans Z/143Z : x2 + x+ 11 = 0 (on remarquera que 143 = 11× 13).



Proposition 4.8.3 (Éléments inversibles de l’anneau Z/nZ) L’élément k est inversible dans Z/nZ pour
× si et seulement si k est premier avec n.

Démonstration :

1. Si k est inversible, alors il existe un entier k′ tel que kk′ = 1, c’est-à-dire kk′ ≡ 1[n], soit encore
kk′ − qn = 1 pour un certain q ∈ Z. D’après le théorème de Bézout : k ∧ n = 1.

2. Si k∧n = 1, alors il existe des entiers u et v tels que ku+nv = 1, donc ku ≡ 1[n], d’où ku = 1 :
ainsi k est inversible.

Remarque 4.8.2 La démarche de la preuve précédente dans le sens retour nous permet de trouver un
inverse de k dans Z/nZ.

Exemple 4.8.3 1. (a) Expliciter U(Z/20Z).

(b) Montrer que ce groupe est engendré par 3 et 11.

(c) En déduire un isomorphisme de groupes entre (U(Z/20Z),×) et (Z/2Z× Z/4Z,+).

2. (a) Donner l’inverse de 13 dans Z/32Z.

(b) Résoudre 13x = 5 dans Z/32Z.

(c) Trouver les n ∈ Z tels que : 32 divise 13n+ 27.

(d) Soit ϕ :

{
Z/32Z → Z/32Z
x 7→ 13x+ 1

. Est-ce que ϕ est un morphisme d’anneaux ? Montrer que

ϕ est bijectif et déterminer ϕ−1.



4.8.2 Indicatrice d’Euler

Définition 4.8.1 (Fonction indicatrice d’Euler) On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction
ϕ : N∗ → N∗ qui à n associe le nombre ϕ(n) d’entiers de l’intervalle [[1, n]] premiers avec n. Autrement
dit, pour n ∈ N∗, on a : ϕ(n) = card{k ∈ [[1, n]], k ∧ n = 1}.

Remarque 4.8.3 (IMPORTANT) D’après proposition 4.8.3, ϕ(n) est le cardinal du groupe U(Z/nZ)
des éléments inversibles de l’anneau (Z/nZ,+,×). Ainsi : card(U(Z/nZ)) = ϕ(n).

Proposition 4.8.4 (Relations sur ϕ) 1. Soient p un nombre premier et k ∈ N∗. Alors ϕ(pk) =

2. Si n et m sont des entiers naturels premiers entre eux, alors ϕ(nm) =

Démonstration :

1.

2. Les entiers n et m sont premiers entre eux, donc les anneaux Z/nmZ et Z/nZ × Z/mZ sont
isomorphes (grâce au théorème chinois). Il en résulte que leurs groupes d’inversibles sont éga-
lement isomorphes, c’est-à-dire U(Z/mnZ) et U(Z/nZ×Z/mZ). Ces deux ensembles ont donc
le même cardinal. Grâce à l’exemple 4.4.1, on a : U(Z/nZ × Z/mZ) = U(Z/nZ) × U(Z/mZ).
Or la remarque 4.8.3, nous dit que :
card(U(Z/mnZ)) = ϕ(mn) et card(U(Z/nZ × Z/mZ) = card(U(Z/nZ)) × card(U(Z/mZ) =
ϕ(n)ϕ(m). Par égalité des cardinaux, on en déduit que : ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m).

Corollaire 4.8.2 (Un théorème d’Euler) Soit k un entier premier avec n, on a dans Z/nZ : k
ϕ(n)

= 1.
Autrement dit kϕ(n) ≡ 1[n]

Démonstration :

Remarque 4.8.4 On retrouve le petit théorème de Fermat. Soit p est un nombre premier. On a donc
ϕ(p) = p − 1, grâce à l’exemple 4.8.4. Pour tout k dans Z, si k ∧ p = 1, alors le corollaire précédent
nous donne : kϕ(p) ≡ 1[p], puis : kp−1 ≡ 1[p] et donc kp ≡ k[p]. Cette relation reste valable pour tout
k dans Z, car si k n’est pas premier avec p, alors comme p est premier, ce dernier intervient dans la
décomposition en facteurs premiers de k et donc : p|k, puis : kp ≡ 0[p] et k ≡ 0[p], puis kp ≡ k[p].

Exemple 4.8.4 Trouver les nombres premiers p ≥ 3 tels que p|2p + 1.

Proposition 4.8.5 (Calcul de ϕ(n)) Soit un entier n ≥ 2. Si la décomposition en facteurs premiers de
n s’écrit n = pk11 p

k2
2 · · · pkqq , alors :

ϕ(n) = pk1−11 (p1 − 1)pk2−12 (p2 − 1) · · · pkq−1q (pk − 1) = n

(
1− 1

p1

)
...

(
1− 1

pq

)
.

Démonstration : Grâce à la proposition 4.8.4, on montre par récurrence sur q, que :
ϕ(pk11 p

k2
2 · · · pkqq ) = ϕ(pk11 )ϕ(pk22 ) · · ·ϕ(pkqq ) = pk1−11 (p1 − 1)pk2−12 (p2 − 1) · · · pkq−1q (pk − 1), grâce à la

proposition 4.8.4.



Exemple 4.8.5 1. Trouver un r ∈ N∗ tel que 11r ≡ 1[720].

2. Soit n ∈ N∗.
(a) Soit d un diviseur de n. Dans Un, montrer que tout élément d’ordre d est inclus dans Ud et

en déduire qu’il y exactement ϕ(d) éléments d’ordre d.

(b) Montrer que n =
∑
d|n

ϕ(d).


