Chapitre 4 : Révisions et compléments d’algebre linéaire

MP Chaptal

Dans ce chapitre, K désignera un sous-corps de C.

1 Espaces vectoriels, applications linéaires et sous-espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels, définitions

Voici la définition d’un espace vectoriel, mais concretement, dans la pratique, celle-ci n’est pas utilisée.

Définition 1.1.1 (Espace vectoriel) Soit E un ensemble muni de deux opérations l'une que l’on ap-
pelle lov interne notée + et l'autre que [’on appelle loi externe notée -, ces lois étant les applications
sutvantes :

_{ExE—>E .‘{KxE—>E
| (zy) = x4y ANz) — Az
On dit que le triplet (E,+,-) est un K-espace vectoriel (K-ev) si
1. (E,+) est un groupe commutatif :
(a) L’addition est associative : Vx,y,z € E, (x +y)+z=a+ (y + 2).
(b) L’addition est commutative : Vr,y € E, x +y =y + .

(c) Il existe dans E un élément neutre O, appelé vecteur nul, tel que :
Vee E, v+ 0 =0 +2z =1
(d) Tout élément x admet un opposé, noté (—z) ou —x tel que : x + (—z) = (—z) + = = Op.
2. Pour tous x,y € B, \, u € K,
AN(x+y)=X-z+Ay (A+p)-z=X-x+p- -z (Distributivité)
l-x=ux A(p-z)= M) o (Compatibilité de -)

(Ap €tant la multiplication usuelle dans K et A + p Uaddition dans K)

Les éléments de E sont appelés vecteurs, les éléments de K scalaires.

Exemple 1.1.1 Voici les exemples de référence (on pourra affirmer sans démonstrations que ce sont
des espaces vectoriels) :

1. K" = {(z1, 22, ..., Tp), T1,T0,...,x, € K}
M, »(K), les matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K ;
K[X], les polynomes a coefficients dans K ;

- F(Q,K) = K*® les fonctions définies sur un ensemble Q a valeurs dans K ;

SIS

KN, les suites o valeurs dans K.

Définition 1.1.2 (Combinaison linéaire) Soit E un K-ev. Un vecteur x € E est une combinaison li-
néaire des vecteurs (e;)ier s'il existe une famille presque nulle (\;)ic; € K' (c’est-a-dire qu’il n'y a
qu’un nombre fini de A\; non nuls) telle que x = Z Ai€;.

i€l

Proposition 1.1.1 (Espace vectoriel produit) Soient (Ey,+,-), (E2,+, ), ..., (Ep, +, ) des K-espaces vec-
toriels.
Sur By X Ey x ... x E,, on définit pour tous (x1,x}) € E}, (x2,7%) € E3, ..., (v, 2,) € E2, A€ K,
o la multiplication externe X - (x1, 2, ...,xp) = (A T1, A - Ta, o, A - ).
e laddition (x1,72, ..., 1) + (2, 2y, ..., x,) = (21 + 2}, 29 + 25, ..., 2, + 7).
Alors (Ey X Ey X ... x E,,+,-) est un K-espace vectoriel appelé espace vectoriel produit.



1.2 Applications lineaires

Définition 1.2.1 (Application linéaire) F et F' désignent deux K-espaces vectoriels.
Soit f : E — F une application. On dit que [ est une application linéaire si

V(z,y) € B (A p) € K%, fQAz + py) = Mf(2) + pf ().
Lorsque
1. E=F, f est appelée endomorphisme de E.
2. f est bijective, [ est appelée isomorphisme.
3. E=F et f est bijective, f est appelée automorphisme de E.

4. FF=K, on dit que f est une forme linéaire sur E.

Notations : on note
e L(E,F) désigne 'ensemble des applications linéaires de F dans F.
e L(F) désigne 'ensemble des endomorphismes de E.
e GL(F) désigne I'ensemble des automorphismes de E.

E — E : , i . .
Exemple 1.2.1 1. oy g o avee A dans K qui est appelé homothétie, qui est aussi N dg,

avec :Vx € E, Idg(x) = x. C’est un automorphisme de E si A # 0.

) {Mn,po@ = My (K)

A g7 . C’est un isomorphisme de réciproque : {

P { KN — K
(Un)nen = (uo,u1)
4. Soit B € K[X] non nul de degré n. Soit A € K[X]| et on pose p(A) le reste de la division
euclidienne de A par B. Montrer que p est un endomorphisme de K[X].

Remarque 1.2.1 Soit f : E — F une application linéaire.
1. f(0g) =0p.

2.¥n e N, V(xy,...,2,) € E"V(\,...,\n) €K™, f (Z )\x) =3 Nf(w).
=1 =1

f transforme une combinaison linéaire en une combinaison linéaire.

Définition 1.2.2 (Noyau,image) Soit f : E — F une application linéaire.

1. On appelle noyau de f et on note Ker (f) l’ensemble
Ker (f) = {z € E/f(x) = 0} = f~({0r}).
2. On appelle image de f et on note Im (f) lensemble Im (f) = {f(x), x € E} = f(E).

Remarque 1.2.2 (IMPORTANTE) Soient F' et G deux K-espaces vectoriels. Soient uw € L(E, F), v €
L(F,G). Alors on a :

1. Ker (vou) Ker (u).



2. Im (vou) Im (v).
3. vou =0 si et seulement si

En effet, on a :
1. Soit x € Ker (u). On a : u(xz) =0, donc vou(z) =v(u(z)) =v(0) =0, donc : v € Ker (vou).
2. Soit y € Im (vowu). Il existe z € E tel que : y =vou(z) =v(u(z)), donc : y € Im (v).
s
3. =: on suppose que : vou=0. Soity € Im (u). Il existe x € E tel que y = u(x), puis :
v(y) = w(az) =0, donc : y € Ker (v).
<: on ngppose que : Im (u) C Ker (v). Soit € E. Comme u(x) est dans Im (u), donc il est
dans Ker (v), alors : Vx € E, v(u(z)) =0, soit vou = 0.

Proposition 1.2.1 (Caractérisation de ’injectivité et de la surjectivité) 1. f est surjective si et
seulement si on a Im (f) = F.

2. f est injective si et seulement si on a : Ker (f) = {0}

R[X] — R[X]

P = P(X+1)—P(X) " Déterminer le noyau de ¢. Est-elle

Exemple 1.2.2 1. Soit ¢ : {

injective ¢

2. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F). Soitb € F.
On consideére 'équation (Eq) : f(x) = b, que l'on appelle équation linéaire d’inconnue x dans
E. On appelle b le second membre de l’équation.
Premier cas : b ¢ Tm f. (Eq) n’a pas de solutions.
Deuzieme cas : b € Im f. Il existe zy € E tel que l'on ait f(z9) = .

L’ensemble des solutions de (Eq) est

C’est un sous-espace affine de E dirigé par

Si b =0, Uéquation f(x) = 0 admet au moins une solution :0. L’ensemble des solutions est :
Ker (f). C’est l’équation homogéne associée a l’équation (Eq).

On remarque que l’ensemble des solutions est de la forme « un vecteur + les solutions du pro-
bléme homogéne associé », tout comme pour les équations différentielles ou les systéemes linéaires
avec second membre.

Proposition 1.2.2 (Opérations sur les applications linéaires) 1. (L(E,F),+,-) est un espace vec-
toriel.

2. Soit fi, fo € L(E,F) et 1,90 € L(F,G), on a :

(a) gi0 fi est dans L(E,G). On note aussi la composition g, fi, mais attention ¢a n'est pas une
multiplication.

() (g1 +g2)ofi=giofi+gaofi (c) io(fi+ fa) =giofi+giofo
3. (L(E),+,0) est un anneau.

Proposition 1.2.3 (L’application linéaire réciproque) 1. Sotent f et h des isomorphismes de E
dans F'.

(a) Alors f~1 est une application linéaire de F dans E.



(b) Si E=F, alors f oh est dans GL(E) et : (foh)" =h™" o f .

2. f est dans GL(E) signifie qu’il existe g € L(FE) tel que fog=go f = Idg. Dans ce cas, on a :
g=f"

R[X]
P

[X]

(X +1) - P(X) de l'exemple 1.2.2.

Exemple 1.2.3 1. On reprend l’application ¢ : { : H]:E

Déterminer ©* pour k dans N.

2. (CCP 62) Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E) telle que : f*> — f —2Id = 0. Montrer

que f est bijective et trouver f~*.

Définition 1.2.3 (Sous-espace stable) Soient X un sous-ensemble de E et f € L(E). On dit que X
est stable par [ si on a : f(X) C X.

Proposition 1.2.4 (Stabilité de ’image et du noyau) Soient u,v € L(FE) tels que wv = wvu. Alors
Im (u) et Ker (u) sont stables par v.

Démonstration :

Définition 1.2.4 (Endomorphisme induit) Soit G un sous-espace vectoriel de E stable par f avec f

G —» G

dans L(E). On définit f: { . . On dit que f est Uendomorphisme induit par f sur G.

= f(z)
v ) KX = KX :
Exemple 1.2.4 Soit 1 : { P o P(X+1)— P(X) Pour tout n de N, l'espace K,,[X] est stable
par v et induit un endomorphisme 1, : K X] : P(En—[l—Xl]) ~ P(X)

1.3 Sous-espaces vectoriels

Voici dans ce paragraphe la définition d’un sous-espace vectoriel et différentes facons de montrer que ’on
a un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel. Le deux principales méthodes sont la caractérisation
des sous-espaces vectoriels et 'utilisation du noyau d’une application linéaire.

Prendre garde a toujours préciser de quel espace vectoriel on est le sous-espace vectoriel.



Définition 1.3.1 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels) Soit (£, +,-) un K-espace vectoriel et
F C E. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

Op € F et (C): Ve,ye F,YAeK, \x +y € F.

De plus F' hérite de la structure d’espace vectoriel de E.

Remarque 1.3.1 1. IMPORTANT : pour montrer qu’un certain espace a une structure d’espace
vectoriel, on montre qu’il est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.

2. On peut aussi rencontrer la caractérisation (Cy) : Vr,y € F.VA, u € K, Az 4+ py € F. Cette
caractérisation signifie que F' est stable par combinaison linéaire de deux vecteurs.

Exemple 1.3.1 (CCP 55) Soit a € C. On note E l’ensemble des suites complezes telles que :
Vn € N, upyo = 2au,41 + 4(ia — 1)u,. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de cN.

Proposition 1.3.1 (Image directe et réciproque de sous-espaces vectoriels)

Soit f : E — F une application linéaire.
1. Si E' est un sous-espace vectoriel de E, f(E') est un sous-espace vectoriel de F.
2. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, f~1(F') est un sous-espace vectoriel de E.

En particulier, Ker (f) est un sous-espace vectoriel de E et Im (f) est un sous-espace vectoriel de F.

Remarque 1.3.2 Quand passer par le noyau pour montrer que l'on a un sous-espace vectoriel ¢ En
général, lorsque sur un ensemble nous avons une condition qui peut s’écrire sous la forme d’une ou
plusieurs équations se ramenant a des équations du type « ... =0 ».

Exemple 1.3.2 1. F={P eK[X], P(0)=P(1) = P'(2) =0} est un sous-espace vectoriel de
2. E={xw— P(x)e*”, P € R[X]}, avec a dans R, est un sous-espace vectoriel de

Proposition 1.3.2 (Intersection de sous-espaces vectoriels) Soient E un K-espace vectoriel, I un en-

semble non vide et (F});e; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors ﬂFZ est un sous-espace
iel

vectoriel de E.

Remarque 1.3.3 ATTENTION : l'union de sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel.
Contrexemple : dans R?, on pose Fy = {(2,0),2 € R} = vect(1,0) et F, = {(0,y),y € R} = vect(0,1).
On a (1,0) dans Fy et (0,1) dans Fy, mais (1,1) = (1,0) 4 (0,1) n’est pas dans Fy U Fs.

Définition 1.3.2 (Sous-espace vectoriel engendré par une partie) Soit E un K-espace vectoriel et A
une partie de E. Il existe un plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A. Cet espace est le sous-
espace vectoriel engendré par A, noté vect(A).

Autrement dit si F' est une sous-espace vectoriel de E tel que A C F, alors vect(A) C F.

En particulier, si (e;);c;r une famille de E, alors : vect((e;)icr) = {Z Nei/Vie I, N, € K}, avec dans
iel
la somme un nombre fini de termes non nuls.



Exemple 1.3.3 Soit k € N. On pose fj, : © — cos(kx). Montrer que fi, est dans vect((cos”)o<p<k)-

1.4 Familles libres

Définition 1.4.1 (Famille libre) 1. Une famille (e;);er de E est dite libre si la combinaison linéaire
nulle s’obtient pour cette famille qu’avec des coefficients nuls, soit :

Autrement dit 0 se décompose de facon unique dans vect((e;)ier).
Les vecteurs (e;);e; sont linéairement indépendants.

2. Une famille (e;);cr est liée si elle n'est pas libre. Les vecteurs sont linéairement dépendants,
so1t :

Méthode :

e Pour montrer qu’'une famille (x4, ..., z,,) est libre, on suppose qu'il existe une combinaison linéaire
n

nulle : Z Az = 0 (avec Ay dans K) et on montre que ceci implique que tous les A, sont nuls.
k=1
ATTENTION : Pour montrer qu'une famille est libre, il ne faut pas chercher a prouver qu’il

existe A, ..., \, dans K tels que l'on ait : Z Az = 0 (ca existe toujours en prenant tous les

k=1
A nuls!).

ATTENTION : (21, ...,x,) est libre ne signifie pas que Z Aix; = 0.

i=1
ATTENTION : Pour montrer que (x1, ..., x,) est libre, il n’est pas suffisant de montrer que les
vecteurs x; sont deux a deux non colinéaires :

e Pour montrer qu'une famille (z1, ..., x,) est liée, il suffit de trouver Ay, ..., A\, dans K non tous

nuls tels que : Z Az = 0.
k=1

Remarque 1.4.1 Si la famille (xq, ..., x,) est libre dans E, alors pour Ai, ..., An, 41, ..., tbn, dans K, on

a Z)\kxk = Zukl‘k —
k=1 k=1

Exemple 1.4.1 Montrer que la famille ((X +1)*(X —1)"") est libre dans C,[X].

0<k<n



Proposition 1.4.1 (Famille de polynémes de degré échelonné) Soient Py, ..., P, des polynomes de K[X]
Vk € [[1;]9 - 1]], d°P, < dOPk_H
et cette famille est libre.

vérifiant : . On dit que la famille (P, ..., P,) est de degré echelonné

1.5 Familles génératrices

Définition 1.5.1 (Famille génératrice) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On dit que la famille de
vecteurs (e;)ier forme une famille génératrice de F, si : vect((e;)ier) = F. Autrement dit, tout vecteur
de F' s’écrit comme combinaison linéaire finie de x;,, ..., x;, , avec iy,...,%, dans I et on dit que F est
engendré par la famille (€;);cr-

Exemple 1.5.1 1. Soit a € C. On note E ['ensemble des suites complexes telles que :
Vn €N, Uy = 2au,+1 + 4(ia — 1)u,.
(a) (CCP 55) Soit (up)neny € E telle que ug = 1 et uy = 1. Exprimer u,, pour tout n de N.

(b) Donner une partie génératrice de E pour a = —2i.

1.6 Bases

Définition 1.6.1 (Bases) Soit B une famille de E. On dit que B = (e;)icr est une base de E si c’est
une famille libre et génératrice de E.

Ceci est équivalent a dire que tout vecteur x de E s’écrit d’une unique facon : x = Z Ai€i,
iel

avec : Vi€ I, \; € K.

(N\i)ier est appelée la famille des coordonnées de x dans la base (€;)ie;-

Exemple 1.6.1 1. On pose E =K" et e; = (1,0,0,...,0),e9 = (0, 1,0, ...,0),...,&, = (0,0,...,0,1).
La famille (g1, €9, ...,&,) est une base de K". On appelle cette base la base canonique de K".

On a :V(xy,...,z,) € R", (21, ....,x,) = (21,0,...,0) + (0, 22,0, ...) + ... + (0, ..., 0, z,,) = leez
i=1



2. Dans K,[X] = {P € K[X], d°(P) < n} la famille (1,X,X*, ..., X") est une base appelée elle
aussi base canonique de K, [X].

1 2
2 4

une base de Ker (f). Exprimer 1% en fonction de k, pour k € N.

3. (CCP 60) Soit A = < ) et f l’endomorphisme de My(R) défini par f(M) = AM. Donner

1.7 Applications linéaires et bases

.....

K-espaces vectoriels et f € L(E,F) et (e;)ier une base de E.
Alors [ est bijective (resp. injective, surjective) si et seulement si la famille (f(e;))ier est une base
(resp. une famille libre, génératrice).

Proposition 1.7.2 (Caractérisation d’une application par 1'image d’une base) Soit (¢;);cr une base de
E et (f;)ier une famille de vecteurs de F. Alors il existe une unique application w € L(E, F') telle que :
Viel, ule;) = fi.

En particulier pour f et g dans L(E, F) telles que : Vi € I, f(e;) = g(e;). Alors on a : f = g.

Donc deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.

Exemple 1.7.1 Soit g € L(R,[X]) tel que : Yk € [0,n], g(X*) = X"7%, alors g est

Proposition 1.7.3 (Image et famille génératrice) Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et
f e L(EF) et (e)icr une famille génératrice de E. Alors on a : Im (f) = vect( ).

Exemple 1.7.2 On considére I'endomorphisme f qui a tout polynome P de C,[X] associe le polynome

X1

F(P) P'—XP +P.

Montrer que (f(1), f(X?), f(X?),..., f(X™)) est une base de Im f.



1.8 Dimension finie
1.8.1 Définition et existence de bases

Définition 1.8.1 (Espace vectoriel de dimension finie) On dit que E est de dimension finie lorsqu’il
admet une famille génératrice finie (il existe 1, ...,x, dans E tels que : E = vect(xy, ...,x,)). Dans le
cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

Proposition 1.8.1 (Existence d’une base) Soit E un K-espace vectoriel non réduit a {0} et de dimen-
sion finie. Alors E admet au moins une base.

Proposition 1.8.2 (Extraction d’une base) Si (;)1<i<, engendre E et si (x;);er est libre, avec I un
sous-ensemble de [1,n], alors il existe une partie J telle que : I C J C [1,n] telle que (x;)jes soit une
base de E.

En particulier, de toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base.

Proposition 1.8.3 (Théoréme de la base incompléte) Soit (€;)icpip une famille libre de E de dimen-
sion finie. Alors on peut compléter cette famille en une famille (e;)icpn] qui est une base de E, avec
n>op.

Définition 1.8.2 (Dimension d’un espace vectoriel) Le nombre d’éléments d’une base de E est appelé
dimension de E que l'on note dimg(E) ou dim(E). Par convention dim{0} = 0.

Remarque 1.8.1 Cette définition a un sens puisque l’on peut montrer d’une part l’ezistence d’une base
pour un espace vectoriel de dimension finie et d’autre part que toutes les bases ont le méme nombre
d’éléments.

Exemple 1.8.1 dimg(K) = ,dimg(K") = dimg(L(E, F)) = , dimg (M, ,(K)) =

Proposition 1.8.4 (Classification des espaces vectoriels de dimension finie) Soient E et F deuz K-
espaces vectoriels de dimension respective n et m finies.

1. Soit f € L(E,F). Si f est bijective (E et F' sont isomorphes), alors m = n.

K" - F
2. En particulier E est isomorphe a K", via ["isomorphisme : - , avec
P P P A1y An) Z AkCr
k=1

(é1,...,e,) une base de E.

Exemple 1.8.2 (CCP 55) Soit a € C. On note E l’ensemble des suites complexes telles que :
Vn € N, uyio = 2au,11 + 4(ia — 1)u,. Quelle est la dimension de E ¢

1.8.2 Dimension et familles libres et génératrices

Proposition 1.8.5 (Cardinal d’une famille libre et génératrice) On suppose E de dimension finie égale

an.
1. Toute famille libre possede
2. Toute famille génératrice de E posséde
Proposition 1.8.6 (Cardinal d’une famille et dimension) 1. Si une famille F de vecteurs de E

posséde p vecteurs avec p > n = dim(FE), alors F est



2. St F =wvect(f1,..., fp), alors dim(F’) car
On a l’égalité si et seulement si

Exemple 1.8.3 Soit A € M,,(K). Montrer qu’il existe p € N* et ay, ...,a, € K non tous nuls tels que

i CLkAk = 0.
k=0

Proposition 1.8.7 (Caractérisation des bases) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n avec n
non nul. Soit B une famille finie de E. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. B est une base de E.
2. B est libre et card(B) = n.
3. B est une famille génératrice de E et card(B) = n.

Remarque 1.8.2 Ce théoreme est utile lorsque [’on connait la dimension de E et que [’on veut montrer
qu’une famille F est une base de E. En effet, il suffit de montrer que F posséde dim(FE) éléments et
que c’est une famille libre (ou génératrice). En général, nous montrons que la famille est libre car ceci
est plus simple dans la mesure ou l'on a une série d’implications a établir avec une équation. Montrer
qu’une famille est génératrice est plus compliqué car il faut montrer l’existence d’une décomposition
sutvant les vecteurs de cette famille et il est toujours plus difficile d’établir des propriétés d’existence.

Exemple 1.8.4 1. Montrer que la famille ((X + 1)F(X — 1)”_k)0<k<n est une base de C,[X].

On remarque ainsi qu’une base de K,,[X]| n’est pas forcément constituée de polynomes de degré
échelonné. En effet chaque (X + 1)F(X — 1)"7% est de degré n.

2. Déterminer les polynomes P de C,[X] tels que P = (X +14)P".

3. Soit n € N* et D l’endomorphisme de K,|X] défini par : VP € K, [X], D(P) = P'. Soit F un
sous-espace stable de D non réduit a {0}.

(a) Soit P € F de degré d. Montrer que : Kq4[X] C F.
(b) Montrer qu’il existe m € [0,n] tel que F = K,,[X].



1.8.3 Produit d’espaces vectoriels de dimension finie

Proposition 1.8.8 (Dimension d’un produit) Soient (Ey,+,-), (E2,+, ), ..., (Ep, +, ) des K-espaces vec-
toriels de dimension respectives ny, ...,n,. Alors Ey X Ey X ... X E,, est de dimension finie et

dim(Ey X By X ... x E,) =

Remarque 1.8.3 Pour p =2, on pose (e, ..., e,,) une base de Ey et (fi,..., fn,) une base de Es, alors
((€1,0), ... (€ny,0), (0, f1), -, (0, fuy)) est une base de Ey x Ey. Si on étend cela pour p espaces, si

(€1s - €y,) est une base de Ej, alors les (0,...,0,...,€},...,0,...,0) avec e} en position i constituent une
p

base de H E;.
i=1

1.8.4 Sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie

Proposition 1.8.9 (Sous-espace vectoriel et dimension) 1. Soit E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finte. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F est de dimension finie et on a :

dim(F) < dim(E).
2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Si on
a : dim(F) = dim(E), alors E = F
Exemple 1.8.5 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).

1. Montrer que la suite de terme général dim Ker f* est croissante.
2. Montrer qu’il existe ko € N tel que Ker f* = Ker f**, puis que : Yk > ko, Ker f* = Ker f*o.

Voici une nouvelle définition.

Définition 1.8.3 (Base adaptée & un sous espace vectoriel ) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit
(€1, ..., €p) une base de F'. On dit qu’une base de E est adaptée a F si elle est de la forme (eq, ..., €p, €pt1, ...y €5).

Exemple 1.8.6 On reprend l'ezemple 1.7.2, on considére 'application f qui a tout polynome P de
X2 -1
C,.[X] associe le polynome f(P) = 5 P" — XP'+ P. Donner une base adaptée a Im (f).




1.8.5 Rang d’une famille de vecteurs ou d’une application linéaire

Définition 1.8.4 (Rang d’une famille de vecteurs) On appelle rang d’une famille (z;)1<i<p la dimen-
sion de l’espace engendré vect ((x;)1<i<p)-

Remarque 1.8.4 1. On a les deux majorations : rg (x1,...,x,) < dim E et rg (zy,...,x,) < p.
2. IMPORTANT (x,...,x,) est libre si et seulement si

Définition 1.8.5 (Rang d’une application linéaire) E et F' désignent deux K-espaces vectoriels (de di-
mension finie ou non) et f un élément de L(E, F).
On suppose que Im f est de dimension finie. Dans ce cas, on appelle rang de f, la dimension de Im f.

On note rg(f) = dim(Im f) = dim(f(E)).

Remarque 1.8.5 Si (eq,...,e,) est une base de E, alors rg (f) =

Théoréme 1.8.1 (Théoréme du rang) Soit £ un K-ev de dimension finie, F' un K-ev et f une appli-
cation linéaire de E dans F'. Alors Im f est de dimension finie et :

dimKer f +dimIm f = rg f + dim Ker f =

K,[X] — K,[X]

P s P(X +1)— P(X) de l'exemple 1.2.2.

Exemple 1.8.7 1. Déterminer ['tmage de @ : {

2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient f,g € L(F).

(a) Montrer que si H est un sous-espace vectoriel de E, alors :
dim(H NKer g) + dim((g(H)) = dim(H).

(b) En déduire que : dim(Im f NKerg) =rg(f) —rg(go f).

Proposition 1.8.10 (Caractérisation de la bijectivité et dimension) On suppose que
n =dim(F) = dim(F). Soit f € L(E, F). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective.

2. f est surjective.

3. f est bijective.

4. Limage d’une base de E par f est une base de F.
5

. rg(f) =n.



Remarque 1.8.6 1. Awec les hypotheses du théoreme précédent, pour montrer que | est biyjective,
1l est plus simple de montrer que f est injective. En effet la surjectivité est plus compliquée dans
la mesure ou l’on doit montrer [’existence d’un antécédent.

2. Encore sous les mémes hypotheése, si (eq,...,e,) est une base de E, alors [ est bijective si et
seulement si rg(f(e1), ..., f(en)) = n.

3. Ainsi un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est bijectif si et seulement si
il est injectif si et seulement si il est surjectif.

Exemple 1.8.8 1. (CCP 60) On reprend l’exemple 1.6.1. Soit A = (; Z

de Ms(R) défini par f(M) = AM. Cette application est-elle surjective ?

) et f l’endomorphisme

P P . Montrer que f est bijective.

2. (CCP 59) Soit E =K, [X] et f : { : o

3. ATTENTION, ne pas inventer de résultats en dimension infinie. Sur E = R[X], on considére
X
les endomorphismes u et v définis par u : P+ / P(u)du etv: P+ P'.
1

(a) (CCP 83) Déterminer Ker (uov) et Ker (vou). Est-ce que uov non injective est équivalent
a v ou non injective (dans le chapitre sur la réduction, on reformulera cela de la fagon
suivante : est-ce que O est valeur propre de uov est équivalent a 0 est valeur propre vou ?).

(b) Montrer que v est surjective et u injective. A-t-on v et u bijectives ?

Proposition 1.8.11 (Rang et composition) Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels. Soient
u€ L(E,F) etv e L(F,G) de rang fini. Alors on a rg(vowu) < min(rg (u),rg (v)).

Proposition 1.8.12 (Rang et composition par un isomorphisme) Ici on n’a pas forcément
dim(F) = dim(F).



1. Soit g € GL(E), alors rg(fog)=rg(f).
2. Soit h € GL(F), alors rg(ho f) =rg(f).

Le rang d’une application linéaire est conservé par composition par un automorphisme.

1.8.6 Polynomes interpolateurs de Lagrange

(CCP 87/90)
oKX= K
somcb.{ P o (P(ay), P(az), .., Planss

1. Montrer que ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

) avec ap, ..., adp11 dans K deux a deux distincts.

2. Soient by, ..., b,.1 € K. Montrer qu’il existe un unique polynome vérifiant d°P < n et :
Vi € [[1,n+ 1]], P(az) = bZ

3. On note (ey,...,e,41) la base canonique de K™™', Soit k € [1,n + 1]. On pose Ly = ® '(ey).
Montrer que (Ly, ..., L,41) est une base de K, [X].

4. Expliciter Ly.

5. Soit P € K,[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L, ..., Ly 41).

6. En déduire :
n+1

(a) Vp e [0,n], ZaiLk = X"
k=1

(b) si on se place dans R?, trouver une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe
par les points A(0,1), B(1,3) et C(2,1).



1.9 Somme d’espaces vectoriels et applications
1.9.1 Somme de plusieurs sous-espaces vectoriels (programme de spé)

Définition 1.9.1 (Somme de sous-espaces vectoriels) Soit E un K-espace vectoriel. Soient E, ..., E,
p

des sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme des F; que [’on note Z E; 'ensemble
i=1

p
Eit ..+ E,=> E={ni+ax+..+x, Vic[lp], z € E}.

i=1

HE,- —~ E ,

On pose @ : =1 » , qui est lindaire. On remarque que Im ® = Z E;.

(1, ..., xp) — sz =1
i=1

On utilisera ® pour les preuves qui suivent.

p
Remarque 1.9.1 1. Ona :Vje]l,p], E; C ZE"’ car :

i=1
2. Comme ['addition est commutative, 'ordre des E; n’a pas dimportance.

p p
Proposition 1.9.1 (L’espace vectoriel ZEZ) Dans les conditions de la définition précédente, ZE"
=1 =1
est un sous-espace vectoriel de E.
p
Démonstration : P est linéaire, donc son image Im ¢ = Z E; est un sous-espace vectoriel de E.
i=1

p
Remarque 1.9.2 Z E; est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant tous les E;.
i=1

Exemple 1.9.1 Soit x4, ...,z, des vecteurs de E. On a alors :
vect(xq) + vect(z2) + ... + vect(x,) =

Définition 1.9.2 (Somme directe) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Er, ..., E, des sous-espaces
p p

vectoriels de E. La somme Z E; est directe si pour tout x € Z E;, Uécriture sous la forme
i=1 i=1

p
T = g x;, avec les x; dans E; est unique, ce qui est équivalent a :

=1
' p p p
Vr € ZEZ-,EI!(xl, e Tp) € HE“ T = sz
i=1 i=1 i=1

p
La somme est alors notée ZE’ = @ E;.

i=1 1<i<p



Remarque 1.9.3 La somme est airecte si et seutement si O est

Exemple 1.9.2 Soit (ey,...,e,) une base de E. On note E; = vect(e;), pour i dans [1,p], alors :

Proposition 1.9.2 (Caractérisation des sommes directes) Soit E' un K-espace vectoriel. Soient Ey, . .., E,
des sous-espaces vectoriels de E. Nous avons les équivalences suivantes :

i=1 =1

p p
2. Pour tout (21, ...,x,) de HE“ on a : sz =0p=>Vie[l,p], x =0g;
i=1 i=1

Démonstration : La somme est directe si et seulement si @ est injective si et seulement si Ker & = {0} si
p p

et seulement si: V(z1, ..., z,) € HE“ O(z1,...,1p) = sz =0g = [(21,..,2p) =0 Vie[L1,p], z;,=0g]
i=1 i=1

Supposons le dernier point.

Supposons le deuxieme point.

Exemple 1.9.3 Soient a; < as < ... < «, des réels et pour tout k de [1,n], on pose
Er ={z — P(x)e™*, P € R[X]}. Montrer que la somme des Ej, est directe (on pourra raisonner par
récurrence).

P P
Remarque 1.9.4 1. ATTENTION : pourp > 3, si on a ﬂ E; = {0}, cela n’implique pas que Z E;
i=1 i=1
est directe | Contrezemple : dans K2, on pose e; = (1,0) et e = (0,1). On note E; = vect(e;) ;
Ey = vect(ey) et Bz = vect(e; + e3).



2. ATTENTION : pour p > 3, si pour tout i,j distincts de [1,p], on a : E; N E; = {0}, cela

p
nimplique pas que Z E; est directe! Voir le contre-ezemple précédent.
i=1
p
3. Si vous voulez montrer que E = @ E;, vous pouvez procéder par analyse-synthése. Pour mettre
i=1
cela en place, vous firez un x quelconque de E. Ensuite vous montrez par analyse-synthése qu’il

p p
existe un unique (1, ...,x,) dans H E; tel que x = E T;.
i1 i=1

p
4. Pour montrer qu’une somme Z E; est directe, il suffit de prouver que E1+ Es est directe, puis
i=1
que (Ey @ Ey) + Es est aussi directe, et ainsi de suite...

Exemple 1.9.4 Soient E un espace vectoriel, et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose
qu’il eziste deux sous-espaces vectoriels F' et G' de E tels que :
F=(FNG&F e¢tG=(FNG)&G". Montrer que : F+G=(FNG) & F &G

Proposition 1.9.3 (Définition d’une application linéaire sur une somme directe) Soient

p

E = EB Ey et, pour tout k € [1,p], up € L(E, F). 1l existe une unique application linéaire
k=1

u € L(E,F) telle que pour tout k € [1,p], ug, = w.

p
Démonstration : Analyse : si un tel u existe, alors pour z = E x;, dans E, avec
k=1
p p
(1,...,xp) € By X ... x E,, on a par linéarité : u(x) = E u(zy) = E ug(xy). Ceci prouve 1'unicité.
k=1 k=1

p p
Examen : Soit € E et (x1,...,x,) € By X ... X E, tels que : x = ka On pose u(z) = Zuk(xk).
k=1 k=1

~

p
L’unicité de la décomposition de x dans @ E), assure que I'application u est définie sans ambigu”ité.
k=1

P
Soit ¢ € [1,p]. Soit z € E;. La décomposition de z dans @Ek est z=0+...+0+ z +0+...+0et
€L
k=1
donc u(z) = u1(0) + ... + u;—1(0) + w;(2) + wi+1(0) + ... + u,(0) = u;(2) et donc u|g, = u;.
Reste a montrer que u est bien linéaire.

p p
Soient x,y € E et A € K. On pose x = Zazk et y = Zyk avec (T1, ..., xp), (Y1, ., Yp) € B X ... X B,

k=1 k=1
p

Ainsi x + \y = Z(mz + A\y;), avec : Vi € [1,p], z; + \y; € E;. Par définition, on a donc :
i=1



u(z + Ay) = Zuz(Iz + Ay;) = Zuz(%) + /\Zuz(%) = u(x) + Au(y).
LE,F) — L(E\,F)x..xL(E,F)

est un isomorphisme.
= (ulg, . ulg,) P

Remarque 1.9.5 {

p
Proposition 1.9.4 (Base adaptée a F = GB E;) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ey, ..., E, des
=1

sous-espaces vectoriels de E tels que : @E Soit i € [1,p] et B; une base de E;. Alors la

famille B = (By, ..., B,) obtenue en juxtaposcmt les B; est une base de E. Cette base est dite adaptée

dE—éEi.

Autrement dit pour tout i dans [1,p], si (€b €, ..., e,,) est une base de E;, alors

1 2 2 2

(ei,eg,. €y €1, €5yl D, <y € ) (on regroupe toutes les bases) est une base de E adaptée a

E= @E
i=1

Démonstration : On pose E; = vect(B;), avec B; = (¢!, ..., ef%), pour i dans [1, p]. Les (0, ...,0, ..., €, ..., 0, ...

P )

P
avec eé- en position ¢ constituent une base de HE’ Nous avons ®(0, ...,0, ..., eé-, . 0,...,0) = eé-, pour
=1
' P
i dans [1,p] et j dans [1,n;]. Ainsi ® envoie une base de HEl en une base de E. Ainsi ¢ est un
i=1

isomorphisme. Comme & est injective, la somme Zvect(Bi) est directe. La surjectivité nous donne

i=1
p
E=Im® = Z vect(B;), d’ou le résultat.
i=1
Proposition 1.9.5 (Dimension d’une somme) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ey, . .., E, des sous-
espaces vectoriels de E de dimension finie.
p p
1. On a : dim (Z EZ> < Zdim(E)
i=1 i=1
P
2. La somme Z E; est directe si et seulement si :
i=1

p
3. Si E est de dimension finie et la somme ZE’ est directe, alors :

i=1
p
Zdim(E = dim (@ E) < dim(E).
i=1
Démonstration :
p p
e - S
i=1 i=1

1. L’application & : est surjective. Grace au théoreme du rang :

p
(1, .0y p) le
i=1

p

dimTIm @ < dim Im ®-+dim Ker & = dim(] [ E:), soit dim (Z E> < dim( H Zdlm ).
=1 =1

i=1



2. En reprenant 'application @, la somme est directe ssi @ est injective ssi dim Ker @ = {0} ssi

p p p
dimTm @ = dim(] [ £) ssi dim (Z E) = dim(E)).
i=1 i=1 i=1

p
3. L’inégalité vient du fait que Z E; soit un sous-espace vectoriel de E et donc

=1

p p p
dim (Z Ez> < dim(E). Comme Z E,CE, onaFE = @ E; si et seulement si

i=1 =1 =1

dim (i El> = dim(E).

1.9.2 Cas particulier : somme de deux sous-espaces vectoriels

E désigne un K-espace vectoriel et E' et E” désignent deux sous-espaces vectoriels de E.

Proposition 1.9.6 (Somme directe de deux sous-espaces vectoriels) La somme E' + E" est direct si
et seulement si E' N E" = {0}.

Remarque 1.9.6 A ne pas confondre avec E' N E" = ().

Exemple 1.9.5 La somme S,,(K) + T,/ (K) est-elle directe ?

Définition 1.9.3 (Sous-espaces vectoriels supplémentaires) On dit que E' et E" sont supplémentaires
dans E si : ' ®E" = E.

Remarque 1.9.7 Il y a deux informations contenues dans E' ® E” = E. D’une part E' + E" = E et
d’autre part la somme est directe.

Exemple 1.9.6 1. (CCP 62) Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E) telle que f*— f—2Id = 0.
Montrer que : Ker (f + Id) @ Ker (f —2Id) = E.

2. (CCP 92) Si on note S,(K) (resp. A,(K)) l'ensembles des matrices symétriques (resp. antisy-
métrique), c’est-a dire vérifiant MT = M (resp. MT = —M ). On a : S,(K) @ A, (K) = M,,(K),
et : VM € M,(K), M =



Proposition 1.9.7 (Existence d’un supplémentaire) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie
et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' posséde au moins un supplémentaire dans E (c’est-a-dire
qu’il existe un sous-espace vectoriel S de E tel que : E=F & S).

Théoréme 1.9.1 (Formule de Grassmann) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie.
Soient E' et E" deux sous-espaces vectoriels de E de dimension finie. Alors E' + E" est de dimension
finie et : dim(E' + E") =

Exemple 1.9.7 Soit E un K espace vectoriel de dimension n. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E tels que dim(F') + dim(G) > n. Montrer que F NG # {0}

Proposition 1.9.8 (Caractérisation d’espaces supplémentaires par la dimension) Soient E un K-espace
vectoriel de dimension n et F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E.

1. FOG=FE<~ FNG={0} et dim(F)+dim(G)=dim(FE).
22 FO6G=FE<= F+G=F et dim(F)+dim(G)=dim(F).

Exemple 1.9.8 1. (CCP 71) Soient P = {(z,y,2) €ER*/x +y+ 2 =0} et
D ={(z,y,2) € R?/x = y/2 = z/3}. Montrer que P ® D = R>.

2. (CCP 64) Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et f € L(F).
(a) Montrer que : Ker f @ Im f = E = Im f = Im (f?).
(b) Montrer que : Im f = Im (f?) < Ker f = Ker (f?).
(c) Montrer que : Im f = Im (f*) = Ker f @ Im f = E.



Remarque 1.9.8 ATTENTION, erreurs a ne pas faire :

e Ne pas confondre réunion de sous espaces vectoriels et somme de deux sous-espaces vectoriels.
Dans R?, si By = vect(1,0) et Ey = vect(0,1), alors By + Ey = vect ((1,0),(0,1)) = R?, mais
Ey U By # R?, par exemple il ne contient pas (1,1).

e Le complémentaire E\F d’un sous-espace vectoriel F' de E n’est pas un sous-espace vectoriel,
car : 0 est dans F' (en tant que sous-espace vectoriel de E), donc 0 ¢ E\ F.
Ainsi il ne faudra pas confondre la notion de complémentaire et de supplémentaire, car le premier
n’est pas un sous-espace vectoriel de E tandis que [’autre oui.

o Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors E' + F = E" + F n’implique pas : E' = E”. On
ne fait pas d’opérations sur les sous-espaces vectoriels.

Proposition 1.9.9 (Supplémentaire du noyau) Soient E et F deuxr espaces K-espaces vectoriels et
f € L(E,F). Soit S un sous-espace vectoriel de E tel que S @ Ker(f) = E. Ainsi f|s induit un
isomorphisme de S dans Im (f).

1.9.3 Projecteurs

Définition 1.9.4 (Projection) E’ et E” désignent deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires
(E' ® E" = E).Tout élément x de E s’écrit de facon unique sous la forme x = z' + 2" avec (', 2")
dans E' x E". On appelle la projection sur E' parallélement o E" 'application

' E - K
PYe=d+2" — o'~

Ainsi x = p(z) +x — p(x).
~~  —_—
B cE

Exemple 1.9.9 (CCP 71) On reprend l'exemple 1.9.8. Soient P = {(x,y,2) € R*/x +y + 2z = 0}
et D = {(r,y,2) € R®/x = y/2 = 2/3}. On a vu que : P ® D = R®. Soit p la projection sur P
parallélement a D. Soit w = (x,y,z) € R. Ezprimer p(u).

Proposition 1.9.10 (Propriétés des projections) Soit p la projection sur E' parallélement a E".



1. Imp = et Kerp =
Ainsi on a : Imp ® Kerp = E.

2. v €lm(p) < p(z) = < 1 € Ker ( )
3. p'(=pop) =

Définition 1.9.5 (Projecteurs) On appelle projecteur de E tout endomorphisme qui coincide avec une
projection sur un sous-espace vectoriel de E parallelement a un supplémentaire de celui-ci.

Remarque 1.9.9 1. Si f est un projecteur, alors Im (f)@Ker (f) = E, mais attention la réciproque
est fausse, voir l’'exemple ci-dessous.

2. Si p est un projecteur, on montre par récurrence que : ¥n € N*, p" = p.

Exemple 1.9.10 On reprend l’exemple 1.6.1. Soit A = ; Z et f l’endomorphisme de Mo(R) défini
-2 0 0 —2
par f(M) = AM et (M, Ms) est une base de Ker (f), avec My = 10 et My = 0o 1)

1. (CCP 60) Déterminer une base de Im (f).
2. (CCP 60) A-t-on My(R) = Ker (f) & Im(f) ?

3. FEst-ce que f est un projecteur ?

Proposition 1.9.11 (Caractérisation des projecteurs) Soit f € L(E). f est un projecteur si et seule-
ment si f2 = f. Dans ce cas f est la projection sur Im f parallélement a Ker f.

Exemple 1.9.11 1. Soient E un espace vectoriel et p,q € L(E) deuz projecteurs qui commutent.
(a) Montrer que pq est un projecteur.

(b) Montrer que Im (pq) = Im (p) NIm (q) et Ker (pg) = Ker (p) + Ker (q).



1 q
2. Soit G = {g1, ..., g4} un sous-groupe fini de GL,(K). On pose p = — Zgi. Montrer que p est
173
un projecteur.

q
Définition 1.9.6 (Projecteurs asociés a £/ = @ E;) Soit E un K-espace vectoriel et Ey, ..., E, des sous-
i=1

q
espaces vectoriels de E tels que E = @Ez Soit k € [1,q]. On note py Uapplication telle que
i=1
PelE, = Idg, et pplp, =0, sii # k.
Autrement dit pour x = x1 + ... + x4, avec (x1,...,x,) € By X ... X By, on a pi(x) = ;.
q

Les applications p, ..., py sont appelés projecteurs associés a B = @ E;.

=1

q

Proposition 1.9.12 (Propriétés des projecteurs asociés a F = @ E;) En reprenant les notations pré-
i=1

cédentes, pour tout k de [1,q] Uapplication py est un projecteur. En particulier, c’est une projection

q
sur Ey parallelement a @ E;.

i€[1,q]\{k}
q
Démonstration : On pose Fj, = GB E;. Montrons que Ey @& F, = E. Soit x € FE. Il existe
i€[1,q]\{k}
(1, ..., q) € By X ... X E, tel que © = 1 + ... + z, et donc x = x + Z x; qui est dans Ej, + F,.

i€[1,q]\{k}
Ainsi F = Ek + Fk.

Soit x € Ej N Fy. 1l existe (21,..., Tp—1, Tht1, -, Tg) € E1 X .. X By X Epyq X .o x Ey tel que
Z x; = x, soit 1 +...Tp—1 — T+ Tp41 + ... + x4 = 0, ainsi grace a la proposition 1.9.2, on a z = 0.

i€[1,q]\{k}
Ainsi Ek N Fk = {O}

Pour z = a1, + Z x; qui est dans Ey + Fy, on a pg(z) = y, ce qui fait de py la projection sur Ej,
i€[L,q]\{k}
q

parallelement a @ E;.
i€[Lql\{k}

Remarque 1.9.10 1. Pouri,j € [1,q], on ap;op; =



2. On a ipi =
i=1

p
Exemple 1.9.12 Soient fi, ..., f, dans L(E) tels que fio f; =0 sii # j et Zf2 = Idg. Montrer que

i=1
p
E=EPnf;.
j=1

1.9.4 Symétries vectorielles

Définition 1.9.7 (Symétrie) E’ et E" désignent deuzr sous-espaces vectoriels de E supplémentaires
(E' ® E" = E). Tout élément x de E s’écrit de facon unique sous la forme v = 2’ + 2" avec (2, z")
dans E' x E". On appelle la symétrie sur E' parallélement o E" 'application

{E - F
S .

x:x'—l—x” o

Remarque 1.9.11 Soit p la projection sur E' parallélement a E”. Alors s =

Proposition 1.9.13 (Propriétés des symétries) Soit s la symétrie sur E' parallélement a E". Alors :
1. EE={x € E/s(x) =2} =Ker(s — Idg) et E" ={x € E/s(x) = —x} = Ker (s + Idg) .
2. s*(=s0s)=Idg.

Définition 1.9.8 (L’ensemble des symétries) On appelle symétrie de E tout endomorphisme qui coin-
cide avec une symétrie sur un sous-espace vectoriel de E parallelement a un supplémenteire de celui-ci.

Proposition 1.9.14 (Caractérisation des symétries) Soit f € L(E). f est une symétrie si et seulement
si f2 = Idg. Dans ce cas f est la symétrie sur Ker (f — Idg) parallélement a Ker (f + Idg) et on a :
E=Ker(f —1Idg) @ Ker (f + Idg).

M, (K) — M,(K)

A LeoAT . L’application s est une symétrie car elle est linéaire

Exemple 1.9.13 Soit s : {

et :
VA € M,(K), s*(A) = s(s(A)) = s(A") = (AT)" = A. De plus :
Ker (s + Idm, k) =

Ker (s — Idy, ) =

Ainsi s est la symétrie sur parallelement a
Grace a la proposition précédente, on retrouve : S, (K) @ A, (K) = M, (K).



1.10 Hyperplans

Soient E un espace K-espace vectoriel. On suppose E # {0g}.

Définition 1.10.1 (Hyperplan) Soit H un sous-espace vectoriel de E. On dit que H est un hyperplan
de E s’il existe un forme linéaire ¢ € L(E,K) _non nulle, telle que H = Ker ¢.
Dans ce cas, H = {x € E, p(x) =0}, ce qui définit une équation de ’hyperplan H.

Proposition 1.10.1 (Hyperplans et équations en dimension finie) Soient B = (ey,...,e,) une base de
E. Soit H un sous-espace vectoriel de E. Alors H est un hyperplan de E si et seulement s’il existe un

n-uplet non nul (ay,...,a,) € K" tel que H = {a: = inei ek Zaini = 0}-
i=1 i=1

Exemple 1.10.1 Le plan P d’équation x +y + z = 0 est un hyperplan de R3.

Proposition 1.10.2 (Caractérisation géométrique des hyperplans) Soit H un sous-espace vectoriel de
E. Les propositions suivantes sont équivalences :
e H est un hyperplan de E.
e H est supplémentaire d’une droite de E, c’est-a-dire il existe une droite vectorielle D telle que
E=H&D.
Dans ce cas, toute droite D' non contenue dans H vérifie : E = H® D'.

Exemple 1.10.2 Soient E = C*(R,R), F' = {f € E, f(3) =0} et G = {z — Az, X\ € R}. Montrer
que E=F&G.

Corollaire 1.10.1 (Caractérisation géométrique des hyperplans en dimension finie) Si F est de di-
mension n (avec n dans N*), alors les hyperplans sont exactement les sous-espaces vectoriels de di-
mension n — 1.

Exemple 1.10.3 Soient n € N*, puis Hy = {S € C,[X], S'(1) = 0} et H, = {S € C,[X], S'(—1) = 0}.
Montrer que : dim(H, N Hy) =n — 1.

Proposition 1.10.3 (Comparaison de deux équations d’hyperplan) Soit H un hyperplan de E
1. Soient ¢ et ¢ deux formes linéaires telles que H = Ker ¢ = Ker. Alors il existe A € K* tel
que 1V = \p.
2. Si E est de dimension finie n et H est un hyperplan ayant pour équation Zaixi =0 et
i=1

Z bix; =0, alors il existe A € K* tel que : Vi € [1,n], b; = Aa;.

=1



Proposition 1.10.4 (Caractérisation des espaces de dimension n — p) Soit £ un espace vectoriel de
dimension n.
o Si(Hy,...,H,) est une famille d’hyperplans de E, alors

p
dim (ﬂ Hk) >n—Dp.

k=1
e Si F' un sous-espace vectoriel de E de dimension n — p, il existe (Hy,...,H,) des hyperplans
tels que
p
F = () H;.
k=1

1.11 Algebres
Définition 1.11.1 (Structure d’algébre) Un ensemble A muni de deux lois de composition interne + :
AxA—Aet x : AxA— A, et dune loi - : Kx A — A externe, est une algébre lorsque :

1. (A, +, x) est un anneau.

2. (A, +,) est un K-espace vectoriel.

3. Les lois x et - sont compatibles : ¥(a,b) € K*, V(z,y) € A%, (a-z) x (b-y) = (ab) - (z X y).

On note usuellement (A, +, X, -).

Exemple 1.11.1 Les ensembles suivants sont des K-algébres usuelles : (K[X], +, x,-), (L(E),+,o0,-),
(ML(K),+, x,-), (F(X,K),+, X,-), ot E est un K-espace vectoriel et X un ensemble non vide.

Définition 1.11.2 (Sous-algebre) Un ensemble B est une sous-algebre d’une algébre A lorsque B est
un sous-anneau et un sous-espace vectoriel de A.

Exemple 1.11.2 1. L’ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre n est une sous-algebre
de l'algebre M,,(K).
2. L’ensemble des applications de classe C* de R dans R est une sous-algébre de F(R,R).

Définition 1.11.3 (Morphisme d’algébres) Soit A et A" deux K-algebres. Une application
f:A— A est un morphisme d’algébre lorsque f est un morphisme d’anneauz et d’espaces vectoriels.

K[X] - K
P = P
la K-algebre (K[X], +, X, ) dans la K-algébre (K, +,-,-).

Exemple 1.11.3 1. Fizons a € K. L’application ev, : (a) ° est un morphisme de

L(E) — L(E)

2. Soit E un K-espace vectoriel et g € GL(E) fizé. L’application g4 { L s gohog!

)

est un morphisme de la K-algébre (L(E),+,0,-) dans elle-méme, car :

2 Matrices

2.1 Rappels de sup sur calcul matriciel
2.1.1 Opérations sur les matrices

Notation : Pour (4, j) dans N?, on note d;; le symbole de Kronecker défini par .
5ij =0 S1 2 % ]



Définition 2.1.1 (Matrice) On appelle matrice de type (n,p) sur K toute application

(i,7) =

On la note A = [a;j]i<i<n. Elle est représentée par un tableau avec n lignes et p colonnes :

1<j<p
J
aip Qi -0 Ay ottt Ayp
Q21 Q22 -+ Q25 -+ Qgp
i i
Ap1 Qp2 - Apj - App

On note M,, ,(K) lensemble des matrices de type (n,p) a coefficients dans K.
Sin = p, on parle de matrice carrée d’ordre n. Dans ce cas on note M,,(K) l’ensemble de ces matrices.

Définition 2.1.2 (Opérations) 1. Soient A = [a;j]i<i<n €t B = [b;jli<i<n dans M, ,(K) et A dans
1<j<p 1<5<p
K. On définit les opérations
(a) Addition : A+ B = [aij]lgign + [bij]lgign = [az‘j + bij]lgz’gn'
1<5<p 1<j<p 1<5<p

(b) Multiplication par un scalaire : M\A = \-[a;j]i<i<n = [Maij]i<i<n.

1<j<p 1<j<p
2. Multiplication de deux matrices Soit A = [a;;]1<i<r € M, ((K) et
1<j<q
B = [bijli<i<q € Mgp(K). On appelle produit matriciel de A par B la matrice de M, ,(K) notée
1<j<p
AB définie par AB = [c;jli<i<r avec ¢;; =

1<j<p

Remarque 2.1.1 1. ATTENTION : le produit matriciel n’est pas commutatif, on n’a pas
AB = BA.

2. ATTENTION : AB = 0 n’implique pas que A =0 ou B = 0.

Disposition pratique :
big e |bij| oo by
bex o |beg| o by
N L ] R P
al,l DY al,k ... a’l,q Cl,l DY Cl,] ... Cl,p
ail| - [ain] - G e iy
a/r’1 DY a/’f’7k DY a/'/‘,q CT’l DY CT’j ... CT'7p
by
. by
Exemple 2.1.1 1. Soit L = (a1, ag, ...,a,) € My, (K) et C' = )
bn

Alors LC =

On identifie donc cette matrice a un scalaire. Par ailleurs CL =



— MD— DM’
A0 0
0 A ...
avec D =1| . . . et A, ..., A\, dans C deux a deux distincts. Déterminer Ker .
0 0 An
1 (0)
Définition 2.1.3 (Matrice identité) Soit n € N*. On pose I,, = . € M, (K). On a aussi
(0) 1
I, =] li<ij<n- On appelle cette matrice la matrice identité.

Exemple 2.1.2 Soit A = [a;j]1<i<n €t B = [bijli<i<q. Alors on a [,A= A et BI,, = B.

1<j<p 1<j<n

2.1.2 Base canonique de M,, ,(K)

Définition 2.1.4 (Base canonique) Pour (i,j) dans [1,n] x [1,p], on pose

J
00 0O --- 0
0 0 0 --- 0
Ez] - )
i 1
00 --- 0 --- 0
c’est-a-dire tous les coefficients sont nuls sauf celui en position (i,j) qui vaut 1.
Ej = li<k<n. On appelle (E;j)i1<i<n la base canonique de M, ,(K).
1<i<p 1<j<p
Proposition 2.1.1 (Décomposition de matrices suivant £;;) 1. Soit A = [a;j|i<i<n € My ,(K).
1<j<p

Alors on a une unique combinaison linéaire de A avec les matrices (E;;) : A =
2. (Eij)i<i<n est une base de M, ,(K).

1<j<p

Exemple 2.1.3 Soit E = {[a; j|1<ij<2n, Vi,j € [1,2n], i+ j = 1[2] = a;; = 0}. Montrer que E est un
espace vectoriel, dont on précisera la dimension. Montre que E est stable par produit.



Proposition 2.1.2 (Multiplication des éléments de la base canonique) Soient
(iaju kv l) € [[LQ]] X [[1777“]]2 X [[Lp]] On a E’ijEkl =

2.1.3 Transposition

Définition 2.1.5 (Transposée) Soit A = [a;;]i1<i<n € M, ,(K). On appelle transposée de A la matrice

1<j<p
de Mpn(K) notée A" et définie par A" = [a};)1<i<p avec aj; = aj;.
1<5<n
Proposition 2.1.3 (Opération et transposition) Soient (A, B) € M, ,(K)? et A € K. Alors on a :
1. (A+B)" = A"+ B". 3. (AT = A
2. (AA)T = \AT. 4. (AB)T = BT AT,
Exemple 2.1.4 1. Soit Ae A,(K). On a :
0 0
A= e ay = Y ey a1
j —aij .. 1<i<j<n ] 1 -,
0 0
= Z a;;j(Ei; — Ej;). Ainsi toute matrice de A, (K), se décompose de fagon unique suivant
1<i<j<n

la famille (E;j — Eji)1<i<j<n, qui est donc une base de A,,(K). Cette famille posséde n(n —1)/2
éléments. Ainsi : dimg (A, (K)) =n(n —1)/2.

De méme ((Eij + Eji)i1<icj<n, (Eii)i1<i<n) est une base de S,(K) et donc
dimg(S,(K)) =n(n—1)/2+n=n(n+1)/2.

2. Soit A€ M, ,(K), X € M, 1(K) et Y € M, 1(K). Montrer que X" AY = YTATX.

2.1.4 Trace
Définition 2.1.6 (Trace d’une matrice) Soit A = [a;j]1<ij<n € M, (C). On appelle trace de A le sca-

laire tr(A) = Z ai;, qui est la somme des éléments diagonauz de A.
i=1



Exemple 2.1.5 (CCP 92) Soit M = [m;|i<ij<n € M, (C). Calculer tr(MTM) (M étant la matrice
dont les coefficients sont les conjugués de ceuxr de M ).

Proposition 2.1.4 (Trace de la transposée) Soit A € M,,(K). Alors tr(A) = tr(A").

Proposition 2.1.5 (Opérations sur la trace) 1. Pour (A,B) € M,(K)* et (\,n) € K? on a :
tr(AMA + uB) = Mr(A) + ptr(B) (la trace est une forme linéaire de M,,(K)).

2. Pour (A, B) € M, ,(K) x M,,,(K), on a : tr(AB) = tr(BA).

Remarque 2.1.2 1. ATTENTION, on ne peut pas généraliser la proposition précédente avec trois
0 0 0 1 0 1
10} B = (O O) et C = (0 0),@[07“5 ABC =0 et

BAC = C et donc tr(ABC) =0 et tr(BAC) = 1 donc tr(ABC) # tr(BAC).
2. ATTENTION : tr(AB) # tr(A).tr(B) (prendre par exemple A= B = I,,).

matrices. Par exemple, si A =

Exemple 2.1.6 1. Soit A, B € M,(K). Peut-on avoir : AB— BA=1, ¢

2. Soit C € M, ;(K) et L € My,(K). On pose M = CL. Montrer que M?* = tr(M)M.

3. Soit A = [aijl1<ij<n € Mu(K). Soient k,l € [1,n]. Calculer tr(AEy,).
Puis en déduire que s’il existe B € M, (K) tel que : VM € M, (K), tr(AM) = tr(BM), alors
A=B.

2.1.5 Matrices inversibles

Définition 2.1.7 (Matrice inversible) Soit A € M, (K). On dit que A est une matrice inversible s’il
existe B € M, (K) tel que l'on ait : AB = I, ou BA = I,,. La matrice B est appelée l'inverse de la
matrice A et est notée A~'. L'ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,(K) et on
lappelle groupe linéaire d’ordre n.

Remarque 2.1.3 1. Ne jamais écrire 1/A.
2. Soient A, By, By € M,,(K) avec A inversible. Alors



o Aby = ADy = b1 = Ds.

e BiA= ByA= B; = Bs.

e (IMPORTANT) Soit A € M, (K) tel qu’il existe B dans M, ,(K) ou C dans M, (K)
non nulles telles que AB =0 ou CA=0 (on dit que A est un diviseur de 0)
Alors A n’est pas inversible. En effet si A est inversible et si on a AB = 0 par exemple,
alors on a AYAB = A7'0 et donc B =0, ce qui est impossible.

Exemple 2.1.7 1IN =1,
2. VA € K*, VA € GL,(K), (A\A)™' =

1 - 1
3. Soit J = | : | € M (K), avec n dans N*\ {1}. Calculer J* puis en déduire que J n’est
1 .- 1
pas inversible.

4. IMPORTANT : Soit A€ M,(K), P€ GL,(K) etk € N. On a : (PAP™')" =

5. Soit E = {[a; ;]1<ij<om, Vi,j € [1,2n], i+ j = 1[2] = a;; = 0}. Montrer que si une matrice de
E est inversible, alors son inverse est dans E.

Remarque 2.1.4 1. ATTENTION : La matrice J montre que si une matrice carrée A est non
nulle ou que tous ses coefficients sont non nuls, alors elle n’est pas forcément inversible.

2. ATTENTION, pour A = [aij]1<i j<n inversible, Uexzemple précédent montre que A~ nest pas
égale a [1/aijl1<ij<n -
Proposition 2.1.6 (Opérations sur I'inverse) Soient A, B € GL,(K).
1. (A H = A
2. AB est inversible et (AB)™' = B~1A™"
3. AT est inversible et (A7) = (A™HT.
4. Pour tout k de N, la martice A* est inversible et (AF)™' = (A71)",

a b

Définition 2.1.8 (Déterminant d’une matrice 2 x 2) Soit A = (c d) € My(K). On appelle déter-

le scalaire ad — be.

minant de A noté det(A) ou CCL 2

Proposition 2.1.7 (Inverse d’une matrice 2 x 2) A est inversible si et seulement si det(A) est non nul.
Dans ce cas, nous avons A~" =



2.1.6 DMatrices diagonales et triangulaires

Définition 2.1.9 (Matrice diagonale) A = [a;j]1<; j<n € M, (K) est dite diagonale, quand :

a1 0 0
.. 2 . . . 0 aoo ... 0 '
V(i,5) € [1,n]", @ # j = a;; = 0, cest-a-dire A = . . |- On note celle-ci
0 0 ... apn

diag(ay, ..., any). On note D, (K) lensemble des matrices diagonales d’ordre n.

Proposition 2.1.8 (Opération et matrice diagonale) Soit D = diag(ay,...,a,), D' = diag(a), ..., )
et A € K. Alors :

AD = diag(Aay, ..., Aa,)

D+ D' =diag(ay + o, ..., + )

DD' = D'D = diag(aya, ..., )

Vk € N, D* = diag(a?, ..., o)

D € GL,(K) <= Vi € [1,n], a; # 0 et dans ce cas, D' = diag(ai?,...,a;").

n

Gt o v~

Définition 2.1.10 (Matrices antisymétriques et symétriques) Soit A € M, (K).
o On dit que A est symétrique si AT = A et on note S, (K) I'ensemble des matrices symétriques.
Si A = [aijli<ij<n est symétrique, alors : Yi,j € [1,n], a;; = aj;.
o On dit que A est antisymétrique si AT = —A et on note A, (K) lensemble des matrices antisy-
métriques. Si A = [aijl1<ij<n est antisymétrique, alors : Vi, j € [1,n], a;; = —a;;.

Remarque 2.1.5 1. D,(K) C S,(K).

2. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétriques sont nuls, car :
Vi € [[1,”]], a; = —a;; = 2a;; = 0= a; =0.

3. Le produit de matrices symétriques n’est pas toujours symétrique en effet
1 0y /0 1y (0 1
0 0/\1 0/ \0 0)°
Définition 2.1.11 (Matrices triangulaires) 1. A = [aijh<ij<n € Mn(K) est dite triangulaire su-
périeure, quand :

aiq % B

- 2 - . . . 0 Ao ... *
V(Zaj) € [[17”]] y J <1 aij :()7 C%St—&—dl’l“e A:

0 0 ... ap

On note T,7(K) I’ensemble des matrices triangulaires supérieures a coefficient dans K.

2. A = laijli<ij<n € M,(K) est dite triangulaire inférieure, quand :

a1y O O

.. 2 . . N * asy ... 0
V(i,5) € [1,n]*, i <j = a;; =0, c’est-a-dire A =

* * Apn,

On note T, (K) l’ensemble des matrices triangulaires inférieures a coefficient dans K.

Proposition 2.1.9 (Opérations et matrices triangulaires) 1. Soient A et B dans T, (K) et A € K.
(a) A+ B e THK).
(b) \A € TH(K).
(c) AB € T} (K).

2. On a les mémes propriétés pour les matrices triangulaires inférieures.



a;p k... % by * ... % a11b11 *
Q9o ... 0 b ... = 0 ag2b
Remarque 2.1.6 - . ?2 22, -
0 0 ... app 0 0 ... bu 0 0 cor Qppbpn
On a le méme type de produit pour les matrices triangulaires inférieures.

Proposition 2.1.10 (Matrices triangulaires inversibles)

a1 Xx e *
0 ag ... =*
LSoitA=| . | eTHK).
0 0 ... apm
(a) A€ GL,(K) <= Vk € [1,n], aw # 0.
1/@11 * . *
. . . -1 1 0 1/(1,22 . *
(b) Si A est inversible, alors A~" est dans T, (K) et A~ est de la forme _ _ _ _ ,
0 0 oo Lap,

attention on ne peut rien dire pour les coefficients en dehors de la diagonale!

2. On a les mémes types de résultats pour T, (K).

2.1.7 Matrices par blocs
Définition 2.1.12 (Matrices par blocs) Soit A = (a;)1<i<n € My ,(K) et 0 =idp < iy < ... <ip =1

1<5<p

et 0=jo < j1 < ... < jg=p tels que pour tout r < min(m,q), on ait i, = j,.
Pour1<r<metl<s<gq, onpose A = (ai;)i, ,<i<i, -

Js—1<J<Js
Ay o Ay,
Les matrices A5 sont des sous-matrices de A, appelées blocs et lécriture A = : :
Api o Amg
An Ay
Proposition 2.1.11 (Combinaison linéaire de matrices par blocs) Soient A\, u € K et A = :
Aml Amq
By --- By
B = : : |, avec des blocs de méme taille. On a alors on a :
By - By
My 4+ pByy o Ay + By
AN+ uB = : :
)\Aml + ,uBml T )\Amq + ,Uqu

Proposition 2.1.12 (Produit par blocs) Soient A € M, ,, (K), B € M, ,(K), C € M,, ,, (K),
D e My, ,,(K), A" e M, ,,(K), B € M,, ,,(K), C" € M,, ,,(K), D" € M,, ,,(K). Alors on a :

A B\ (A B\ [ AA+BC AB +BD'
¢ p)\c¢ p )=\ cA+DC CB+DD

!/ / " /"
Démonstration : Ecrivons le produit ( A B ) ( A B ) sous forme de blocs ( A B ) On

¢ D c' D o’ D"
/ /
pose U = ( é IB; ) et V = < é, g, ) Regardons le bloc B” par exemple qui doit étre dans

M, 0, (K). Soit (7,7) € [1,m1] x [1,¢2]. On note [B"];; le coefficient (i,j) de B” et on adoptera la



p1tp2
méme notation pour les autres matrices. On a : [B"];; = [UV]i 445 = Z UiklVkpr+s =

k=1
p1 p1+p2 p1

p2
S ikVlepait Y WiklViepss = > _[AlislBlrj+ Y _[Blisl D'l = [AB'+BD']; ;. On procede
k=1 k=p1+1 k=1 k=1

de méme pour les autres blocs.

Remarque 2.1.7 On peut généraliser ce produit avec plus de blocs.

bl 1 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
b31 b32 b33 bS4

1 0

Exemple 2.1.8 |0 1
00

byr by baz bag

A B\’
Proposition 2.1.13 (Transposition) ( C D ) -

Démonstration : On pose U = él g >, avec A € My, ,,(K), B e M,, ,,(K), C € M,,,, (K),
T AT
D e Mn27p2(K) et V= ( gT gT )

Soit ] € [[1,711]] et 1 € [[1,])1]] On a [U]]?l = [A]j,l = [AT]ZJ = [V]Z,
Soit j S [[1,’”1]] et 1 € [[pl +1,p1 +p2]] On a [U]jﬂ' = [B]j,i = [BT]Z'J' = [V]z,j
Soit j € [n1 + 1,ny +ng] et i € [1,p1]. On a [U];; = [Cljs = [CT iy = [V]iy-
Soit j € [[m + 1,n1 + TLQH et 1 € [[pl + 1,p1 —{—pg]] On a [U]jﬂ; = [D]jﬂ' = [DT]Z'J = [V]Z,]

~

Exemple 2.1.9 1. Montrer que si A et D sont inversible, alors ( 61 g ) est inversible et déter-

miner Son 1nverse.

0 ) et si A et D sont inversibles

En en déduit que si on a une matrice digonale par blocs ( 0 D

z A0\
ators 0 D =

110 O
2. Calculer les puissances successives de K = 8 g g _01
000 3



2.2 Rappels de sup sur les représentations matricielles
2.2.1 Lien entre matrices et applications linéaires

Soient F un K-espace vectoriel de dimension p et F' un K-espace vectoriel de dimension n. Soient
U = (uj)1<j<p une base de E et V = (v;)1<i<p, une base de F. Soit f € L(E, F).

n

Pour j dans [1,p], on a f(u;) dans F' = vect(vy, ..., v,) et on peut écrire f(u;) = Zaijvi, ou a;; est
i=1

la i-eme coordonnée du vecteur f(u;) dans la base V.

Définition 2.2.1 (Matrice d’une application linéaire) La matrice A = [a;j]i<i<n est la matrice de f
1<j<p
dans les bases U et V et est notée Matyy(f). On a :

flur)  flua)  flug)  fluy)

vy apnp @iz -0 Qi ot QA
Uy Q21 Q2 -+ Q25 -t Agp
(% Qi

'Un anl an2 . e anj “ee anp

On note Matyy(f) = Maty(f).

Remarque 2.2.1 Le nombre de colonnes est donné par la dimension de [’espace de départ et le nombre
de lignes par la dimension de l’espace d’arrivée.

Définition 2.2.2 (Application linéaire canoniquement associée a une matrice) On peut identifier ca-
X1

2
noniquement M, 1(K) avec K", ¢’est-a-dire que 'on identifie la colonne | | avec le n-uplet (xq, ..., x,).

My (K) = Mpa(K) Nt/ \ .
b% e AX s’indentifie canoniquement a une appli-

cation linéaire de L(KP,K™). On dit que f est l'application linéaire canoniquement associée a A.
Ainsi A est la matrice de f dans les base canoniques de KP et K".

Soit A € M,,,. L’application f :



Exemple 2.2.1 (CCP 71) Dans l'exemple 1.9.9, nous avons défini un endomorphisme de R”, dont

1
Uexpression est : ¥(z,y,2) € R?, p((z,y,2)) = 6(5:& —y—z;—2x 4+ 4y — 2z; =3z — 3y + 32). Quelle
est la matrice de p dans la base canonique ?

Proposition 2.2.1 (Correspondance entre matrice et application linéaire) L application
" { LE,F) = M,,(K)
' f — M atu,y(f)

est un isomorphisme.

Remarque 2.2.2 1. A une matrice A, on ne peut donc associer qu’une seule application f telle
que A = Maty y(f).

2. On retrouve que dim(L(E, F')) = np.

Exemple 2.2.2 1. Pour toute base U de E, on a : Maty(Idg) = I,.

2. Ecrire la matrice de la transposition sur #5(C) dans la base canonique B = (Ey1, E12, Eo1, Eos).

3. On suppose que E' et E” sont deuzx sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Soit
U = (uj)1<j<p une base adaptée o E = E'® E", avec (uy, ..., u,) une base de E' et (uy1, ..., up)
une base de E”, p la projection sur E' parallélement a E" et s la symétrie sur E' parallélement
a E". Déterminer Maty(p) et Maty(s).

(CCP 71) On reprend les exemples 1.9.8 et 1.9.9. Soient P = {(z,y,2) € R*/x +y + 2 =0}
et D= {(x,y,2) €ER®/x =y/2 = 2/3}. On a vu que : P® D = R>. Soit p la projection sur P
parallelement a D. Déterminer une base dans laquelle la matrice de p est diagonale.



1 02 0
. A . L 2 10 —1
4. Soit f € L(RY) canoniquement associée 4 A = 101 o | On note B = (ey, ea, €3, €4)
1 1 1 1

la base canonique de R*. Déterminer un plan vectoriel stable par f.

Interprétation d’'une matrice triangulaire
Soient £ un K-espace de dimension n, U = (u;)i1<j<, une base de E et f € L(E). Soit A € M,,(K)
telle que l'on ait A = Maty(f).

Proposition 2.2.2 (Matrices triangulaires) A est dans 7, (K) si et seulement si pour tout k de [1,n],
le sous-espace vectoriel Ey = vect(uy, ..., uy) de E est stable par f (f(Ex) C Ey).

Exemple 2.2.3 Si E =K, [X] etU = (1, X, ..., X"), alors pour [ dans L(E), la famille
(f(1), f(X),..., f(X™)) est de degré échelonné si et seulement si la matrice de f dans la base U est

Interprétation d’une matrice diagonale
Soient £ un K-espace de dimension n, U = (u;)1<j<, une base de E et f € L(E). Soit A € M,,(K)
telle que 'on ait A = Maty(f).

Proposition 2.2.3 (Matrices diagonales) A est dans D,,(K) si et seulement si :

Interprétation de certaines matrices par blocs
Soient ' un K-espace de dimension n, E' un sous-espace vectoriel de E et U = (u;)1<j<, une base de E
telle que (uy, ..., u,) soit une base de E' et f € L(E). Soit A € M,,(K) telle que I'on ait A = Maty(f).

Proposition 2.2.4 (Matrices par blocs) E’ est stable par f (c’est-a-dire f(E') C E') si et seulement
si A est de la forme :

Dans ce cas Uy = (uy, ..., u,) est une base de E' et si on note f1 l'endomorphisme induit par f sur E'

(f1 ; { B = E/x) ), alors Maty, (f1) =

= f

Remarque 2.2.3 Soit E un K-espace vectoriel. Soient Fy, ..., E, des sous-espaces vectoriels de E tels

p
que : B = @El Soit i € [1,p] et B; une base de E;. On a vu que si B est la famille obtenue en
i=1



p

juxtaposant les B;, alors c’est une base de E adaptée a @EZ Soit f € L(E). Chaque sous-espace
i=1

vectoriel E; est stable par f si et seulement si Matg(f) =

Dans ce cas f induit des endomorphismes sur les E; et la matrice de f|g, dans la base B; est A;.

Exemple 2.2.4 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie 2n et f et g deux endomorphismes
de E tels que f* =¢* =idp et fog+go f=0.

1. Soit F =Ker (f —idg) et G = Ker (f +idg). Montrer que : F & G = E.

2. Montrer que : g(F) C G et g(G) C F.

3. Montrer que : g(F) =G et g(G) = F et que : dim F = dim G = n.

4. Montrer qu’il existe une base B de E telle que : Matp(f) = (Ig _Oj_ ) et Matg(g) = <19 %‘)

Proposition 2.2.5 (Lien entre opérations matricielles et applications linéaires) 1. En reprenant les

notations de la définition 2.2.1, pour f et g dans L(E,F) et X\ dans K, on a :
Matyy(f +g9) = Matyy(f) + Matyy(g) et Matyy(Af) = AMaty,v(f)-

2. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives U = (u;)1<j<p,
V= (vi)ici<n et W = (w))1<j<q-
Soient f € L(E,F), g € L(F,G) et A= Matyy(f) = [ai]i1<i<n et B = Matyw(g) = [bijli<i<q -

1<j<p 1<j<n
Alors BA = Matyw(go f) = [cijli<i<q avec ¢;j = Z bikQj-
1<5<p —

Ainsi on a Matyw(go f) = Matyw(g)Matyv(f).



Exemple 2.2.5 1. Soit C =

S OO O =

. Soit B la base canonique de R4[X]. Déterminer

O O~ N
O = W W=
— s O s =

f € L(R4[X]) telle que Mats(f) = C. En déduire C™ pour tout n de N.

2. Soitn € N* et on pose M,, =

1 0 0

0 :
0| € M,(R). Déterminer M,
1

0 «vv oo 0

Proposition 2.2.6 (Matrice inversible) Soient E et F' deuzr K-espaces vectoriels de dimension finie de
bases respectives U = (u;)1<j<p €t V = (V;)1<i<n. Soit f € L(E, F) et on pose

A= Matz,{y(f) = [aij]lgign-

1<j<p

Alors f est un isomorphisme si et seulement si A est inversible. Dans ce cas : Matyy,(f~') = A™

1

Exemple 2.2.6 Soit C'=

S OO O =
o O O

1

2
1
0
0

1

3
3
1
0

. Déterminer C™1.

S



2.2.2 Lien entre matrices et familles de vecteurs

Définition 2.2.3 (Matrice d’une famille de vecteurs) Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et
U = (u;)1<i<n une base de E. Soit (v;)1<j<, une famille de vecteurs de E.

Ona:Vje|lp], z; = Z a;ju;, ot a;; est la i-eme coordonnée du vecteur x; dans la base U.
i=1
On appelle matrice de la famille (z;)1<j<p dans la base U la matrice

xl x2 DRI x] e xp
Uq apx a2 - Ay ottt Ay
Ug Q1 Q22 -+ Qg5 - A2p
Maty(zy, ..., x,) = [aijhgign =
1<j<p ) . .
Uj . : Qi
Un a“nl an2 DY an] DY a/np

Remarque 2.2.4 Si on n’a qu’un seul vecteur x de E dans cette famille, alors Maty(x) = X est la
matrice colonne dont les coefficients sont les coordonnées de x dans la base U, c’est-a-dire :
n T

On peut ainsi identifier les vecteurs de E avec M,,1(K), 'ensemble des matrices colonnes de taille n
via isomorphisme B = Mai(K)

p x = Maty(x)
Exemple 2.2.7 Soient E = R3[X], U = (1, X, X? X?) sa base canonique et
V=((X-1°%(X-1*X~+1),(X —1)(X +1)* (X +1)*). Déterminer Maty(V).

Proposition 2.2.7 (Matrice inversible et base) Soit U une base de E. Soit (xq,...,x,) une famille de
E et on pose A= Maty(z1, ..., zp).
Alors (1, ...,,) est une base de E si et seulement si A est inversible.

Exemple 2.2.8 Soient £ = R3[X], U = (1, X, X? X?) sa base canonique et
V=((X-1%(X-1*X+1),(X - 1)(X +1)* (X +1)*). Soit M = Maty/(V). Calculer M*. Que
peut-on en déduire ?

2.2.3 Noyau et Image d’une matrice

Proposition 2.2.8 (Image d’un vecteur par une application linéaire) Soient E et F' deuz
K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives U = (u;)1<j<p €t V = (v;)1<i<n.
Soit f € L(E,F) et on pose A = Matyy(f) = [aijli<i<n.

1<5<p



p n
Soient v € E ety € F. Il existe x1,...,x, et y1,...,Yyn dans K tels que v = ijuj ety = Zyzvl On

j=1 i=1
T Y1
X2 , Y2 .
pose X = Maty(z) = | . | qui est dans M, 1(K) et Y = Maty(y) = | . | qui est dans M,,1(K).
Tp Yn

Ona:y=f(x)<=Y =AX

Remarque 2.2.5 Si f est une application linéaire entre les espaces vectoriels E et F', ne pas oublier

que la matrice de [ représente des coordonnées dans une certaine base de vecteurs de E ou F'. Donc

quand on travaille avec les vecteurs de E ou F' a partir de la matrice, il faut bien retranscrire les

vecteurs dans la base de E ou F' et ne pas les écrire comme éléments de KP ou K", c¢’est-a-dire ne

pas considérer (xy,...,xp) ou (Y1, ..., Yn) comme des vecteurs de E ou F, mais les retranscrire dans les
p n

bonnes bases : g Tiu; et E YiV;.-
i=1 =1

Définition 2.2.4 (Image et noyau d’une matrice) Soit A € M,, ,(K).

1. On appelle noyau de A qui est noté Ker A l'ensemble {X € M,1(K), AX = 0} que l'on peut
identifier a un sous-espace vectoriel de KP.

2. On appelle image de A que noté Im (A) Uensemble {AX, X € M,1(K)} (qui est inclus dans
M,1(K)) et que l'on identifie a un sous-espace vectoriel de K".

Remarque 2.2.6 1. L’image et le noyau de A s’identifient donc au noyau et a l'image de appli-
cation canoniquement associée a A.

2. Si la matrice d’une application linéaire f: E — F est A dans une certaine base, nous pouvons
trouver les coordonnées des éléments de Im (f) et Ker (f) grace a Im (A) et Ker (A). Cependant
ne pas oublier de retranscrire les éléments de Ker (A) en vecteurs de E grace auzx coordonnées
et de méme pour les éléments de Tm (A) qu’il faudra retraduire en vecteurs de F.

Définition 2.2.5 (Rang) Soit A € M, ,(K). On note Ci, ..., C, ses vecteurs colonnes.
On pose rg (A) =rg (C4, ..., C,) = dimvect(CY, ..., Cp).

Exemple 2.2.9 Déterminer le rang des matrices suivantes :

012 -+ n—2 2
1 2

1. J=1 . 0 | € M, (K), avec n > 2.
1 2

2. B =1li/jli<ij<n



Proposition 2.2.9 (Image et colonnes d’une matrice) Soit A € M, ,(K).

1. Im (A) est engendré par les colonnes de A (Im (A) = vect(Ch, ..., Cp) avec Cy, ..., C, les colonnes
de A).

2. 1g (A) = dim(Im (A)).

Exemple 2.2.10 L’endomorphisme f de R3[X] dont la matrice dans la base canonique de R3[X] est

10 -1 0

1y0 1 0 - . X .

B = sl-1 0 1 o est la projection sur parallelement a
0O -1 0 1

Proposition 2.2.10 (Caractérisation de I'inversibilité par le noyau et 'image) Soit A € M,,(K). Alors
A est inversible si et seulement si Ker (A) = {0}.

Remarque 2.2.7 Ceci est a rapprocher de la situation d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie qui est bijectif si et seulement si il est injectif.

Proposition 2.2.11 (Rang d’une matrice/rang d’une application linéaire) Soient E et F' deuz K-espaces
vectoriels de dimension respective p et n et de base respective U et V. Soit f € L(E,F) telle que
A= Matyy(f). Alors rg(f) =rg(A).

Remarque 2.2.8 Soit A € M, ,(K). Nous avons aussi un théoréme du rang pour les matrices :
dim(Ker (4)) +rg (A4) =
Ceci provient de 'application du théoréeme du rang a 'application canoniquement associé a X — AX

qui va de M, 1(K) dans M,,1(K).

Proposition 2.2.12 (Rang d’une matrice/rang d’une famille de vecteurs) Le rang d’une famille finie
(21, ...,xp) de vecteurs d’'un espace vectoriel E de dimension finie est égale au rang de la matrice
A = Maty(zy, ...,x,) de ces vecteurs dans n’importe quelle base U = (uy,...,u,) de E, c’est-a-dire :

rg (21, ..., xp) = rg (A).

2.2.4 Matrices de passage

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et U = (u;)1<j<n une base de E. Soit U’ = (u})1<j<n

une autre base de E.



n
Ainsi pour tout j de [1,n], on peut écrire : u; = Zaijui. On a donc :
=1

/ / /! /

ul ’U/2 o .. u] DR un
aip Q2 -0 Ay ottt Qi Uy
Qo1 Q22 -+ Q25 -+ QA2p Us

, , . . .
Maty(uy, ..., uy,) = [aijli<icn =

1<j<p .
Qi . U
An1 Qp2 - QApj - Qpp Un

Définition 2.2.6 (Matrice de passage) On note PY = Maty(U') la matrice de passage de la base U d
la base U'.

En particulier, nous avons PY = Maty (Idg), car : ¥j € [1,n], Tdp(u}) = uj = Zaijuj-
i=1

Proposition 2.2.13 (Inversibilité de la matrice de passage) La matrice PLL,’/ est inversible et
(P4t = PY.

Exemple 2.2.11 Soient E = R3[X], U = (1, X, X?, X?) sa base canonique et
V=((X-1>%(X-1)*X+1),(X - 1)(X +1)*,(X +1)*). Déterminer P et Py.

Proposition 2.2.14 (Changement de base pour des vecteurs) Soit x dans E. Il existe x1, ..., x, et 7, ..., x
dans K tels que

/

n n
T = ijuj = Zx;u; On pose X = Maty(z) = | ¢ | et X' = Maty(x) = | ¢ |. Alors on a :
=1 j=1

T, T

Exemple 2.2.12 Décomposer X*+1 dans la base V = ((X — 1)%, (X = 1)*(X + 1), (X — 1)(X +1)*, (X +1)*).

Proposition 2.2.15 (Changement de base pour une application linéaire) Soient F' un K-espace vec-
toriel et V et V' deuz bases de F. Soit f € L(E,F) et on pose A= Matyy(f) et A" = Maty v (f).
A, = Matu/y/(f) =

En particulier si nous avons E = F, en général on choisitd =V et =V et ona: A = (P4 ) LAPY
ou A= P4 A(PY) L.
Exemple 2.2.13 Pour P dans R3[X], on pose p(P) = (X? —1)P' —3X P. On reprend les notations de
Vexemple 2.2.11. On admet que ¢ est un endomorphisme de R3[X].

1. Déterminer Z = Maty(p), puis A = Maty(p) par deur méthodes différentes.

2. ¢ est-elle bijective ¢

3. Comment calculer simplement Z"™ pour n dans N.



2.2.5 Matrices semblables

Définition 2.2.7 (Matrices semblables) Soient A, A" € M, (K). On dit que A et A" sont semblables
s’il existe une matrice inversible P telle que : A = PA'P™".

Remarque 2.2.9 1. (IMPORTANTE) Grace a la proposition précédentes, deuz matrices sont sem-
blables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes.

2. Deux matrices semblables ont le méme rang : on ne change pas le rang par multiplication par
des matrices inversibles.

3. Toute matrice A est semblable a elle-méme : A = I, AL,

Exemple 2.2.14 1. Quelles sont les matrices semblables a AI,,, avec \ dans K ?

2. Montrer que A = (? _21) et U = ((1) 1) sont semblables.



3. Soit A € M,,(K) de rang un. Montrer que A est semblable a une matrice du type

4. Soit A € M3(R) tel que A> =0 et A 0.
(a) Déterminer dim(Im (A))) et dim(Ker (A)).

(b) Montrer que A est semblable a B =

o O O
o O O
o O =

X

Tn



2.2.6 Trace d’'un endomorphisme

Proposition 2.2.16 (Trace de matrices semblables) Soient A € M,,(K) et P € GL,(K). Alors on a :
tr(PAP™Y) = tr(A). Ainsi deur matrices semblables ont la méme trace.

1 2 1 1 -3 2
Exemple 2.2.15 Les matrices A= |1 1 =3 etB=|1 1 2| sont-elles semblables ¢
0 2 1 0 1 2

Proposition 2.2.17 (Invariance de la trace par changement de base) Soit f € L(FE). Alors le scalaire
tr (Maty(f)) est indépendant de la base U.

Définition 2.2.8 (Trace d’un endomorphisme) Soit f € L(E). On note tr(f) que l'on appelle trace de
Uendomorphisme f, le scalaire tr (Maty(f)) qui est indépendant de la base U.

Proposition 2.2.18 (Trace d’un projecteur) Soit p un projecteur de rang r. Alors tr(p) =

Exemple 2.2.16 1. On suppose que E = F & G et on considére s la symétrie sur F' parallélement
a G. Alors tr(s) =

2. Soit n € N*. A tout polynome P de R,[X], on associe le polynome Q défini par :
z+1
Vr € R, Q(x) = / P(t)dt. Soit f Uapplication qui au polynome P associe le polynome Q.

Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X] et déterminer tr(f).

Proposition 2.2.19 Soient u,v € L(E). On a :
1.V p e K, tr(Au+ pv) = Xr(u) + ptr(v).

2. tr(uow) =tr(vou).
1 q
Exemple 2.2.17 On reprend le projecteur de l’exemple 1.9.11 : p = —Zgi, avec G = {g1, ..., gn}
173

un sous-groupe de GL,(K). On note E¢ = {X € M,1(K), Vi € [1,n], X = X}. Montrer que

dim(EY) = éZtT(gi).



2.3 Rappels de sup sur 'obtention du rang d’une matrice

2.3.1 Opérations élémentaires

Définition 2.3.1 (Opérations élémentaires sur une matrice) On appelle opération élémentaire sur les
Ly

lignes d’une matrice A = | : (les L; étant les vecteurs lignes de A) l'une des opérations suivantes.
L,

1. Type I : Addition a une ligne de la combinaison linéaire d’une autre : L; <= L; + \L;, © # 7,
avec A dans K. Cela correspond a une multiplication & gauche par I, + \E; ;.

2. Type II : Multiplication d’une ligne par un scalaire non nul : L; + aL;, a € K\ {0} . Cela
correspond a une multiplication a gauche par diag(1, ..., a, ..., 1), avec a en position i.

3. Type III : Echcmge de deux lignes : L; <+ L; ,i # j. Cela correspond a une multiplication a
gauche par [n — Ei,i — E],_y + Ez,] + E]J
On appelle opération élémentaire sur les colonnes d’une matrice A = (01 C’n) (les C; étant les

vecteurs colonnes de A) l'une des opérations suivantes.

1. Type I : Addition a une colonne de la combinaison linéaire d’une autre : C; <— C; + \Cj, 1 # j,
avec A dans K. Cela correspond a une multiplication a droite par I, + A\Ej ;.

2. Type II : Multiplication d’une colonne par un scalaire non nul : C; < aC;, a € K\ {0}. Cela
correspond a une multiplication a droite par diag(1, ..., ..., 1), avec a en position 1.

3. Type III : Echange de deuz colonnes : C; Cj, 1 # j. Cela correspond a une multiplication a
droite par I, — F;; — F;; + B, j + Ej;.

Remarque 2.3.1 Les opérations élémentaires sur les lignes se traduisent par des multiplications a
gauche par des matrices inversibles P et celles sur les colonnes par des multiplications a droite par
P. Pour savoir quelles sont les matrices inversibles P correspondantes, il suffit d’appliquer [’opération
élémentaire voulue sur I, et le résultat obtenu donne directement P, car PI, = P = 1,P.

Proposition 2.3.1 (Invariance du noyau et de I’image par opérations élémentaires) 1. Les opéra-
tions élémentaires sur les colonnes conservent l'image d’une matrice.

2. Les opérations élémentaires sur les lignes conservent le noyau d’une matrice.

Proposition 2.3.2 (Invariance du rang) 1. On ne change pas le rang d’une matrice par opérations
élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes.

2. On ne change pas le rang d’une matrice en la multipliant par une matrice inversible.
3. Soit A € My, ,(K). On a : rg(A) = rg(AT).
4. Soit A e M, ,(K). On note Ly, ..., L, ses vecteurs lignes. On a : rg (A) =rg (L1, ..., Ly,).



Remarque 2.3.2 (IMPORTANTE) Pour trovver le rang d 'une matrice, on se ramene par la méthode du

*
pwot de Gauss soit par des opérations sur les lignes a une matrice du type (0) . ,
0
*
* (0)
soit par des opérations sur les colonnes a une matrice du type S . . Dans le premier
0

cas, on compte le nombre de lignes non nulles et dans le deuxieme cas, le nombre de colonnes non
nulles.

Exemple 2.3.1 (CCP 69) Déterminer le rang de A =

Q2 O
=]
O = =

Remarque 2.3.3 ATTENTION : Le rang n’est pas €gal en général au nombre de lignes ou de
colonnes non nulles d’une matrice. Ceci est vrai seulement dans le cas d’une matrice échelonnée, il
suffit de voir la matrice J de l'exemple 2.2.9.

Proposition 2.3.3 (Rang d’un produit) Soient A € M,, ,(K) et B € M, ,(K). Alors on a :
rg (AB) < min(rg (4),rg (B)).

Proposition 2.3.4 (Matrices inversibles) Soit A € M, (K). On a : A€ GL,(R) < rg(A) =n.

Calcul pratique de I'inverse d’une matrice

Nous adoptons la disposition suivante : on pose (A|I,) et nous appliquons 'algorithme de Gauss QUE
SUR LES LIGNES a la matrice A jusqu’a obtenir [,, et nous appliquons simultanément les opérations
successives dans le méme ordre sur I,,. Ainsi on répercute les opérations successives sur (A|I},).

1
Exemple 2.3.2 Inverser la matrice A = | —1
1

=N
N = O



2.3.2 Matrices équivalentes

Définition 2.3.2 (Matrice J,) Soient n et p deux entiers naturels non nuls et r € [0, min{n,p}]. On

y 5 - [7" r,p—r
note J, la matrice définie par blocs par J,. = ( Orp )

Onfr,r Onfr,pfr

Proposition 2.3.5 (Changement de base et matrice J,) Soient E et F deux K-espaces vectoriels de
dimension respectives p et n et w € L(E, F) de rang r. Alors pour une certaine base B de E et une
certaine base C de F', on a Matge(u) = J,.

Exemple 2.3.3 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E, F). On note G
Uensemble des g € L(F, E) pour lesquels : fgf = 0. En introduisant des bases dans laquelle la matrice
de f est simple, déterminer dim(G).

Corollaire 2.3.1 (Matrices équivalentes a .J,) Soient M € M, ,(K) et r € [0, min{n, p}]. Alors
rg M =1 si et seulement s’il existe deux matrices Q@ € GL,(K) et P € GL,(K) telles que M = QJ,P.

Remarque 2.3.4 Ce resultat s’obtient manuellement en appliquant la méthode du pivot de Gauss, dans
laquelle, chaque opération élémentaire correspond a une multiplication a gauche ou a droite par une
matrice inversible.

Définition 2.3.3 (Matrices équivalentes) Soient (A, B) € M,,,(K)*. Les matrices A et B sont équi-
valentes s’il existe deux matrices inversibles P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que

A= PBQ.

Corollaire 2.3.2 (Caractérisation des matrices équivalentes) Deuz matrices sont équivalentes si et seule-
ment si elles ont le méme rang.



Exemple 2.3.4 Soient A, B € #,(K).

A0

1. Soit D = (O B

). Montrer que l'on a : 1g D =rg A+ rgB.

A A

2. Soz'tM:(A 94

>. Déterminer rg M et dans la cas ou. M est inversible, expliciter M.

2.3.3 Matrices extraites

STl ) >

J C [1,p]. La matrice B = (a; )ic1, jes st une matrice extraite de A.

Proposition 2.3.6 (Rang et matrices extraites) Soit A € M,, ,(K). Le rang de A est la taille mazimale
des matrices carrées extraites inversibles de A.

2.3.4 Systemes linéaires

Définition 2.3.5 (Systémes linéaires) On appelle systéeme linéaire de n équations linéaires, a p incon-
nues Ti, s, ..., T, et a coefficients dans K, un systeme de la forme :

any + apts + ...+ apr, =b (L)

9121 + A92%o + ... + agpx, = b L
(S :21 b wty =ty (L2) ; avec a;;,b; € K donnés pour (i,7) € [1;n] x [1;p].

11 + Qpaa + ...+ appxy = b, (Ly)

La matrice A = [a; j]1<i<n est appelée matrice associée au systéme (S).
1<5<p

Lorsque tous les b; sont nuls, on obtient le systeme homogene associé.

On note L(S) l'ensemble des p-uplets (x4, ...,x,) qui vérifient chaque ligne de (S). C’est ['ensemble des
solutions de (S) qui est une partie de KP.

Définition 2.3.6 (Systéme compatible) Si le systéeme posséde des solutions, il est dit compatible, sinon
les équations du systeme sont dites incompatibles.



Remarque 2.3.5 (IMPORTANTE) Sur un systeme, on peut effectuer les memes opérations élémen-
taires que sur les lignes d’une matrice. Le but est d’arriver par la méthode du pivot de Gauss d un
systeme dont la matrice est échelonnée. Ceci est licite car on a la proposition suivante.

Proposition 2.3.7 (Opérations élémentaires sur un systéme) Tout systéme linéaire S’ obtenu a partir
de S par un nombre fini d’opérations élémentaires ont exactement les mémes solutions.

Proposition 2.3.8 (Interprétation matricielle) On considére le systéme

a1 + ajore + ...+ A1pTyp = b1
a21%1 + A2%s + ... + AgpTy = by

(5)

Ap1T1 + ApaTa + ...+ Appxy = by,

a1 Qi ... Qip
) 21 Q22 ... Qgp . ., . .
Soit A = } , la matrice associée au systéme (S) et on pose B la matrice colonne
Ap1 Qp2 ... App
by T
by , ‘ . L2 , ‘
B = | . |. Résoudre (S) revient a chercher X = | | tel que l'on ait AX = B. La matrice B
by, Tp

s’appelle second membre du systeme.
Le systéme homogene associé est : AX = 0.

Proposition 2.3.9 (Rang et dimension de 1’espace des solutions d’un systéme homogeéne) FEn reprenant
les notations de la proposition précédente, si on note r =rg(A), on dit que r est le rang du systéme.

{X e M,1(K), AX =0} = Ker (A) est un espace vectoriel de dimension p —r.

Proposition 2.3.10 (Structure de P’espace des solutions) L’espace des solutions du systeme AX = B
est l'espace affine Xo + Ker (A), avec Xy une solution particuliére de AX = B.

Proposition 2.3.11 (Systémes et matrices inversibles) Soit A € M, (K). Les propositions suivantes
sont équivalentes.

1. A est inversible.
2. Pour tout B de M,,1(K), le systétme AX = B admet une unique solution.

Dans ce cas le systéeme AX = B admet une unique solution : X = A™'B et on dit que ce systéme est
de Cramer.

Exemple 2.3.5 1. Trouver a, 3,7 dans R tels que :
1
VP € Ro[X], / P(2)dz = aP(=1) + BP(2) + vP' (1),

-1



T

2. Soit A = [aij]lgmgn S Mn((:) Soit X =

Tn
(a) Montrer que si AX =0, alors : Vi € [1,n], |ay||z;| < Z laij||z;|, puis que si X est
jellnl\{i}
non nul alors il existe ig tel que : |a;y | < Z |y -
jeltn]\{io}

(b) En déduire une condition suffisante pour que A soit inversible.

Inverser une matrice a l'aide d’un systeme linéaire

Cette méthode est utile pour inverser une matrice n x n. Soit A € GL,(K). On veut déterminer A"

Y1 1
s . Y2 , T2

On considere le systeme AX =Y avec Y = | . quelconque fixé dans M, ;(K) et X =
Yn T

I'inconnue, qui admet une unique solution grace a la proposition 2.3.11. Celle-ci est donnée par

X =AY,

En pratique on résout le systeme AX = Y avec Y quelconque dans M,, ;(K), c’est-a-dire que l'on
exprime les x; en fonction des y;. On écrit ensuite cette solution a l'aide d’un produit matriciel de
la forme BY (la solution trouvée dépend de Y'). On lit ensuite les coefficients de A~ sur la solution

trouvée, car on aura B = A~ 1 -1 - - =1
11

Exemple 2.3.6 Montrer que B est inversible et déterminer B™' avec B =




3 Endomorphismes et matrices particuliéres (spé)

3.1 Polyndomes d’un endomorphisme ou de matrices

Dans ce paragraphe, £ désignera un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E et A € M, (K).
3.1.1 Morphisme P — P(u); noyau et image de ce morphisme

p
Définition 3.1.1 (Polynéme d’endomorphisme/matrices) Pour tout polynome P = Z ap X",

k=0
p

e on définit l'’endomorphisme : P(u) = Zakuk ot u’ = Idp.
k=0

p
e on définit la matrice : P(A) = ZakAk ot AY = I,.

k=0

Remarque 3.1.1 1. ATTENTION : soitx € E etu € L(E), alors u* +3u® +idg est un endomor-
phisme de E, donc u*(z) + 3u*(x) +x a un sens, mais (u(z))* + 3(u(x))* + x ne veut rien dire,
car multiplier les vecteurs u(z) entre euzx n’a pas de sens.

2. ATTENTION : Soit A € M, (K). Alors A*> + 5A = A(A* +51,,), mais ne pas écrire
A® + 5A = A(A®+5) , car additionner une matrice et un nombre n'a pas de sens pour des
ratsons d’incompatibilité de taille.

Proposition 3.1.1 (Morphisme d’algébre P +— P(u)) L’application P — P(u) est un morphisme de
Ualgebre (K[X], +, x) dans lalgebre (L(E),+,0) :

® ]-]K[X](u) = IdE N

o V(P,Q) € KIX]*,¥(v, B) € R, (aP + BQ)(u) = aP(u)+ BQ(u);

e (Démo CCP 65)V(P,Q) € K[X]?, (PQ)(u) = P(u)oQ(u).

K[X], 4+, x) = (Mu(K),+,)

M —  P(M) définit un morphisme d’algebre.

De meme { (

Démonstration : Montrons le dernier point.



Exemple 3.1.1 (CCP 65) Montrer que : Y(P,Q) € K[X]?, P(u)oQ(u) = Q(u)o P(u).

3.1.2 Polynémes annulateur

Définition 3.1.2 (Polynéme annulateur d’un endomorphisme) Les polynomes P tels que
P(u) =0 (resp. P(A) =0) sont appelés polynomes annulateurs de u (resp. de A).

L’ensemble des polynémes annulateurs est donc le noyau du morphisme d’algébre P — P(u)

(resp. P — P(A)) allant (K[X], +, X) dans dans (L(E),+,0) (resp. (M,(K),+,-)).

Proposition 3.1.2 (Idéal annulateur de u/A) (Démo CCP 65) L’ensemble des polynomes annula-
teurs de u (resp. A) forment un idéal I = {P € K[X], P(u) =0} (resp.  ={P € K[X], P(A) =0})
de Uanneau K[X], appelé idéal annulateur de u (resp. A).

Ceci implique que : VP, Q € K[X], P(u) =0= (PQ)(u) =0

(resp. VP, Q € K[X], P(A) =0= (PQ)(A) =0).

Démonstration :

Proposition 3.1.3 (Existence d’un polynéme minimal d’un endomorphisme/matrice) On suppose E
de dimension finie et u et A non nuls. Parmi les polynémes annulateurs de u (resp. A), il en existe
un unique noté p,(X) ou m,(X) (resp. pa(X) ou ma(X)) qui est celui de degré minimal et unitaire.

Démonstration : Grace a 'exemple 1.8.3, il existe un polynome annulateur de A non nul. L’ensemble
des polynome annulateurs étant un idéal de K[X], alors celui-ci est de la forme PK[X], avec P unitaire.
La minimalité du degré de p4 et le fait qu’il soit unitaire, nous permet de dire que P = pi4.

Définition 3.1.3 (Polynéme minimal d’un endomorphisme/matrice) On suppose E de dimension fi-
nie.
Ce polynome p,(X) (resp. pa) est appelé le polynome minimal de u (resp. A).

Remarque 3.1.2 (IMPORTANTE) j1,(u) =0 et pa(A) =0.

Corollaire 3.1.1 On a :
o VP e K[X]|, P(u) =0 = p,|P. o VP c K[X]|, P(A) =0 = ualP.

Démonstration : On a vu dans la preuve de la proposition précédente, que I’ensemble des polynome
annulateurs de u est 1, K[X].

Ainsi : VP € K[X], P(u) =0 = pu,|P, car P est dans 1, K[X] en tant que polynome annulateur de u.
On a la méme chose pour les polynomes annulateurs de A.

Exemple 3.1.2 1. Quel est le polynome minimal d’un projecteur p différent de l’identité et non
nul ¢



0 2 -1
2. SoitA=1-1 3 —1
-1 2 0

(a) Montrer que (X — 1)* est le polynéme minimal de A.

(b) (CCP 91) Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par (X — 1)?
et en déduire A".

(c) Déterminer A~

Corollaire 3.1.2 (Polynéme minimal d’un endomorphisme induit) On suppose E de dimension finie.
Soit F' un sous-espace stable par u et on note u [’endomorphisme induit par u sur F. Alors : ug

Démonstration : Comme p,, est un polynéme annulateur de u, on a : Vo € E, u,(u)(x) = 0. Donc :
Ve € F, p,(u)(x) = 0, ce qui signifie que p, (@) = 0. Donc g, est un polyndéme annulateur de @ et
donc grace au corollaire précédent : puz|fiy.

3.1.3 L’algebre Ku| et K[A]

Définition 3.1.4 (K [u], K[A]) On note :
o Klu] ={P(u), P € K[X]}. e K[A] ={P(4), P e K[X]}

Proposition 3.1.4 (L’algebre K [u], K[A]) K[u] et K[A] sont des K-algébres.

Démonstration : Klu] est 'image de I'application linéaire P + P(u) allant de I'espace vectoriel
(K[X], +,.) dans I” espace vectoriel (L(E),+,.), donc K[u| est un sous-espace vectoriel de L(E).
Ainsi (K[u], +) est aussi un sous-groupe de (L(E), +). Par ailleurs Idg = u° est dans K[u] et enfin pour
P,Q € K[X],on a: P(u)oQu) = (PQ)(u) € Klu]. Ainsi K[u] est un sous-anneau de (L(FE),+,0).
On en déduit que K[u] est une sous-algebre de (L(E), +,o0,.).

C’est la méme chose pour K[A].

Proposition 3.1.5 (Base de K [u|, K [A] en dimension finie) Si d est le degré du polynéme minimal
de u (resp. A), alors (u*)o<h<a—1 (resp. (A¥)o<r<a_1) est une base de Klu] (resp. K[A]).

Ainst dim K[u] = d°(uy) (resp. dimK[A] = d°(pa)).

Démonstration :



Exemple 3.1.3 Soit A € GL,(K). Montrer que A~ est dans K[A].

3.1.4 Lemme des noyaux

Proposition 3.1.6 (Lemme de décomposition des noyaux pour deux polynémes) (Enoncé CCP 93)
Soient A et B deuz polynomes de K[X] premiers entre euz. Alors :

Ker A(u) ® Ker B(u) = Ker (AB)(u).

Démonstration :

Corollaire 3.1.3 (Généralisation du lemme de décomposition des noyaux) Soient Ay, ..., A, des po-
lynomes de K[ X| premiers entre eux deuz d deuz. Alors :

Ker (A;---A,)(u) = @ Ker A;(u).

Démonstration : Démontrons cela par récurrence sur p.
On vient de voir p = 2 dans la proposition suivante.



Doit p € N, avec p > 2 et on suppose le resultat pour p. Soient p + 1 polynomes Ay, ..., A, premiers
p

entre eux deux a deux. Les polynomes C' = H Ay, et A, sont premiers entre eux , car si P est un poly-

k=1

nomes irréductible divisant C' et A, ;, alors le lemme de Gauss nous dit que P divise I'un des Ay, pour
k dans [1, p], donc P est un diviseur premier de A, et A, ce qui est contraire avec ’hypothese. Grace
a la proposition précédente : Ker (A; -+ ApyA,11)(u) = Ker (CApi1)(u) = Ker C(u) @ Ker A, 41 (u). Or

p
d’aprés ’hypothese de récurrence, on a : Ker C'(u) = @ Ker A;(u), donc :
i=1

pH
Ker (Ay - AyAp1)(u) = @ Ker A;(u), d’ou le résultat pour p + 1.
i=1

Exemple 3.1.4 1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finien > 0 et u € L(F) tel que
u® +u® +u=0.
(a) (CCP 93) Montrer que Im (u) @ Ker (u) = E.
(b) (CCP 93) A l'aide du lemme des noyauz, montrer que Im (u) = Ker (u® + u + Id).
(c) Soit v € Ker (u® +u + Id) non nul. Montrer que (z,u(x)) est libre.
(d) On suppose u non nul et dim(E) = 2.

Montrer qu’il existe une base B de E telle que Matp(u) = (? :i)



2. (a) Factoriser le polynome X° — X+ 4X — 4 dans R[X].

(b) Déterminer ’ensemble des fonctions f € C°(R,R) telles que : f" — f" +4f —4f =0. On
pourra appliquer le lemme des noyauz a 'endomorphisme D : f — f' de C*°(R,R).

3.2 Matrices et endomorphismes nilpotents

FE désignera un K-espace vectoriel.

Définition 3.2.1 (Nilpotence) 1. Soit A € M, (K). On dit que A est nilpotente s’il existe p € N*
tel que A? = 0.

2. Soit f € L(E). On dit que f est nilpotente s’il existe p € N* tel que fP = 0.

Remarque 3.2.1 Une matrice nilpotente ou un endomorphisme nilpotent n’est pas inversible, car

Exemple 3.2.1 1. Donner une matrice nilpotente :

2. Donner un endomorphisme nilpotent :

3. Soit (A, B) € M, (K)? nilpotente et qui commutent entre elles. Montrer que AB et A+ B sont
nilpotentes.
On a le méme résultat pour les endomorphismes.

4. (CCP 59) Soit E, = K,[X].
(a) Montrer que ’endomorphisme f de E,, : P — P — P est un automorphisme.
(b) Soit Q) € E,, Trouver P € E,, tel que : f(P) = Q.



On peut généraliser ce raisonnement : pour f dans L(E) tel que fP =0, alors Idg — [ est
bijectif et (Idg — f)™' =

Définition 3.2.2 (Indice de nilpotence) 1. Soit A € M,(K). On dit que A est d’indice de nilpo-
tence p si AP =0 et AP™1 #£0.
2. Soit f € L(E). On dit que f est d’indice de nilpotence p si f¥ =0 et fP~1 #0.

Proposition 3.2.1 (Majoration de I’indice de nilpotence) 1. Soit A € M, (K) d’indice de nilpo-
tence p. Alors p <n.
En particulier A™ = 0.

2. Soit f € L(E) d’indice de nilpotence p. Alors p < dim(FE).
En particulier f4™®) =0,

Démonstration :
e Ll existe a9 € E tel que £~ (a) # 0, car 71 # 0.

o F = (0, f(x0), ..., fP (20)) est libre :

e Ainsi: p < dim(FE) :

Exemple 3.2.2 Soit f € L(E) d’indice de nilpotence n = dim(E) > 2.
0 O 0
1 0 0) :
1. Montrer qu’il existe une base B dans laquelle Matg(f)=| 0 1
(0) 1 0

2. Déterminer fiy.
3. Montrer que : Vk € [0,n — 1], dim Ker (f*) = k.

4. Déterminer les endomorphismes g tels que ¢* = f.



4 Révisions de sup sur le déterminants

4.1 Déterminant d’une matrice

Définition 4.1.1 (Déterminant d’une matrice) Soit A = (a;;)1<ij<n € Mn(K) une matrice carrée. Le
déterminant de A, noté det(A), le scalaire défini par det(A) = Z £(0)as(1),1 " * Go(n)n-

O'ESTL
On note

aix - Aip

det(A) =
Qp1 -+ Gpp
Remarque 4.1.1 1. ATTENTION : pour deux matrices A et B de M,,(K), et X et u dans K :
det(ANA + uB) # Adet(A) + pdet(B).

2. Dans le cas n = 3 et seulement pour n = 3, on a une régle qui s’applique uniquement dans ce
cas la et que l'on utilise si vraiment on a pas mieuz a faire que l'on appelle la (mauvaise) régle

Ty T2 I3
de Sarrus : |y1 Yo Y3| = T1Y223 + TaY321 + Y12203 — 21Y2T3 — Y3T1 — Y1T223.
21 k2 Z3

Exemple 4.1.1 Soit A € M,,(C). Alors det(A) = det(A).

Proposition 4.1.1 (Opérations) Soit A = [Cy,--- ,C,] € M, (K).

1. (Multilinéarité) Pour tout i € [1;n], Uapplication ¢;, définie pour tout X € M, 1(K) par
0i(X) =det([Cy,...,Cim1, X, Cisq, -+ - ,Cy)) est une forme linéaire (il y a linéarité du détermi-
nant sur une colonne, autrement dit det([Cy,...,Ci 1, \Y +pY' Ciiqy,---,C]) =
)\det([C’l, cey Ci—ly Y, Ci+17 ey Cn]) + ,udet([C’l, ceey Ci—ly Y/, Ci+1, ey, Cn]))

Donc si une colonne de A est nulle, alors : det(A) = 0.



2. Sl existe i, j € |1;n) tels que i # j et C; = C, alors det(A) = 0 (un déterminant est nul s
deuz colonnes sont identiques).

3. Soient i, j € [1;n] tels que i # j et A € K. Alors,
det([Cy,...,Cy)) = det([Ch,...,Ciz1,Ci + ACy, Ciqq, ..., Cyl]) (un déterminant reste inchangé
st a une certaine colonne on lui rajoute une autre colonne multipliée par un scalaire.
Plus généralement, on ne change pas un déterminant en ajoutant a une colonne une combinaison
linéaire des autres colonnes.

4. (Antisymétrie) Soient i, j € [1;n] tels que i # j, alors on a :
det([Ch,...,Ci21,Cy, Cigr,..Ci1,Ci, Cigq, ..., Cy) = —det([C, ..., Cy)) (on change le signe
d’un déterminant en permutant deux colonnes).

(Forme n-alternée) Pour toute permutation o € Sy, det([Coq), - - ., Com)]) = (o) det([Cy, ..., Cy)).
Pour les cing premiers points, nous avons les mémes opérations sur les lignes

VA e K, det(AA) =

det(A") = det(A).

Soit B € M,(K). Alors det(AB) = det(A) det(B).

En particulier on a : ¥Vn € N, det(A") = (det(A))".

L X NS &

Proposition 4.1.2 (Déterminants et matrices inversibles) 1. Soit A € M, (K). La matrice A est

inversible si et seulement si det(A) est non nul. Dans ce cas : det(A™!) =

det(A)
2. On arg(A) <n <= det(A) =0.
3. Si A est dans GL,(K), alors : Yk € Z, det(A") = (det(A))".

Exemple 4.1.2 1. Soit n un entier naturel impair. Soit A € A,(C). Montrer que A n’est pas
inversible.

2. Soit D = [cos ((i + j)a)] <; j<n, avec o un réel et n > 2. Calculer det(D).

3. Soient A,B € M,(R). On suppose qu’elles sont semblables dans C, autrement dit, il existe
P € GL,(C) tel que A= PBP~'. On pose P = R+ S, avec R, S dans M, (R).
(a) Montrer que AR = RB et que AS = SB.

(b) Montrer que x — det(R + xS) est une fonction polynomiale non nulle sur C. En déduire
qu’il existe x dans R tel que R+ xS soit inversible.

(¢c) Montrer que A et B sont semblables dans M., (R).



Proposition 4.1.3 (Déterminant d’une matrice triangulaire) On a

a1 -+ Ain i 0

n
= S = | |ai,i-
i=1

0 Ap.n p1 - Apn
En particulier : det(diag(a, ..., o)) = H Q;.
i=1

Remarque 4.1.2 Pour calculer un déterminant, il est intérssant de faire des opérations élémentaires
pour se ramener d un déterminant d’une matrice triangulaire (a l’aide de la méthode du pivot de Gauss
par exemple). En particulier cette méthode permet d’avoir un déterminant sous forme factorisée, ce
qui est tres pratique pour voir quand est-ce que celui-ci peut s’annuler. La méthode de Sarrus, n’est
vraiment pas une bonne idée pour avoir un déterminant sous forme factorisé.

a—b—c 2a 2a
Exemple 4.1.3 1. Soit D = 2b b—c—a 2b . Mettre ce déterminant suivant sous
2c 2c c—a—b

forme factorisée.

2. Soient ay, ..., a, € C. Mettre le déterminant suivant sous forme factorisée : det(amax(i,j))-



Proposition 4.1.4 (Développement selon une ligne ou une colonne)

Soit A = (aij>1§z'7j§n € Mn<K)

[ a1,5-1 a,541 " ain
a"—ll PR a—l ,_1 a/'—l . 1 ) a—l . . . . . . .
On note A;j = | "7 T ot M0 (on a retiré la i-eme ligne et la j-eme
@411 0 Gitlj-1 Qitlg+1 00 Qitln
Ap 1 e an,jfl aJn,jJrl e Qpon
colonne).
Alors :

1. Pour tout jo € [1;n], on a det(A) = Zai,jo(—l)i+j°Ai7jO (développement par rapport a la
i=1

Jo-éme colonne).

2. Pour tout ig € [1;n], on a det(A) = Zaio,j(_l)iOHAio,j (développement par rapport a la
j=1
ig-éme ligne).

Définition 4.1.2 (Cofacteurs) Le cofacteur d’indice i, j de A est (—1)""7A;.

Remarque 4.1.3 Cette méthode sert a calculer des petits déterminants (4 X 4 par exemple) ou des
déterminants avec beaucoup de z€ros.

Exemple 4.1.4 Soit n € N*\ {1}. On pose D,, = R , ce déterminant étant de taille

nxn.
1. Montrer que pourn > 2, on a : Dyio =2D, 1 — D,.
2. Quelle valeur donner a Dy pour que cette relation soit encore vraie pour n =17
3. En déduire D,, pour tout n de N*.

Proposition 4.1.5 (Déterminant par blocs) 1. Soient A € M,(K), B € M, ,—,(K),

C e My_(K), D € My, ,(K). Alors : det (13 g) — (det A)(det O).



Al *
O A2 *

2. Plus généralement, si nous avons une matrice A = une matrice trian-

o 4

p
gulaire par blocs, alors det(A) = H det(A4;).
i=1

Démonstration : Le deuxieme point se déduit du premier par récurrence. Montrons le premier point.

I, 0 A B
a. Calculer (0 C’) . (0 [n_p> )

I, 0\ A BY
b. Montrer que det (O C’) = det(C) et det (O In—p) = det(A).

c¢. Conclure.

A B
C D

A 0
C D

det (é g) = det (( é‘ % >T> = det (’%T g;) = det(A”) det(DT) = det(A) det(D).

Exemple 4.1.5 Calculer det (g g) , avec B,C et D dans M, (K).

Remarque 4.1.4 1. ATTENTION, en général, det ( > =% det Adet D — det Bdet C.

2. (IMPORTANTE) En transposant, on a : det ( ) = det Adet D, en effet :

4.2 Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 4.2.1 (Déterminant d’une famille de vecteurs) U = (uy, ..., u,) une base de E et (x1, ..., x,)

n
une famille de n vecteurs de E, on note a;; la iéme coordonnée de x; dans U (:Bj = E aijui) On
i=1



pose dety(z1, ..., x,) = det(Maty(z1,...,x,)) =

Proposition 4.2.1 (Déterminants et bases) SoitU une base de E qui est de dimensionn et (xy,...,x,)
une famille de n vecteurs de E. Alors

1. (x1,...,2,) est une base de E si et seulement si on a dety(z1,...,x,) # 0.

2. (x1,...,x,) est une famille liée si et seulement si on a det y(xy,...,z,) =0.

Remarque 4.2.1 Pour (x1, T2, .01, T, T, Tig1, ..2n) € E™ et (N, ) € K2, on a :
1. dety (21, ey Tim 1, ATAUT,, Tig 1y oy T) = Adeb g (X1, ooy Tim1, Tiy Tige 1y ooy Ty ) det 1 (X1, ooy Tim1, Ty Tige 1y ey Ty )
2. Soit 0 € S,,. Alors, det y(To(1ys - - - Towm)) = €(0) det g (1, ..., Ty).
Ceci est équivalent a pour tout i, k € [1,n], dety(z1, ..., Tiy ooy Ty o) = — det gy (T1, ooy Tpey ooey Ty o),
car toute permutation de S,, est une composition de transpositions.

3. On a dety(U) = det(I,) = 1.
Exemple 4.2.1 Soit u; = (1,2,3) et ug = (1,1,1). Déterminer une équation du plan P = vect(uy, us).

Proposition 4.2.2 (Expression des formes multilinéaires alternées) 1. Une application
f EP — K vérifiant les deux premiers points de la remarque précédente est appelée n-forme
linéaire alternée et il existe A € K tel que : f = Adety.

2. En particulier, il existe une unique application f : EP — K wvérifiant les trois points de la
remarque précédente, c’est f = det .

Exemple 4.2.2 Soit ' un K-espace vectoriel de dimension 2 et f un endomorphisme de E.
Soit B = (ey,e2) une base de E.

1. Montrer qu’il existe 7; dans K vérifiant : pour tous vecteurs x1,xy de E :

det g(f(z1),z2) + det g(x1, f(x2)) = 77 det g1, 22).

2. Soit M = (CCL Z) la matrice de f dans une base B de E. Ezprimer 7y en fonction de tr(f).

Proposition 4.2.3 (Changement de base) Soient U, U' deux bases de E et (z1,...,x,) une famille de
n vecteurs de E. Alors : dety(xq,...,2,) = det 1 (U) - dety(zq, . .., x5).



4.3 Deéterminant d’un endomorphisme

Dans ce paragepahe E désigne un espace vectoriel de dimension n.

Définition 4.3.1 (Déterminant d’un endomorphisme) Soit f € L(E) et U une base de E. Le scalaire
det(Maty(f)) = det ,(f(U)) est appelé déterminant de f et on le note det(f). Il est indépendant de
la base U choisie.

Proposition 4.3.1 (Opérations) Soient u, v € L(FE) et A € K.
1. det(Au) = \"* det(u).
2. det(\Mdg) = \".
3. det(u ov) = det(u) det(v).
1
- det(u)

4. On a :det(u) # 0 si et seulement si on a :u € GL(E). Siu € GL(E), alors det(u™")

Remarque 4.3.1 Dans ce cas det(u) non nul est équivalent a u injective ou u surjective, car u est un
endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

Exemple 4.3.1 1. Soit f un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension n. Montrer
que si f? = —idg, alors n est pair.

My(K) — My(K)

2. Soient A € My(K) €tf1{ M — AM

. Déterminer tr(f) et det(f).

Proposition 4.3.2 (Effet d’une application linéaire sur le déterminant d’une famille) SoientU une base
de E, (21, ..., x,) une famille de E et f € L(E). Alors : det y(f(x1), ..., f(x,)) = det(f) det (1, ..., zp).

4.4 Comatrice

Définition 4.4.1 (Comatrice) Soit A € M, (K). On pose ComA = [(=1)"7 Ay]1<ij<n qui est appelée
comatrice de A.

Proposition 4.4.1 (Relation avec la comatrice et inversibilité) Soit A € M,,(K). Alors :
A(ComA)T = (ComA)T A = det(A)I,.

En particulier, si A est inversible, alors A™' =

(ComA)T.

det(A)



Exemple 4.4.1 Soit A € M, (K). Déterminer rg (Com(A)).

4.5 Déterminant de Vandermonde

Proposition 4.5.1 (Déterminant de Vandermonde) Soient n > 2 et xq, o, .

1 I
C 7 . . . 1 T

On considere le déterminant d’ordre n swivant : D, (xq, 22, ..., x,) =
1 =z,

appelle déterminant de Vandermonde. On a :

Dy (x1,29,...,2,) = H (z; — xj).

1<j<i<n
1 @ 2] 2yt

Ainsi la matrice 2 x% xgil est inversible si et seulement si
1z, 22 g

o, x, € Cl
n—1
"3 L
Lo l’g_ )
que [’on
2 n—1
xn xTL

Exemple 4.5.1 Soit A = diag(1,2,...,n). Montrer que (I, A, A? ..., A" ) est une base de D, (K).



Démonstration du déterminant de Vandermonde

2 n—1
1 = x% N X
1 =z =z o~
o 2 DY 2
On pose D, (x1,za,...,2,) =
2 n—1
1z, =z, ... x,

1. Montrer que le déterminant P,(X) = D, (x1,x2,...,2,_1, X ) est un polynome de C[X] de degré
inférieur ou égal a n — 1.

2. Calculer P,(z;) pour i dans [1,n — 1].

3. En déduire une forme factorisée de P,(X), puis un lien entre les déterminants D,,(x1, 22, ..., )
et anl(fﬁl, T2y vy $n,1).
4. Etablir que D, (1,9, ..., 2,) = H (x; — ;).
1<j<i<n

5. Que vaut D, (z1, %2, ..., x,), s'il existe i et j dans [1,n], avec i # j et z; = x; 7



