Chapitre 5 : Révision sur les fonctions I
MP Chaptal

1 Rappels de sup sur les fonctions usuelles

1.1 Les fonctions Arcsin, Arccos et Arctan

Définition 1.1.1 (Fonction Arc sinus) La fonction sinus est continue et strictement croissante sur l'in-

tervalle [—g; g] Ainsi la fonction sin réalise une bijection de [—m/2,7/2] dans [—1,1] et donc elle

T
admet donc une fonction réciproque appelée Arc sinus définie de [—1; 1] dans [—5; 5] Cette fonction
est notée Arcsin .

De plus Arcsin est continue sur [—1,1].

T
__;_

Remarque 1.1.1 Ainsi pour tout x € [—1;1], Arcsinx est l'unique élément de | 2] dont le sinus

vaut x.

Définition 1.1.2 (Fonction Arc cosinus) La fonction cosinus est continue et strictement décroissante
sur lintervalle [0; 7). Elle réalise donc une bijection de [0,7] dans [—1,1] et donc elle admet une
fonction réciproque appelée Are cosinus définie de [—1; 1] dans [0; 7|. Cette fonction est notée Arccos .
De plus Arccos est continue sur [—1,1].

Remarque 1.1.2 Ainsi, pour tout x € [—1;1], Arccosz est l'unique élément de [0;7] dont le cosinus
vaut x.

Définition 1.1.3 (Fonction Arc tangente) La fonction tangente est continue et strictement croissante

sur lintervalle | — g; 5[ FElle réalise donc une bijection de | —m/2,7/2[ dans R et donc elle admet une

T m
fonction réciproque appelée Arc tangente définie de R dans}—g; 5[ Cette fonction est notée Arctan .

Remarque 1.1.3 Ainsi, pour tout x € R, Arctanz est l'unique élément de | — g; g[ dont la tangente
vaut T.
Proposition 1.1.1 (Limites de Arctan) On a : lim Arctan (z) = —Z, lirf Arctan (x) = g

r——00 T—+00

Proposition 1.1.2 (Imparité) Les fonctions Arcsin et Arctan sont impaires.
Remarque 1.1.4 Arccos n’est ni paire ni impaire.

Proposition 1.1.3 (Dérivée de ces fonctions) Les fonctions Arc sinus et Arc cosinus sont dérivables
sur | — 1; 1] et pour tout y €] — 1; 1],

Arcsin’(y) = et Arccos’(y) =
La fonction Arc tangente est dérivable sur R et pour tout y € R,
Arctan’(y) =

Exemple 1.1.1 1. (a) Montrer que : Vx € [—1,1], cos( Arcsinz) = V1 — a2,
(b) Résoudre (E) : Arccos () = Arcsin (2z).



T
2. Montrer que pour tout x € [—1;1], on a : Arcsinx + Arccosx = 3

3. (Polynémes de Tchebychev) Pour toutn € N, on pose :Vx € [—1,1], T,,(x) = cos(n Arccos (z)).
(a) Montrer que : ¥n € N* Vo € [—1,1], Thu1(z) + Tho1(z) = 22T, ().

(b) En déduire que T,, est une fonction polynomiale, dont on précisera le degré et le coefficient
dominant.

(c) Soit n € N. Montrer que : Y0 € R, cos(nf) = T, (cos(0)).

(d) Montrer que T,, est le seul polynome vérifiant la relation précédente.



1.2 Les fonctions ch, sh et th

Définition 1.2.1 (Cosinus, Sinus, Tangente hyperboliques) Pour tout x € R, on définit les fonctions
cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique par

Proposition 1.2.1 (Formule de trigonométrie hyperbolique) On a : ch? — sh? = 1.

Proposition 1.2.2 (Parité de ch, sh et th) La fonction ch est paire et les fonctions sh et th sont
1MPaires.

Proposition 1.2.3 (Dérivation de ch, sh et th) Les dérivées des fonctions hyperboliques sont don-
nées par

1
sh’=ch,ch’=sh, th'=1— th?=—.
ch?
Proposition 1.2.4 (Limites de ch, sh et th en £00) hrf ch (z) = o0, hril sh (z) = 400,
T—+00 T—>+00
lim th(z) =1, lim ch(z)=+o0, lim sh(z) = —o0, lim th(z)=—1.
r—>+00 T—>—00 r—>—00 T—>—00

Corollaire 1.2.1 (Monotonie de ch, sh et th) La fonction sh est strictement croissante de R dans
R et réalise une bijection de R dans R.

La fonction ch est strictement croissante de Ry dans [1;+o00[ et réalise une bijection de Ry dans
[1; +o0l.

La fonction th est strictement croissante de R dans | —1,1[ et réalise une bijection de R dans]—1,1].

Exemple 1.2.1 Déterminer sh .

1.3 Quelques inégalités
Proposition 1.3.1 (Inégalités) On a :
1. Vz € R, [sin(z)| < |z|.
2. Vx €] — 1,400, In(1 +2x) < x.
3. Vx € R, exp(z) > 1+ .

2 Rappels de sup sur les théoremes de continuité

Théoréme 2.0.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f une fonction continue sur un inter-
valle I. Pour tout a,b appartenant a I, avec a < b et tout nombre y compris entre f(a) et f(b), il
existe ¢ € [a;b] tel que y = f(c).

Corollaire 2.0.1 (Image d’un intervalle) L’image d’un intervalle par une fonction continue est un in-
tervalle.



Exemple 2.0.1 Soit f : R = R continue telle que |f| = 1. Montrer que f =1 ou f = —1.

Corollaire 2.0.2 (Annulation d’une fonction continue) On suppose que f est dans C(I,R) et qu’il
existe (a,b) € I* tel que l'on ait : a < b et f(a)f(b) < 0. Alors I’équation f(x) = 0 admet au
moins une solution dans |a;b|. Ainsi si f change de signe, alors elle s’annule au moins une fois.

Corollaire 2.0.3 (Signe d’une fonction continue) On suppose que f est dans C(I,R) et qu’elle ne s’an-
nule jamais sur 1. Alors [ est de signe constant sur I

Exemple 2.0.2 Soit f :[0,1] — [0, 1] continue. Montrer qu’il existe xq € [0,1] tel que f(xo) = xo. Un
tel xg s’appelle point fixe de f.

Théoréme 2.0.2 (Théoréme de la bijection) On suppose que f est dans C(I) et elle est strictement
monotone. Soit J = f(I) qui est donc un intervalle. Alors :

1. f est une bijection de I sur J.

2. 71 J — I est une fonction continue sur J et de méme monotonie.

Proposition 2.0.1 (Fonctions Injectives et monotonie) Toute fonction continue injective sur un inter-
valle est strictement monotone.

Exemple 2.0.3 Déterminer toutes f : R — R telles que : Vx,y € R, |f(z) — f(y)| = |z — y|.

3 Rappels de sup sur les théoremes de dérivation

3.0.1 Dérivation de la réciproque

Proposition 3.0.1 (Dérivation de la réciproque) On suppose f continue et strictement monotone et
on note J = f(I) (qui est un intervalle). Ainsi f réalise une bijection de I dans J.

1. On suppose que [ est dérivable en a et que f'(a) est non nul. Alors f~* est dérivable en b = f(a)

(eta=f1(b) )etona:(f1)b)=



2. Si f est dérivable sur I et [’ ne s’annule jamais sur I, alors f~ est dérivable sur J et on a :

(5 =

3. Soit n € N*U{oc}. Si f est de classe C" sur I et que f' ne s’annule pas sur I, alors = eriste
et est définie sur lintervalle J = f(I) et = est aussi de classe C".

Exemple 3.0.1 Montrer que f : x +— ze” définie sur R admet une fonction réciproque définie sur R
de classe C* et donner le DLs(0) de f~'.

3.0.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 3.0.1 (Théoréme de Rolle) Soit f € F([a,b],R) continue sur |a,b] et dérivable sur |a,b].
On suppose que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ dans |a,b| tel que : f'(c) = 0.

Exemple 3.0.2 Soit f : R — R de classe C* s’annulant en k + 1 points ag < a; < ... < a. Montrer
qu’il existe ¢ € R tel que f®(c) = 0.

3.0.3 Inégalité et égalité des accroissements finis

Théoréme 3.0.2 (Egalité des accroissements finis (EAF)) (Enoncé CCP 4) Soit f € F(|a,b],R)
continue sur [a,b] et dérivable surla,b[. Alors il existe ¢ dans ]a,b| tel que : f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).



T—r+00

1
Exemple 3.0.3 Calculer lim f(z), avec f:z — <sin (I + ) — sin ( * )) x
+ T x+1

Théoréme 3.0.3 (Inégalité des accroissements finis (IAF)) Soit f € F([a,b],R) continue sur |a,b] et
dérivable sur |a,b[. On suppose qu’il existe des réels m et M tels que sur ]a,bl, on ait : m < f' < M.
Alors on a :

< fb) = fla) <
Corollaire 3.0.1 (Inégalité des accroissements finis (IAF)) Soit I un intervalle et f € F(I,R) dé-
rivable sur I. On suppose qu’il existe k dans Ry tel que : Vo € I, |f'(z)] < k. Alors f est k-
lipschitzienne : Vx,y € I, |f(z) — f(y)| < klx —y|.

t n
Exemple 3.0.4 1. Soitn € N*. On pose g, : t — € (1 — —) . En utilisant cette fonction, montrer

n
t n

et — (1 — —)
n

1
que : YVt € [0, 1], < -
n

2. Si f est de classe C* sur [a,b], alors f est lipschitzienne sur [a,b].

3.0.4 Théoréme de la limite de la dérivée
Soient I un intervalle de R et a € 1.

Définition 3.0.1 (Fonctions de classe C*) Soit f : I — C une fonction. On dit que f est de classe C"
sur I si f™ existe et est continue sur 1.
On dit que f est de classe C™ sur I si elle est indéfiniment dérivable sur I, c’est-a-dire que pour tout
pour tout n de N, f est n fois dérivable.



rivable sur I\ {a} et glﬁlg(ll f'(x) = £ € R. Alors : lim —f(:r;) — fla) =

r—a T —a

Théoreme 3.0.4 (Théoreme de la limite de la dérivée) 1. Soit f € F(I,R), continue sur I et dé-
L.

2. (Démo CCP 4) Soit f € F(I,R), continue sur I et de classe C* sur I\ {a}. On suppose que :
lim f'(z) = ¢ € R. Alors f est de classe C* sur I et f'(a) = /.
r—a
Démonstration : Nous démontrerons cela : soient f : [a,b] — R et xy €|a,b]. On suppose que f est
continue sur [a, b], qu’elle est dérivable sur |a, zo| et |xq, b[ et que lim [’ existe et est réelle. Alors f est
o

dérivable en xq et f'(x¢) = lim f’.
zo
On pose lim f/ = (. Soit h € R* tel que xy + h soit dans [a,b]. f est bien continue entre zy et
X

o+ h, déri(x)/able strictement entre zy et o + h. Grace aux égalités des accroisements finis, il existe ¢y,
strictement compris entre xq et zo + h tel que : f(xo + h) — f(zo) = f'(cn)(xo +h —h) = f'(cp)h.
Quand h tend vers 0, par encadrement ¢, tend vers xg, donc :

lim f(@o+h) — f(x0)

h—0 h

= lim f'(¢;) = lim f' = /.
h—0 xo

Exemple 3.0.5 1. (CCP 4) ATTENTION, la réciproque est fausse : f dérivable en xo n'implique

1
2 . .
. . .. r°sin— st x#0
pas que ' a une limite finie en xy. Voici un contrezemple : g : x { T 7 .
st =20

+o0 t3 2
2. Soit x € R, et on pose f(x) :/ ln( 1 ) dt.

(a) Montrer que f est de classe C* sur R.
(b) On pose g : x — f(\/z). Cette fonction est-elle dérivable en 0 ?

1
(¢) On pose h: x> f (—) Cette fonction se prolonge-t-elle en une fonction dérivable en 0 ¢

NG



eV gz #0

3. Soit f définie sur R par : f(x) = { 0 G w0

1
(a) Montrer pour tout n de N, il existe un polynéme P, tel que : Vo € R*, o (x) =P, (—) e~ 1/,
x

(b) Montrer que f est de classe C* sur R et que : Yn € N, f(0) = 0.



3.0.5 Compléement : application aux suites recurrentes avec une fonction contractante

Dans ce paragraphe, on consideére f : I — I une fonction et on définit une suite (u,)men par :
Ug € I
Vn €N, upyg = fluy)

Le but de ce paragraphe est 1’étude de la convergence de la suite (u,)nen-

Définition 3.0.2 (Fonction contractante) On dit que f : [ — I est contractante, si elle est k-lipschitzienne
(Va,y € I, |f(z) - f(y)| < kle —y|), avec k dans [051].

Proposition 3.0.2 (Convergence des suites récurrente dans le cas contractant) Soit
f I — I dérivable. On suppose qu’il existe k € [0;1] tel que : Vz € I, |f'(x)| < k.
On suppose qu’il existe o € I tel que lon ait : f(a) = a. Alors [ est contractante et on a :

Vn e N, |u, — a| < k"uy — o

et donc la suite (u,) converge vers c.

Démonstration : A refaire A chaque fois : grace aux [AF, f est k-lipschitzienne. Montrons par récurrence
le deuxieme résultat.

Soit n € N et on note P(n) : |u, — a| < k"|ug — af.

P(0) : Jug — a| = k°|ug — a.

Soit n € N et on suppose P(n). Comme f est k-lipschitzienne, alors :

[Uni1 — a| = |f(u,) — f(@)| < klu, — o] < K" ug — a, grace & P(n). Ainsi on a P(n + 1), ce qui
acheve la récurrence.

Remarque 3.0.1 1. 11 faut avoir absolument k < 1, avec l'inégalité stricte.

2. ATTENTION!sion a :Vx € I,|f (x)] <1 cela n’implique pas : Ik € [0,1[, Vz € I, |f (x)| < k.
Par exemple si f'(x) = x/2 sur I =[0,2[, on a bien Va € I,|f (x)| < 1, sans avoir :
dk € [0,1[, Ve e I,|f (x)| < k.

3. On peut aussi démontrer que f admet au plus point fize. En effet si B est un autre point fixe,
alors comme f est contractante on a : |a — B| < kla — 3| et donc on a : (1 —k)|a — 3] < 0.
Comme (1 — k) est strictement positif, alors |a — 3| est négatif et donc nul. Ainsi on a : o = 3.
Donc si vous trouvez un point fixe de f, c’est le seul .

4. Pour trouver un point fixe d’une fonction f contractante, nous nous fizons un ug de son ensemble
de définition, puis nous étudions la suite définie par récurrence par u,.1 = f(u,). Ainsi la suite
(Un)nen converge vers le seul point fize de la fonction f.

Ainsi I’étude se déroule de la facon suivante :

e Vérifier que : f(I) C I, pour que la suite soit bien définie.

e Dériver f et majorer |f’| par un réel dans [0; 1] sur un intervalle qui contient tous les u,, & partir
d’un certain rang.

e Trouver le point fixe de f.

e Conclure a 'aide de la proposition précédente que 1'on aura redémontrée.

Exemple 3.0.6 Montrer que le polynome X3 + 2X — 2 admet une unique racine xo réelle qui de plus

est dans [0,1]. Soit (un) la suite définie par : ug =0 et - Vn € N, up1 = — 3 Montrer que (u,)
uTL

converge et en déduire une approzimation rationnelle de xo & 1072 pres.



4 Fonctions convexes

4.1 Fonctions convexes d’une variable réelle

Définition 4.1.1 (Fonctions convexes et concaves) Soit f: [ — R, avec I un intervalle de R.

1. On dit que f est conveze lorsque :

2. Lorsque —f est convexe, on dit que f est concave, autrement dit :

Proposition 4.1.1 (Inégalité de Jensen) Soit f : I — R une fonction convexe. Soient n € N*,

Ay Ap € Ry tels que Z)‘i =1etxy, ...z, € 1. Alors :

i—1
/ (Z )\z‘%‘) < Z Aif ().
im1 i—1



Remarque 4.1.1 57 | est concave, alors aans les memes conditions que le corollaire précéaent, on a :
i=1 i=1

Exemple 4.1.1 1. La fonction exp est convexe sur R. La fonction In définie sur R’ et la fonction
sin définie sur [0, 7/2] sont concaves.

1 1
2. p et q sont deux réels strictement supérieurs a 1 vérifiant — + — = 1. Soit N un entier naturel
p q

supérieur ou égal a 1.

1 1
(a) Soient x ety deux réels positifs. Montrer que : :cygy;:cp + —y?.

q
(b) Soient ay, ..., ay, by, ..., by des réels. Montrer l’inégalité de Holder :

N N vy /N ‘
> <(wt) ()
n=1 n=1 n=1

N N

On pourra d’abord envisager le cas ot Z la,|” = Z |b,|? = 1.
n=1 n=1

3. Soit g : [a,b] — R une fonction continue et ¢ : R — R une fonction convere et continue.

I I
Montrer que : ¢ (m/ g(t)dt) < m/ o(g(t))dt.



Proposition 4.1.2 (Arc sous la corde) Soit f : I — R une fonction conveze. Soient My et My sur
Cy, la courbe représentative de f. Tous les points de U'arc « MMy » de Cy, sont situés sous la corde

[MIMQ].

Si f est concave, alors les points de l'arc « MMy » de Cy, sont situés au dessus la corde [MyMs).

2
Exemple 4.1.2 Montrer que : VY € [0,7/2], —z < sin(z).
T

Proposition 4.1.3 (Caractérisation de la convexité par le taux d’accroissement) Une fonction f est
conveze sur I si et seulement si les taux d’accroissements sont croissants :

) = ) _ J(2) = @) _ ()= f)

Yy—x B Z—x - Z—1

V(z,y,2) €’ z<y<z =

Remarque 4.1.2 1. (IMPORTANTE) Soient f une fonction convexe définie sur un intervalle I et
f(x) — f(a)
T —a
2. Soient f une fonction concave définie sur un intervalle I et a € I. Alors

Pg @ T o) = fa) est décroissante sur I\ {a}.
r—a

a€l. Alors ¢, : x — est croissante sur I\ {a}.

Exemple 4.1.3 Soit f: Ry — R une fonction conveze telle que limf = 0. Montrer que f est positive.



4.2 Fonctions convexes et derivablite

Proposition 4.2.1 (Cararactérisation de la convexité par la croissance de la dérivée) Soit
f I — R continue sur I et dérivable sur lintérieur de I. Alors : f est convexe si et seulement si f'
est

Remarque 4.2.1 Soit f : I — R dérivable. Alors : f est concave si et seulement si f' est décroissante.

Proposition 4.2.2 (Caractérisation de la convexité par la position courbe/tangente) Soit
f I — R continue sur I et dérivable sur l'intérieur de I. Alors : f est conveze sur I si et seulement
st son graphe est situé au-dessus de chacune de ses tangentes, c¢’est-a-dire :

VaclNzel, f(z) > fla)+ (z—a)f(a)

Remarque 4.2.2 Soit f: I — R continue sur I et dérivable sur lintérieur de I. Alors : f est concave
sur I si et seulement si son graphe est situé en-dessous de chacune de ses tangentes, c¢’est-a-dire :

Vac I Veel, f(z) < f(a)+ (z—a)f(a)

Proposition 4.2.3 (Caractérisation de la convexité par la positivité de la dérivée seconde) Soit
f I — R deux fois dérivable. Alors :

1. La fonction f est convexe sur I si et seulement si f" >0 sur I.

2. La fonction f est concave sur I si et seulement si f” <0 sur I.

Exemple 4.2.1 Soit f deuz fois dérivable sur |a,b] a valeurs réelles telle que f(a) = f(b) = 0. On pose
—a)(b— ~ (b=
M:r%l%fg|f”|.Soientg:xr%f(x)—M@ a)2( z) eth:a:r—>f(x)+M(x a)2( gj)
1. Montrer que g est convexe et que h est concave.

— b _
2. En déduire que : Vx € [a;b], |f(x)] < ]\/[(aC Q)Q( 95)




