Chapitre 7 : Topologie
MP w Chaptal

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace vectoriel sur R ou C.

La valeur absolue dans R ou le module dans C permettent de définir des distances sur ces espaces,
et de pouvoir parler de limites. Il s’agit ici de pouvoir étendre ces notions au cadre plus général de
n’importe quel espace vectoriel sur R ou C.

1 Rappels sur ’ensemble des réels

1.1 Valeur absolue

Définition 1.1.1 (Valeur absolue) 1. Pour tout réel x, on appelle valeur absolue de x et on note
|z| le plus grand des réels x et —x (|x| = max(x, —x)).

2. Pour tous réels x et y, on appelle distance entre x ety et on note d(z,y) le réel |x — y|.

Remarque 1.1.1 1. On a |z = 2?.
2. Vx € R, Va2 =

Proposition 1.1.1 (Inégalités triangulaires) Pour (z,y) € R?, on a
eyl = lzllyls el =Tyl < lz+yl < el + 1yl el = lyll < |z =yl < 2+ |yl

Remarque 1.1.2 1. Les réels x vérifiant |x — a| < b, sont les réels a distance de a inférieure d b
ce qui se représente géométriquement :

2. || <M< ce qui signifie que la distance de x a 0 est inférieure a M.

3. x| > M & ce qui signifie que la distance de x a 0 est supérieure a M.

Proposition 1.1.2 (Cauchy-Schwarz sur R") Soient aq, ..., an, b1, ...,b, ER. On a :

n
E aiby
s}

< Zn:az Zn:bz
k=1 k=1

1.2 Bornes supérieures, inférieures, minima, maxima

Définition 1.2.1 (Bornes supérieures, inférieures, minima, maxima) Soit A une partie de R.

1. Si A possede un plus grand élément (majorant qui est dans A), on appelle cet élément mazimum
de A et on le note max(A). On a : max(A) € A et Va € A, a < max(A).

2. Si A posséde un plus petit élément (minorant qui est dans A), on appelle cet élément minimum
de A et on le note min(A). On a : min(A) € A etVa € A, a > min(A).

3. On dit que x est la borne supérieure de A si c’est le plus petit élément de [’ensemble des
magorants de A. On le note sup(A).
Autrement dit : Ve € R ,Ja € A, sup(A4) — € < a.

4. On dit que x est la borne inférieure de A si c’est le plus grand élément de [’ensemble des
minorants de A. On le note inf(A).
Autrement dit : Ve € R, Ja € A, a <inf(A) +¢.

Proposition 1.2.1 (Lien entre max, sup, min, inf) Soit A une partie de R.

1. Si A posséde un plus grand élément, alors A posséde une borne supérieure.
On a alors sup(A) = max(A).



2. 51 A possede un pius petit element, alors A possede une borne inferieure.
On a alors inf(A) = min(A).

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de la borne supérieure et inférieure) 1. Toute partie A de R non vide
et majorée admet une borne supérieure.
Dans ce cas il existe une suite (x,) de A telle que : lirf x, = sup(A).
n——+0o0

2. Toute partie A de R non vide et minorée admet une borne inférieure.

Dans ce cas il existe une suite (x,,) de A telle que : lirf x, = inf(A).
n—-—+0oo

Remarque 1.2.1 1. Pour montrer que sup(A) < M, il suffit de montrer que pour tout élément
r€A ona:x <M.
En effet ceci signifie que M est un magjorant et comme sup(A) est le plus petit majorant, on
obtient l'inégalité : sup(A) < M.

De méme pour montrer que inf(A) > m, il suffit de montrer que pour tout élément x € A, on
a:xr>m.

2. Pour montrer que sup(A) > M, il suffit de trouwver une suite (x,) de A telle que : lim =z, = M,

n—-+4o0o

car : ¥Yn € N, x,, < sup(A), puis M < sup(A) par passage a la limite.

De méme pour montrer que inf(A) < m, il suffit de (z,) de A telle que : hrf T, =m.
n—-—+0o0

3. Par conséquent, si on veut montrer que M = sup(A) ou m = inf(A), on peut montrer ceci a
l'aide des deux types d’inégalités précédentes.

4. (IMPORTANT) Si A est une partie non vide et magjorée de R et k un réel positif, alors
sup(kA) = ksup(A).

Exemple 1.2.1 [0,1] a une borne supérieure et inférieure, car [0,1] est non vide et majoré. On a :
inf[0, 1[= min[0, 1[= 0 et sup[0, 1[= 1, mais max|0, 1| n'existe pas car 1 n'est pas dans [0, 1].

1.3 Parties entieres

Définition 1.3.1 Soit x € R. L’unique entier relatif n vérifiant n < x < n + 1 s’appelle la partie
entiére de x que l'on note | x| et parfois E(x). C’est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x.

Exemple 1.3.1 1. [1.01] =1, |[-3] =-3, |-1.5] = —2.
2. Soit n € N. Montrer que A, = (V3 + 1) — (v/3 — 1)>*! est un entier puis en déduire :

[(\/5 i+ 1)2”+1J = (V341 — (VB — 1)t



2 Normes et distances

2.1 Normes

Définition 2.1.1 (Norme) Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. On appelle norme sur E une
application N : E — R telle que :

e Positwité : Vo € E, N (x) > 0.

e Séparation :Vr € E, N(x)=0= 2z =0.

e Homogénéité : Vo € E, YA € K, N (Az) = |\| N ().

o [négalité triangulaire : Vx,y € E, N (z+y) < N (z)+ N (y).
Le couple (E, N) est alors un espace vectoriel normé.

Remarque 2.1.1 1. La norme peut étre aussi notée x — ||z||.

2. N(0g) =0, car N(0g) = N(0 x 0g) = |0| x N(0g) = 0.

3. On a alors pour x1,...,x, € E linégalité triangulaire généralisée : N (Z xz> < Z N(x;).
i=1 i=1

Ceci se prouve par récurrence. Pour n = 2, ceci vient de la définition.

St on suppose la proposition vraie pour un certain n > 2, alors pour xi,...,T,y1 dans E, on a :
n+1 n n n+1

N (Z x,) <N ( xz> + N(zpy1) < ZN(mz) + N(zpi1) = ZN(xi), d’ot la propriété
i=1 i=1 i=1 i=1

au rang n + 1.

4. On a :Vx,y € E, |[N(x) — N(y)| < N(x —y). En effet :

est unitasre.

5. Un vecteur x est dit unitaire lorsque N(x) = 1. Pour tout x # Og, le vecteur

x
N(x)
Proposition 2.1.1 (Norme associée a un produit scalaire) Soit E un espace préhilbertien muni d’un
produit scalaire (.|.). L’application : x +— ||z|| = \/(z|x) est une norme.

Proposition 2.1.2 (Quelques normes sur K") Sur K" : pour tout u = (uy, ..., u,) dans K", on pose :
1o flully =) el 2 lully = | D Jusl; 5 |ulleo = max (fusl).
k=1 k=1

Cela définit des normes sur K".

Démonstration : e Pour ||.||o : preuve similaire a cette méme norme pour les matrices. Voir 1’exemple
ci-dessous.

n
e Pour ||.||; : -Positivité : Vu € K", |Jul|; = Z lug| > 0.

k=1
n

-Séparation : Soit u € K" tel que : |lul|; = Z |uk] = 0. Alors comme tous les termes de la somme sont

k=1
positifs, alors : Yk € [1,n], |ug| =0, donc : u = 0.

-Homogénéité : VA € K, Vu € K", | ully =Y [Aug| =D A x Jug| = [A D ] = [Al[Jul]1.
k=1

k=1 k=1
n

n n n
Inégalité triangulaire : Vu,v € K", [[u+ v|; = Z lug, + vg| < Z(\uk\ + |vg]) = Z |wg| + Z lok| =
k=1 k=1 k=1 k=1
[ully + o]l



e Pour ||.|2 sur R" :

sur C" : La positivié, la séparation et I’homogénéité se montrent comme pour ||.||;. Reste I'inégalité
triangulaire :

Exemple 2.1.1 Voici les normes usuelles utilisées pour certains espaces découlant des normes précé-

dentes.
Si E est un espace vectoriel de dimension finie n et B = (eq, ..., e,) est une base de E, on définit ainsi
n n
trois normes sur E par ||z||; = Z \zk|, ||z]|e = Z lze|” et |2 oo = max (|zk|) ot xq, ..., 2, sont
n
k=1 k=1 ==

n
les coordonnées de x = E r;e; dans B.
i=1
- - - ’7 7 2 s -
Sur M, (K). En identifiant une matrice |a;ili<; i<n avec un élément de K" et en écrivant ses co-
JILS)S

efficients en ligne : (a11, @12, .y Q1ny G215 422, ooy Apy ooy A1y An2y ey App ), ON peut reprendre les normes
précédentes :

= AT A — 2 :
1. Al = Z |ag | ; 2. |Alla = 1/tr(ATA) Z la; ;|” (relation vue dans

<g,7<
1<i,j<n 1<i,j<n

le chapitre 4);

5. Al = max ai,

e (CCP 61) Montrer que ||.||« est une norme.

e Montrer que pour tout A, B de M,(K), on a : ||AB|l2 < ||A|l2||Bll2- Une norme vérifiant cela
est appelé norme d’algébre.

e (CCP 61) Montrer que pour tout A, B de M, (K), on a : ||AB|locc < n||Alloo||Blls, puis que :
Vp € N, [|AP[loo < P (|| Alloo).



Proposition 2.1.3 (Norme uniforme) (Démo CCP 37) Soit X un ensemble non vide. On note

B(X,K) l’ensemble des fonctions bornées allant de X dans K. Ainsi pour tout f de B(X,K), on

peut définir || f|loo = sup |f(z)|. Ceci définit une norme sur B(X,K), que l’'on appelle norme uniforme.
zeX

Démonstration :

Remarque 2.1.2 51 X =N, alors B(N,K) est l’ensemble des suites bornées de KN,

Exemple 2.1.2 (Démo CCP 54) Soit E l’ensemble des suite réelles qui convergent vers 0.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites a valeurs réelles.

2. Soit uw € E et on pose ||u|| = sup |u,|. Montrer que ||.| est une norme sur E.
neN

1. La suite nulle appartient a E.
Soient w = (Up)nen, ¥ = (Un)neny € E et a € R.
Ona: lim (Au, +v,) =X lim w,+ lim v, =0. Ainsi : \u+v € E.

n—+oo n—+oo n—+oo
Par la caractérisation des sous-espaces vectoriels, E est un sous-espace vectoriel de RY.

Adapter ensuite la preuve de la proposition précédente, en prenant X = N, une suite u pouvant
étre vue comme une fonction : n — uy,.

Proposition 2.1.4 (Quelques normes sur C(|a,b|,K)) (Démo CCP 37) Sur C([a,b],K) : pour tout
f dans C([a, b],K), on pose :

2. |[fllee = sup ([f()]);

b
L fll = / |f(t)| dt appelée norme de la convergence en moyenne ; velab]

b
3. flle = / |f£(t)]> dt appelée norme de la convergence en moyenne quadratique.
Cela définit des normes sur C(la, b, K).

Démonstration : e(Démo CCP 37) Pour la norme ||.||; :



e (Démo CCP 37) Pour la norme ||.||« :

Pour la suite, ||.||o est une norme sur C([a, b}, K) en calquant la démonstration de la proposition 2.1.3.

e La norme ||.||2 provient du produit scalaire (f,g) — / f(t)g(t)dt (voir chapitre 1) sur R.

Si K = C, la positivité, ’homogénéité sont immédiates. La séparation utilise les mémes arguments que
pour ||.||1. Pour I'inégalité triangulaire, on a :

b b b b
Vf,g € C(la, b, K), \// Fgl < \// (If] + lg)? < \// Fm \// lgl2, en utilisant inégalité

triangulaire dans le cas réel appliquée aux fonctions réelles | f| et |g|.

Remarque 2.1.3 1. ATTENTION, ne pas écrire || f(x)|s, cela ne veut rien dire car dans ||.|s,
nous devons mettre une fonction et non un nombre.

2. On aurait pu définir la norme ||.||s sur C([a, b],K) de la fagcon suivante : || f]|c = m[a>§] (If(x)]),
z€Ja,

car
Exemple 2.1.3 1. Soient (> [’espace vectoriel des suites bornées. Soit u € £°°. On pose
N(u) = sup [ty — 1.

neN
Est-ce que N définit une norme sur £°° ¢

2. Soient (E, N) un espace vectoriel normé et f un endomorphisme de E. On pose :
Ve € E, ||z|| = N(f(x)). Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que ||.||
définisse une norme sur E.

3. Soient ag, ..., a, € R deuz a deuzx distincts, avec n € N. Sur R,[X], montrer que

N:Pw— Z (P(a;))* définit une norme.

1=0

2.2 Distances

Dans ce paragraphe, (£, |.||) désigne un K-espace vectoriel normé.

Définition 2.2.1 (Distance) Soit (z,y) € E*. La distance entre x et y associée a la norme ||| est le
réel d(z,y) = [lz —y||.



Proposition 2.2.1 (Propriétés de la distance) Soit (z,y,z) € E° et d la distance associée a ||.]|.
1. Séparation. d(z,y) =0 si et seulement si v = y.

2. Inégalité triangulaire. d(x,y) < d(z,z) + d(z,y).

Définition 2.2.2 (Distance d’un point & une partie non vide) Etant donné une partie A de E et z un
élément de E, on appelle distance de x a A la borne inférieure des distances de x a tous les éléments
de A (attention : cette borne n’est pas nécessairement atteinte) :

d(z,A) = infd(z,a) = ;rellex—aH.

acA

Exemple 2.2.1 1. Sur R, muni de la valeur absolue : d(v/3,Z) =

2. On munit £>° (I’ensemble des suites bornées) de la norme ||.||. Soit E l’ensemble des suites
réelles qui convergent vers 0. On note ¢ la suite constante égale a un.

(a) Montrer que : Yu € E, ||c — ul|o > 1.

(b) Déterminer d(c, E). Déterminer deuz suites (dont l'une a valeurs strictement positives) de
E permettant d’atteindre cette distance.

Remarque 2.2.1 1. Six est dans A, alors d(xz, A) =

2. ATTENTION, sid(x,A) =0, cela n'implique pas que x est dans A. Par ezemple d(\/g, Q) =0,
mais V'3 n’est pas dans Q. En effet il existe une suite (r,)nen de rationnels telle que
lim r, = V3 et donc : ¥n € N, 0 < d(v3,Q) < |V3 — | et en passant & la limite :

n—-+o00

0 < d(v3,Q) <0 et done d(v/3,Q) = 0.

2.3 Parties bornées

Définition 2.3.1 (Boule ouverte / fermée) Soita € E et r € R.
1. B(a,r) ={z € E, d(a,z) < r} est la boule ouverte de centre a et de rayon r.
2. Bla,7) ={x € E, d(a,z) <r} est la boule fermée de centre a et de rayon r.
3. S(a,r) ={z € E, d(a,x) =r} est la sphere de centre a et de rayon r.

Exemple 2.3.1 1. Quelles sont les boules ouvertes sur R ¢



2. Sur un espace vectoriel normé les boules ouvertes et fermées dépendent de la norme choisie.
Dans R?, représenter graphiquement les boules fermées centrées en 0 et de rayon 1 associées
aux normes 1, 2 et infinie définies précédemment.

Définition 2.3.2 (Partie convexe) On suppose que K =R. Soit A C E. La partie A est conveze si
V(z,y) € A, Vt€[0,1], tr+ (1 —t)y € A.
« Quand on relie deux points quelconques x et y de A, on reste dans A. »

Exemple 2.3.2 1. Déterminer les parties convezxes de R.

2. Représenter graphiquement une partie non conveze de R?.

3. Tout sous-espace vectoriel F' de E est convexe.

Proposition 2.3.1 (Convexité et Boules) Toute boule est conveze.

Démonstration : Soit a € E et r € R.. Montrons par exemple que B(a, ) est convexe.



Définition 2.3.3 (Parties, suites, fonctions bornées) Soient A C E, (u,)nen une suite d’éléments de
E et f une fonction d’un ensemble X a valeurs dans E.

1. La partie A est un ensemble borné s’il existe M > 0 tel que : Vo € A, ||z|| < M (autrement dit
A est contenue dans une certaine boule fermée. Par exemple ici, on a : A C B(0,M)).

2. La suite (uy) est bornée s’il exviste K dans Ry tel que : ¥Yn € N, ||u,| < K.

3. La fonction f est bornée si f(X) est une partie bornée de E, c’est-a-dire : il existe M > 0 tel
que :Vr € X, ||f(x)| < M.

Remarque 2.3.1 (CCP 13) B(0,1), B(0,1) et S(0,1) sont bornées, car pour x dans ces ensembles, on
a:llz|| <1

R*\ {(0,0)} — R

Ty est bornée.
(z,y)

x? + 12

Exemple 2.3.3 1. Montrer que f : {

2. On considere ’espace vectoriel C([0,1],R). Soit (fn)nen la suite de fonctions continues sur [0, 1]
définies pour tout entier naturel n par f, : x — /na™.

(a) Montrer que (f,) n’est pas bornée pour la norme infinie.

(b) Montrer que (f,) est bornée pour la norme 2.

2.4 Produit fini d’espaces vectoriels normés

Proposition 2.4.1 (Produit d’espaces vectoriels normés) Soit p € N* et (Ey, Ny), ..., (E,, N,), des es-
paces vectoriels normés sur K. On pose

Vo= (z1,...,2,) € By x By x --- x E,, N(z) = max N;(z;).

1<i<p

Ainsi (Ey X ... x E,, N) est un espace vectoriel normé.

Démonstration : On constate que : Vo = (z1,...,2,) € EyxEayx---xE,  N(x)=|(Ni(z1),...; Np(2p))]| 00>
avec ||.|| la norme infinie sur R".

-Positivité : provient du fait ||.||» est positive.

-Séparation : soit (z1,...,2,) € Ey X Ey x---x E, tel que N(z) = 0. On a donc : (Ny(x1), ..., Np(zp)) =
(0,...,0), car ||.||« est une norme. Ainsi : Vi € [1,p], N;(x;) =0, puis : Vi € [1,p], x; =0, car chaque

N; est une norme.

-Homogénéité : soient A € Ket (xq,...,2,) € EyxEyx---xXE,. Ona N(A(z1,...,7p)) = N((Az1, ..., Axp)) =
HONL A1), o Ny )l = AN 1) N (D) oe = XN (1), s Ny ()l = AN (21, ),
par homogénéité des NV;, puis de ||.||s-

-Inégalité triangulaire : soient (z1,...,2,), (y1,...,Yp) € E1 X E3 X --- x E,. On a :

Vi € [Lpl, Niwi+ ) < Ni(w) + NG < IV, Nylap)) oo + 1N (50), s Np(gp))loe =
N(z1,...,xp) + N(v1, ..., yp), par I'inégalité triangulaire pour les N;, puis :

N((x1+ Y1,y Tp + Yp)) = max{Ni(z1 + y1), ..., Np(xp + Yp)} < N(x1,.o0s2p) + N(Y1, o, Yp)-



3 DSuites d’un espace vectoriel

Dans ce paragraphe (E, ||.||) désigne un K-espace vectoriel normé.

3.1 Convergence de suites
Définition 3.1.1 (Convergence) Soit (u,) une suite d’éléments de E et £ € E. La suite (u,) converge
vers £ si lir}rq |lun, — £ = 0. .

n—-+0oo

Autrement dit : Ve e R%,, AN e N, Vn e N, n > N = ||u, — || < e.
S’il n’eziste pas d’éléments { vérifiant cette propriété, la suite (u,) diverge

Proposition 3.1.1 (Propriétés sur les suites convergentes) 1. Toute suite (u,) convergente de E
est bornée.

2. Si (uy,) posséde une limite alors celle-ci est unique.

3. Si (uy) et (v,) convergent vers respectivement £ et €', alors pour tout A\ dans K, on a :
lim (u, + Av,) =€+ N

n—-+o0o

4. St (uy,) converge vers £, alors (||uy,||) converge vers ||¢]].

Démonstration :
1. On suppose que lim wu, = {. La suite réelle (||u, — ¢||)nen converge vers 0 et donc elle est

n—-+o0o

bornée. Il existe donc M > 0 tel que : Vn € N, ||u,, — ¢|| < M et donc :
Vn €N, [lun[| = llun = €+ L] < lup = L] +[[€] < M+ [|£]]

2. Si £ et ¢ sont deux limites de (u,,) alors :
Ve N, 6=t = [[(¢=un)+(un—E) | < [[€=wnl| +[lun =l Or Tim ([€—un|+[jun—£]) = 0,

donc ||[¢ — ¢'|| <0, puis || — || =0, puis £ = .
3. Soit n € N. On a: ||[(up 4+ Avy) — (C4+ N = [[(un, — €) + Mwvy, — )] < Nt — L) + | Mo, — )| =

|, — || + |A|[Jvn — €]]. Or lirf |un — 1) = liI}_l |lv, — €'|| = 0 et donc par comparaison de
n—-+0oo [e'e}
limites réelles, on a : lirf | (tp, + Avy) — (€4 M| = 0.
n—-+0oo
4. Ona:VneN, 0 <||lu.|l = [Ill| < ||un — £]|. Par encadrement, on a : lir}rq [luall = [1€]|| = 0.
n——+0oo

Exemple 3.1.1 1. Soit A € M, (K) telle que ||All2 < 1. Montrer que klim A* =0 pour la norme
——+00
]2

2. (CCP 37) Soit n € N et on pose f, : t — t" qui est dans C([0,1],R). Montrer que (f,)
converge vers 0 pour ||.||1 et ||.||2, mais pas pour ||.||so-



Remarque 3.1.1 (IMPORTANT) Cet exemple montre que la convergence dépend de la norme choiste.

Proposition 3.1.2 (Convergence d’une suite dans un produit d’espace) Soient (Ey, Ny), ..., (E,, N,) des
espaces vectoriels normés sur K. On considére une suite (x,) de Ey X Ey X --- X E,, avec :

vneN, z, = (V... 2P) € By x By x --- x B,

k)

La suite (T,)nen converge vers (€y,...,0,) si et seulement si pour tout k de [1,p] la suite (2, )nen

converge vers {y.

k)

o nen converge vers £. On pose

Démonstration : On suppose que pour tout k de [1,p], la suite (z
(= (l,....0,). On a:

VneN, 0 < N(z, —{) = max (Nl(a:g) —0), ..., Ny(zlP) — ly)) < N (21 —0) + ...+ Ny(zP) — ¢,).
Les détails de cette inégalité sont dans ’exemple 4.1.1, deuxieme point. Comme chaque terme du

membre de droite converge vers 0, alors par encadrement : lirf N(z, —¢)=0.
n—-+0o0

On suppose maintenant que (x,)nen converge vers un élément ¢ = (¢q,...,4,) de Ey x Ey x -+ X E,.
Soit k € [1,p]. On a :

Vn €N, 0 < Np(z™ — ¢;,) < max (Nl(xg) — 1), ooy Np(z® = €,)) = N(x, — 0).

Comme le membre de droite converge vers 0, alors par encadrement : lim Nk(mg‘:) —l;) =0.
n—-+o0o

3.2 Suites extraites

Proposition 3.2.1 (Sous-suites d’une suite convergente) Soit (u,) une suite convergeant vers £. Alors,
toute suite extraite de (u,) converge vers (.

Démonstration : Soit (u,(n)) une suite extraite de (u,). La suite réelle (||u,, — ¢||)nen converge vers 0,
donc la suite extraite (||u,(n) — €||) aussi et donc lim wuy,) = .
n—-+0o0

Définition 3.2.1 (Valeur d’adhérence) On appelle valeur d’adhérence d’une suite (u,,) tout élément de
E qui est limite d’une sous-suite de (uy,).

Remarque 3.2.1 (IMPORTANT) Une suite convergente admet une unique valeur d’adhérance, grace
a la proposition précédente.
Par contraposée, une suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence diverge.

4 Comparaison de normes

Dans ce paragraphe nous allons expliquer pourquoi une méme suite peut converger pour certaines
normes et pas d’autres.

4.1 Normes équivalentes

Définition 4.1.1 (Domination de normes) Soient Ny et Ny deux normes sur E. On dit que Ny est
dominé par Ny s’il existe k dans R tel que :

Exemple 4.1.1 1.(a) (CCP 1 et 37) Montrer que : 3k € R%,Vf € C([0,1],R), || flli < E|lf]lc-

(b) Montrer qu’il existe o € R, tel que : Vf € C([0,1],R), || fll2 < & fl|oo-



(c) Est-ce qu’il existe k € R tel que - Vf € C(|0,1],R), |[fllec < E|[f|l1 ¢

2. Montrer que : YV € K, ||z]lo < [lzfi < vpllzll2 < pll2//o

Remarque 4.1.1 Pour montrer que l'on n’a pas Ny < kNs, on cherche en général une suite (u,) qui
converge vers 0 ou est bornée pour No, mais pas pour Ny.

Définition 4.1.2 (Normes équivalentes) Soient Ny et Ny deux mormes sur E. On dit que Ny et Ny
sont équivalentes sl existe o, 3 dans R tels que :

Vo € E, aNy(x) < Na(xz) < BNi(x).

Cela revient a dire que Ny est dominé par Ny et que Ny est dominé par Ny :
EIO(,B € Ri, N1 < OéNQ et NQ < ﬁNl

1 1
Remarque 4.1.2 On a aussi =Ny < N7 < —N,. Cela revient a dire que Ny est dominé par Ny et que
e

Ny est dominé par Ni.

Proposition 4.1.1 (Invariance du caractére borné) Soient Ny et Nydeur normes équivalentes sur E.
Une partie A de E est bornée pour la norme Ny si et seulement si elle est bornée pour la norme Ns.

Démonstration : Soient «, 3 dans R tels que : Vo € E, aNy(z) < Na(z) < BN ().
On suppose que A est bornée pour la norme Ny, donc il existe M dans R, tel que : Vo € A, Ny(z) < M.
Aisni on a : Vo € A, No(z) < fM. Ainsi A est borné pour Ns.

1
Si A est borné pour N, on conclut de la méme fagon en constatant que N; < —Nj.
Q

Proposition 4.1.2 (Invariance de la convergence) Soient Ny et Ny deux normes équivalentes sur E.
Une suite (u,) de E converge vers { pour la norme Ny si et seulement si elle converge vers { pour la
norme Ns.

Démonstration : Soient «, 8 dans R tels que : Vo € E, aN(z) < Na(z) < BNy ().



Remarque 4.1.3 La proposition précéaente nous dit que pour montrer ta convergence d une suite, Si
I’on dispose de plusieurs normes équivalentes, alors on pourra choisir la norme que [’on préfere.

Exemple 4.1.2 1. (CCP 1 et 37) L’ezemple 3.1.1 nous permet de dire que sur C([0,1],R), les
normes ||.||1 et ||.||co ne sont pas équivalentes, car on a trouvé une suite (f,) qui converge vers 0

pour ||.||1, mais pas pour ||.||s. Or si les deuz normes étaient équivalentes, (f,) aurait la méme
limite pour les deux normes.

Les normes ||.||2 et ||.|| ne sont pas équivalentes (on utilise le méme argument). Comparer
maintenant ||.||1 et |||z

2. Soit E={f € C'([0,1],R), f(0) = 0}. On pose Ni(f) = [|flloc + [ f'lloc et No(f) = || + f'lloo-
On admet que Ny est une norme sur E.

(a) Montrer que Ny est une norme sur E.

(b) Soit f € E. On pose g : x — €°f(x). Montrer que l'on a : ||g|lcc < eNa(f).

(¢c) En déduire que les normes Ny et Ny sont équivalentes.

4.2 Normes en dimension finie et applications

Théoréme 4.2.1 (Equivalence des normes en dimension finie) Si E est de dimension finie, alors toutes
les normes sont équivalentes.

Démonstration : Admis.



“+oo

Exemple 4.2.1 Soit E = R[X]. Si P € R[X], on note P =Y _pX*. On définit Noo(P) = sup |P(t)|
50 t€0,1]

et | Plleo = sup(|px|) et on admettra que cela définit des normes.
keN

Soit E, U'ensemble des polynomes normalisés (dont le coefficient dominant est égal a 1) de degré n.
On pose a,, = PinEf N (P).
ELin

1. Montrer que : Vn € N, a,, > 0.

2. Montrer que la suite (a,) est décroissante.

Corollaire 4.2.1 (Convergence en dimension finie) Si E est de dimension finie, la convergence et la
limite d’une suite ne dépendent pas de la norme choisie.

Démonstration : Découle de la proposition 4.1.2.

Remarque 4.2.1 De méme la proposition 4.1.1 nous dit que le caractére borné d’une partie d’un espace
vectoriel de dimension finie ne dépend pas de la norme chosie.

Exemple 4.2.2 1. ATTENTION, ceci est faux en dimension infinie (voir l'exemple 3.1.1). Pour
les espaces de dimension infinie (en général les espaces de fonctions ou de suites), il faudra
toujours préciser le mode de convergence (la norme choisie).

2. On a vu dans Uezemple 3.1.1, que pour A € M, (K) telle que ||A|l2 < 1, alors klim AF =0
—+00

pour la norme 2. Mais la conclusion klim A* = 0 est valable pour n'importe quelle norme de
—+00

M, (K) car on est en dimension finie.

Proposition 4.2.1 (Convergence composante par composante) Soient (u,) une suite d’éléments d’un
espace vectoriel normé E de dimension finie et (ey,...,e,) une base de E. Pour tout n € N, on note

P
Uy = E Uy i€i, avec les u,,; dans K.

i=1
La suite (uy,) est convergente si et seulement si pour tout i € [1,p], la suite (u,;)nen converge vers un

p p
scalaire ¢;. Le cas échéant, lim wu, = E ( lim um) e; = E lie;.
i=1

n——+00 1 n—+o00
1=

p
Démonstration : On peut munir F de la norme |.|[;, ¢’est-a dire que pour x = T;e; , O pose :
) )

i=1
p

llz||1 = g |zk|. Comme E est de dimension finie, n’importe quel choix de norme convient (corollaire

k=1
42.1).



p
Si (u,) converge vers { = Z&ei, alors pour tout ¢ dans [1,p], on a :

=1
p

Vn e N, |u,; — 4| < Z |un e — li| = |Jun, — £]]1, et donc par encadrement lim |u,; —¥¢;| = 0 et
k=1 e

donc : lim wu,; =4¢;.
n—4o00

Inversement, si pour tout ¢ € [1, p] la suite (u,;)nen converge vers un scalaire ¢;, alors on a :

VneN, |u, =/ = E |un; — ¢;| donc : lim |ju,, — ¢||; = 0, car le nombre de termes p dans la
i—1 n—-+o0o
somme reste fixe.

Exemple 4.2.3 1. Montrer que la suite définie, pour tout entier naturel n non nul, par
1 2
1—- =
M, = n est convergente.
o T ,

1 —a/n
a/n 1
cosf —sin 9)" _ (cos(nQ) — sin(nf)

sinf  cosd sin(nf)  cos(nh)

2. Soit a € R* et on pose R, = ( ), pour n dans N*. On suppose que :

Vn € N,V0 € R, (

, , _ ' . cos(f,) —sin(6,)
(a) Déterminer un angle 0, dans|—n/2,7/2[ tel que :Vn € N*, R, =1/1+ — (sm(en) cos(0,) )
(b) En déduire lim R].

n—-4o0o

> (a faire par récurrence).



A0 1
3. Soit B=|[0 A 0] dans M3(K). On suppose |\| < 1. Déterminer lim B".
0 0 1 n—-+o0o
1
A+ = a2 . Q1n
AL ar2 Q1n k
0 /\2 <o Q2p 0 /\Q—I—2 a9
4. Soit C'=| . . ] et C), = k " , pour k € N* .
0 0 A : : B
0 0 R
+ k
(a) Montrer que pour k suffisamment grand, les coefficients diagonauz de Cy sont deuz a deux
distincts.

(b) En déduire que C' est la limite d’une suite de matrices diagonalisables.

5. Pourquot dans les exemples précédents n’avons-nous pas défini de normes pour la convergence ?



9 deries dans un espace vectoriel norme

Soit (uy,), une suite de nombres réels ou d’éléments d’'un espace vectoriel normé E.

5.1 Convergence de série

Définition 5.1.1 (Série, somme partielle, reste, somme) e On appelle série de terme général u,
la suite (Sy,), définie par : ¥Yn € N, S, = Zuk.
k=0

e Pourn fixzé, S, s’appelle somme partielle de la série Zun.

e On dit que la série Zun converge lorsque la suite (S,), converge.
400
Sa limite est alors appelée somme de la série et notée Zun

n=0

—+00 n —+00
La différence R, = g Uy, — g Uy = E uy est appelé reste d’ordre n de la série.
k=0 k=0 k=n-+1
, : , .
e Lorsque la série ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Remarque 5.1.1 Le reste d’une série tend vers 0.

Proposition 5.1.1 (Condition nécessaire de convergence) Si la série Z up, converge, alors (uy,) tend
vers 0.

Démonstration : En écrivant : Vn € N*| w,, = S,, — S,_1, on voit que (u,) est la différence de deux

suites ayant la méme limite dans E, donc lim wu, = 0.
n—-+o0o

Proposition 5.1.2 (Divergence grossiére) Si (u,,) ne tend pas vers 0, alors la série Z uy, diverge. On
dit dans ce cas que la série diverge grossierement.

Démonstration : C’est la contraposée de la proposition précédente.

Définition 5.1.2 (Série téléscopique) La série Zun est téléscopique lorsqu’il existe une suite (vy,)p
telle que u, = v,11 — v, pour tout entier n.

Proposition 5.1.3 (Convergence des séries télescopiques) On reprend les notations de la définition

précédente. La somme partielle de g U, verifie par conséquent : g Uk = VUpy1 — V0-
k=0
La série E u,, est alors convergente si et seulement si la suite (v,), converge, et dans ce cas :

“+oo

E U, = lim v, | —vg.
n—-+o0o

n=0

n n n n+1 n n+1 n
Démonstration : On a : E Up = Va1 — Vg = v — vy = Vg — Vg = Upt1 — Vg
k=0 k=0 k=0 1=1 k=0 k=1 k=0

n
La suite (v, ) converge si et seulement si la suite (v,,41) converge si et seulement si la suite ( E uk>
A N . 7 7 . . k:(] nEN
converge, grace a la relation précédente et le fait que vy soit une constante.

Corollaire 5.1.1 (Lien suite/série) La suite (u,), est convergente si et seulement si la série

Z(u”“ — u,) est convergente.



Proposition 5.1.4 (Linéarité de la somme) Si deuz séries Zun et Zvn sont convergentes, alors

pour tous \, p dans K, la série Z()\un + pvy,) est convergente et

+o00 +oo +oo
Z(/\unqL;wn) = )\Zun—i—qun.
n=0 n=0 n=0

n

Démonstration : Soit S, = Zuk et T, = ka. On a: Z Ay, + pv, = NS, + uT,. Par linéarité de
k=0 k=0 n=0

400 +00 +00
la limite d'une suite, quand n tend vers +o00, on a : Z()\un + pv,) = A Z Uy + Z Uy,
n=0 n=0 n=0

Remarque 5.1.2 On suppose que E est de dimension finie et considére B = (ey, ..., e,) une base de E.
P

Soit n € N. En décomposant u,, dans la base B, on a : u, = Zug)ej, avec ug) dans K pour tout j
7j=1

dans [1,p]. Grace a la proposition 4.2.1, la série Zun converge si et seulement si pour tout j dans

[1,p], la série numérique E uff) converge. Dans ce cas :
+00 p +00
E Uy = E ufj) e;.
n=0 7j=1 n=0

5.2 Séries absolument convergentes

Dans ce paragraphe, on suppose F de dimension finie.

Définition 5.2.1 (Série absolument convergente) On dit que la série Z u, converge absolument si la

série a termes positifs Z ||un|| converge.

Remarque 5.2.1 En dimension finie, comme toutes les normes sont équivalentes, alors la notion d’ab-
solue convergence ne dépend pas de la norme choisie.

Théoréme 5.2.1 (L’absolue convergence implique la convergence) Si F est de dimension finie, toute
série absolument convergente est convergente.

Démonstration : Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Soit n € N. En décomposant u,, dans la base
p

B,ona: u, = Zug)ej, avec u,(f) dans K pour tout j dans [1,p]. On munit E de la norme ||.||o : si
P =

T = ;)\jej, avec A, ..., A, dans K, on pose ||z|/« = max |A;|. Ainsi on a :

Vi e [1,p],Vn € N, [u¥| < |lun||o- Si Z ||tn]|co converge (en dimension finie la notion d’absolue

convergence est indépendante de la norme choisie), alors par comparaison, la série numérique g uﬁf )

converge absolument, donc elle converge grace aux résultats connus sur les séries a valeurs dans K. La
remarque 5.1.2 permet de conclure.

Exemple 5.2.1 (CCP 40) Soit A une algebre de dimension finie admettant e pour élément unité et
munie d’une norme ||.|. On suppose que : Vu,v € A, ||u.v|| < ||ull.||v]].

1. Soit u € A tel que : ||lu|]| < 1. Montrer que la série Zu” converge.

n

u
2. Montrer que pour tout u de A, la série Z — converge.
n!



5.3 Exponentielle de matrice ou d’endomorphisme

Dans ce paragraphe, F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 5.3.1 (Série exponentielle de matrice/endomorphisme) e (Démo CCP 61) Soit
An
A e M, (K). La série E — converge (absolument) dans M, (K).
n!

n

o Soituwe L(E). La série Z u_' converge (absolument) dans L(E).
n!

Démonstration : e

e Soit B une base de E et on note n = dim(F). Pour u dans £(F), on définit la norme
N(u) = ||Mats(u)||oo- Soit p € N*. On a :
N(u?) = [[Mats(u?)| s = ||(Mats(u))’||ee < nP~H|(Matg(w))|[F, = nP~'N(u)P, grace au raisonnement

précédent sur |[|.||o. On montre comme avant que la série Z N(u?/p!), d’ou la convergence absolue.

Définition 5.3.1 (Exponentielle de matrice/endomorphisme) o Soit A€ M, (K). On pose

+oo  4p
et = exp(A) = Z —7 que l'on appelle exponentielle de A.

n=0
oo 4

e Soitu € L(E). On pose e* = exp(u) = Z u_‘; que l'on appelle exponentielle de u.
n!

n=0

Proposition 5.3.2 (Exponentielle d’'une matrice diagonale) Soit D = diag(\1, ..., \,). Alors :
exp(D) = diag(e™, ..., eM).

Démonstration : On a : Vk € N, DF = diag(\}, ..., \F). Ainsi :

: = DF : : = A . P o A
exp(D) :nl_lgloo 2 T = diag ngrfmkzzoy,...,nl}fmkz:oﬁ = diag(e™, ...,e"").
Exemple 5.3.1 1. On a : exp(Ogp)) = et : exp(Oa, (k) =

2. Soit A € M,,(K) nilpotente, alors : exp(A) =
cos(f) —sin(0)

3. Soientt e R et A= (sin(H) cos(f)

) . Déterminer exp(tA).



4. Soit A € M, (K) telle que A* —3A + 21, = 0. Déterminer exp(A).

Proposition 5.3.3 (Exponentielle de matrices/endomorphismes qui commutent) e Soient
A, B € M, (K) telles que AB = BA. Alors :

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

e Soient u,v € L(E) tels que uv = vu. Alors :
exp(u + v) = exp(u) exp(v).
Démonstration : Attendre le chapitre 14 sur les équations différentielles.

Exemple 5.3.2 1. Soit A € M,,(K). Montrer que exp(A) est inversible et déterminer son inverse.

2. Soit A = , avec a € C. Déterminer exp(A).

o O R
o Q =
Q ==



6 Topologie

Dans ce paragraphe F désigne un K-espace vectoriel normé.

6.1 Parties ouvertes et fermées
6.1.1 Parties ouvertes

Définition 6.1.1 (Partie ouverte) Soit A C E. La partie A est une partie ouverte de E si pour tout
a € A, il existe r > 0 tel que B(a,r) C A .

Remarque 6.1.1 (IMPORTANT) E et () sont des ouverts de E.
Proposition 6.1.1 (Ouverts et boules) Soient a € E et R € RY, alors B(a, R) est un ouvert de E.

Démonstration :

Proposition 6.1.2 (Union et intersection d’ouverts) 1. Une réunion quelconque d’ouverts est un
ouvert : soit (V;);er une famille d’ouverts. Alors V = U Vi est un ouvert.
icl
2. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert. Soit (V;)1<i<n une famille d’ouverts. Alors

n
V= ﬂ V. est un ouvert.
i=1
Démonstration :

1. Soit = € U Vi. Il existe j € I tel que : x € V;. Comme V; est ouvert, il existe un r > 0 tel que :
icl

B(z,r) C V; et donc : B(z,r) C V.

Remarque 6.1.2 Une intersection infinie d’ouverts n’est pas forcément un ouvert. Par exemple dans
R, on considére U, =] — 1/n,1/n| qui est un ouvert, mais ﬂ U, = {0}, car si x est dans ﬂ U,,
neN* neN
. 1 1 . o .
alors : Vn € N*, —— < x < — et en passant a la limite : 0 < x <0, donc x = 0 et réciproqguement 0
n n

est dans tous les U,,.
De plus {0} n’est pas un ouvert de R, car il ne contient aucun intervalle ouvert du type la —r,a + r|,
avec r > 0.



Exemple 6.1.1 1. Tout intervalle borné |a,b| de R est un ouvert de R. En effet, nous avons vu
dans l'exemple 2.3.1 que tout intervalle ouvert borné est une boule ouverte, donc c’est un ouvert
de R grace a la proposition précédente.

2. Plus généralement tout intervalle ouvert de R est un ouvert de R. Montrons maintenant que
la, +o00[ est un ouvert de R. Soit x €]a,+o0[. On poser =x —a > 0. On a :
B(z,r) =]z —r,x 4+ r[Cla, +0oo[. On raisonne de méme pour les autres intervalles de R.

3. Est-ce que B = {(z,y) € R*, 0 < |z| <1 et |y| <1} est un ouvert de R* pour la norme |||z ?

4. Toute partie ouverte U de E peut s’écrire comme une réunion de boules ouvertes.

Remarque 6.1.3 Toujours préciser dans quel espace on est ouvert. Par exemple |0,2] est ouvert dans
R, mais ne l’est pas dans C, car

Proposition 6.1.3 (Produit d’ouverts) Soient (Ey, Ny), ..., (E,, N,) des espaces vectoriels normés sur
K. Soient €1y, ...,Q, des ouverts de Ey, ..., B, respectivement. Alors @ = {2y X ... X £, est un ouvert de
E=F x..x L,

Démonstration : On reprend les notations de la proposition 2.4.1.
Soit x = (21, ..., xp) € Oy x...x€2,. Ainsi pour tout k de [1, p], il existe r, dans RY tel que B(xy, ry) C

(chaque € étant un ouvert de Ejy). On pose r = 1r<nk1£1 r, et donc r > 0.
A

Soit y = (y1,...,yp) € B(x,r). On a alors Ny(y, — x;) < N(y — ) < r < 1. Ainsi on a y;, dans
B(xy, 1) et donc dans . Par conséquent y est dans €2, puis : B(z,r) C €.

Proposition 6.1.4 (Invariance de la notion d’ouvert pour deux normes équivalentes) (CCP 37) Soient
Ny et Ny deuz normes équivalentes de E. Alors l'ensemble des ouverts de (E, Ny) est le méme que
lensemble des ouverts pour (E, N3).

Démonstration : On suppose qu’il existe k& € R tel que N; < kN,. Montrons que tout ouvert pour
N; est un ouvert pour Ns.

Corollaire 6.1.1 (Ouverts en dimension finie) Si E est de dimension finie, alors la notion d’ouvert est
indépendante de la norme choisie.

Démonstration : En dimension finie, comme toutes les normes sont équivalentes, cela provient de la
proposition précédente.



6.1.2 Parties fermees

Définition 6.1.2 (Partie fermée) Une partie F' de E est dite fermé dans E si son complémentaire E\ F
est un ouvert de E.

Remarque 6.1.4 (IMPORTANTE) E et () sont des fermés de E.

Exemple 6.1.2 1. Soit x € E, alors {z} est un fermé de E (et donc E \ {x} est un ouvert).

2. Soient a,b € R avec a < b. Les intervalles | — 00, a], [a,b] et [b,+oo] sont fermés dans R, car
leurs complémentaires dans R sont respectivement Ja, +oo[, | — 0o, alU]b, +00[ et | — oo, b] qui
sont des ouverts de R (| — 00, a[U]b, +00[ étant un ouvert en tant que réunion de deux ouverts).

3. 7 est un fermé de R, car

Remarque 6.1.5 ATTENTION, une partie qui n’est pas ouverte n’est pas forcément fermée, tout
comme une partie qui n’est pas fermée, n’est pas forcément ouverte. Il existe des parties qui sont
ni ouvertes, ni fermées :

Proposition 6.1.5 (Fermés et boules et sphéres) 1. Toute boule fermée est un fermé.

2. Toute sphére est un fermé.

Démonstration :
1. Soient a € E, r € R} et U = E \ B(a,r). Montrons que U est un ouvert de £. Soit z € U.
On a alors ||z — al| > r, car z n’est pas dans B(a,r). On pose R = ||z — al| — r > 0. Soit
y € B(z,R). Onally—al| = |(y—z)—(z—a)|| > |[ly — 2| = |z — al[| = [|lz — al| = |ly — z[|| >

|z —al — ||y — z|| > ||r — a|| = R = r. Ainsi y n’est pas dans B(a,r), donc y est dans U. Ainsi :
B(z,R) C U. Donc U est un ouvert de E car pour chaque x de U, il existe i > 0 tel que :
B(z,R) C U. Ainsi B(a,r) est un fermé de F.

2. Soient a € E, r € R} et V = E\ S(a,7) = B(a,r) U (E \ B(a,r)) qui est la réunion de deux
ouverts grace au point précédent. Ainsi V' est un ouvert de E, donc S(a,r) est un fermé de E.

Proposition 6.1.6 (Union et intersection de fermés) 1. Une intersection quelconque de fermés est
un fermé, autrement dit soit (F;);e; une famille de fermés de E, alors m F; est un fermé de E.
iel
2. Une réunion finie de fermés est un fermé, autrement dit soit (F;)cpip) une famille finie de
fermés de E, alors U F; est un fermé de E
i€[1,p]

Démonstration :

Exemple 6.1.3 1. Soient 1, ...,x, € E. Alors {1, ...,x,} est une partie fermée de E.



2. G={(z,y) eR*, 2" +y* <1 et (x—1)"+y° =1} est un fermé de R*.

Remarque 6.1.6 Une union infinie de fermés n’est pas forcément un fermé. Pour exemple, pour

1
n € N\ {0,1}, on pose F, = [ 1 — —] , alors U F,, =0, 1] n'est pas un fermé de R. En effet on a
n n

n>2
1 1
Uinclusion U F, C]0,1[. Soit z €]0,1[. Comme lim — =0 et lim (1 - —) =1, alors il existe
o n—4+oo N n—-+oo n
) 1 1
N > 2 tel que 0 < N <zretr<l-— N < 1. Ainsion a :x € Fy C U F,, d’ou l'autre inclusion.
n>2
Ainsi U F,, =]0,1] n’est par un fermé de R, car R\]0,1[=] — 00,0] U [1,+o0] et 1 n'est dans aucun
n>2

intervalle ouvert contenu dans R\|0, 1].

Proposition 6.1.7 (Produit de fermé) Soient (Ey, Ny), ..., (E,, N,) des espaces vectoriels normés sur
K. Soient Fi, ..., F, des fermés de E\, ..., E, respectivement. Alors F' = Fy x ... X F, est un fermé de
E=F x..x L,

Démonstration : On reprend les notations de la proposition 2.4.1.

Montrons que E \ F' est un ouvert de E. Soit z = (xy,...,x,) € E \ F. Ainsi il existe k de [1,p]
tel que zy ne soit pas dans Fy. Or Ey \ F) est un ouvert de Fj, donc il existe ry dans R tel que :
B(xy,ri) C Ei\ Fy. Soit y = (y1, ..., yp) € B(x,ri). On a alors Ni(yx — ) < N(y—x) < r < . Ainsi
on a yi dans B(zy,ry) et donc dans Ey \ Fy. Par conséquent y n’est pas dans F, donc : B(x,r) C E\ F.

Proposition 6.1.8 (Invariance de la notion fermé pour deux normes équivalentes) Soient Ni et Ny
deur normes équivalentes de E. Alors l'ensemble des fermés de (E, Ny) est le méme que [’ensemble
des fermés pour (E, Ny).

Démonstration : F est une fermé de (F, Ny) si et seulement si £\ F' est un ouvert de (E, Ny) si et
seulement si £\ F' est un ouvert de (F, Ny) (grace a la proposition 6.1.4) si et seulement si F' est un
fermé de (E, N3).

Corollaire 6.1.2 (Fermés en dimension finie) Si F est de dimension finie, alors la notion de fermé est
mdépendante de la norme choisie.

Démonstration : En dimension finie, comme toutes les normes sont équivalentes, cela provient de la
proposition précédente.

6.2 Voisinages, intérieur, adhérence
6.2.1 Voisinages

Définition 6.2.1 (Voisinage d’un point) On appelle voisinage d’un point x de E toute partie V de FE
qui contient une boule ouverte de centre x (rappelons qu’une boule a un rayon strictement positif).
On note Vg(x) ou V(x) la collection de tous les voisinages de x dans E ; ainsi V' est dans Vg(x) signifie
que :

Ir>0, VyeE, [y—zf<r=yeV

Exemple 6.2.1 1. Les boules ouverts B(x,r) ou les boules fermée B(z,r) sont des voisinages de x
(avec > 0).

2. Un ouvert U est un voisinage de chacun de ses points x :



6.2.2 Intérieur

Définition 6.2.2 (Point intérieur) Soient A C E et x € A.

1. x est un point intérieur a A s’il existe une boule ouverte non vide centrée en x incluse dans A.
C’est-a-dire : Ir € RY, B(x,r) C A.
Autrement dit x est intérieur a A st A est un voisinage de x.

2. L’intérieur de A, noté A, est l’ensemble des points intérieurs a A.

Exemple 6.2.2 Déterminer ’ensemble des points intérieurs de A = [0, 1[U[3, 7]U]8,9].

Proposition 6.2.1 (L’intérieur est un ouvert) A est un ouvert de E.

Démonstration :

Remarque 6.2.1 1. Ona:ACA.

2. A est le plus grand ouvert inclus dans A.
En effet, soit U un ouvert inclus dans A. Soit x € U. Par définition d’un ouvert, il existe r € R,

tel que : B(x,r) C U, puis : B(xz,r) C A, donc x est dans A et done : U C A
Exemple 6.2.3 Soit F' un sous-espace vectoriel de E et A une partie de E.
1. Montrer que st ]? n’est pas vide, alors F = E.
2. Montrer que st ;1 n’est pas vide, alors vec;(A) non plus.

3. Si on note N l’ensemble des matrices nilpotentes de M,,(K), montrer que : N' = 0.



Proposition 6. 2 2 (Lien entre intérieur et ouvert) Une partie A de E est un ouvert de E si et seule-

ment si : A = A

Démonstration : Cela découle du dernier point de la remarque precedente car si A est un ouvert de
E, alors le plus grand ouvert inclus dans A est A lui-méme et donc A = A Réciproquement si A = A

alors comme A est un ouvert de E, alors A aussi.

6.2.3 Adhérence
Définition 6.2.3 (Point adhérent) Soient A C F et € E.

1. (E'n,oncé CCP 34) Le vecteur { est un point adhérent a A si toute boule ouverte non vide
centrée en  rencontre A : ¥r >0, B({,r) N A # (.

2. L’adhérence de A, notée A, est Uensemble des points adhérents a A.

Remarque 6.2.2 1. Tout point de A est adhérent ¢ A (autrement dit A C A) :
Soit x € A, alors : ¥r >0, x € B(xz,r) N A et donc : ¥Vr >0, B(x,r) N A # 0.

2. Ainsi un point est adhérent s’il est dans A ou « sur le bords de A ».
3. ATTENTION : x € A+ x € A. Contrezemple :

Exemple 6.2.4 Déterminer 'ensemble des points adhérents de A = [0, 1[U[3, 7]U]8, 9].

Proposition 6.2.3 (L’adhérence est un fermé) A est un fermé de E.

Démonstration : Ona E\ A= (E\ A). En effet x est dans E'\ A si et seulement s'il existe r > 0 tel
que B(z,r) N A = () si et seulement sl existe r > 0 tel que B(z,r) C (E\ A) si et seulement si z est
dans (E\ A).

Ainsi E'\ A est un ouvert de E, en tant qu’intérieur d'un ensemble.

Remarque 6.2.3 A est le plus petit fermé contenant A. Nous venons de voir que c’est un fermé. Soit
F un fermé contenant A. Alors E\ F C E\ A. Ainsi E\ F est un ouvert inclus dans E'\ A. Comme

(E \ A) est le plus grand ouvert inclus dans E'\ A, alors : E\ F C (F \ A) = E\ A. En passant au
complémentaire, on a : A C F.

Proposition 6.2.4 (Lien entre adhérence et fermé) Une partie A de I/ est un fermé dans E si et seule-
ment si A= A.

Démonstration : Si A = A, alors A est un fermé de E, car A 'est. Si A est fermé, alors A est la plus
petit fermé contenant lui-méme donc A = A.

Proposition 6.2.5 (Caractérisation séquentielle) (Démo CCP 3 +Enoncé CCP 44 et 45 ) Soient
ACE etl e FE. Le point { est adhérent a A si et seulement s’il existe une suite d’éléments de A qui
converge vers .

Autrement dit - £ € A < [3(2p)neny € AV, lim z, = £].

n—-+o0o



Démonstration :

Remarque 6.2.4 Pour chercher les points adhérents d’une partie, il est plus pratique d’utiliser la ca-
ractérisation séquentielle plutot que la définition.

Exemple 6.2.5 1. Montrer que la matrice nulle est dans [’adhérence de [’ensemble des matrices

inversibles : 0 € GL,(K).

2. Soit A une partie bornée de R, alors sup(A) est dans A.

En effet, il existe une suite (z,) a valeurs dans A telle que lirJlrn x, = sup(A). Donc sup(A)
n—-+0o0

est dans A par caractérisation séquentielle.
De méme on peut montrer que si A est minorée, alors inf(A) est dans A.

3. Soitaec E etr>0.Ona:B(a,r)=DBa,r).
Montrons : B(a,r) C B(a,r) : soit x € Bla,r). Grace & la caractérisation séquentielle de la
limite, il existe une suite (x,)nen de B(a,r) telle que liril T, =x.0na:¥YneN, |z,—a| <r
n—-—+0oo

et donc :Vn €N, |z —al| = ||z —zp + 20 — a| < |l — 20| + |2 — af| < ||z — 20| +7. En
passant a la limite, on obtient : ||z — al| <r et donc x est dans B(a,r).
Montrons autre inculsion. Soit x € B(a,r). Soit n € N. On a :

(1—%4_1)(30—@)

x + ,ona ||, —al| <r et donc x, est dans B(a,r) et lim z, = x.

Ainsi x est dans B(a,r), d’ou Uinclusion dans l’autre sens.

1
|z —al| <7 et donc < (1 - —) r < r. Ainsi si on pose
n+1

Tp=|1-

4. (CCP 34 et 45) Soit A une partie de E.
(a) Montrer que si A est conveze, alors A aussi.

(b) Montrer que si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A aussi.



5.(a) (CCP 45) Soit x € E. Montrer que : d(z,A) =0 =z € A.
(b) Soit x € E. Montrer que : x € A= d(x, A) = 0.
(c) (CCP 45) On suppose que A est fermée et que :
Ve,y € E,vt € [0,1], d(tx + (1 —t)y, A) < td(xz, A) + (1 — t)d(y, A). Montrer que A est
conveze.

Corollaire 6.2.1 (Caractérisation séquentielle des fermés) Soit A C E. La partie A est une partie
fermée de E si et seulement si toute suite convergente d’éléments de A a sa limite dans A (on appelle
cela la caractérisation séquentielle).

Cela revient a dire que A est une partie fermée de E si et seulement si pour toute suite (x,) d’éléments

de A qui converge vers x, alors lim x, = x est dans A.
n—-+00

Démonstration : On rappelle que A est fermé dans E si et seulement si A = A. On utilise ensuite la
caractérisation séquentielle de 'adhérence.

Remarque 6.2.5 (IMPORTANT) Pour montrer que l'on a un fermé, on utilise souvent la caractéri-
sation séquentielle. On peut dire qu’il y a stabilité par passage a la limite.

Exemple 6.2.6 1. Est-ce que A= {(x,y) € R* 0 < x <y} est fermé dans R* ?

2. Est-ce que B = {(z,y) € R*, 0 < || <1 et |yl < 1} est un fermé de R* ? Déterminer B
sinon.



3. Est-ce que GL,(K) est fermé dans M,,(K) ¢

6.2.4 Frontiere
Définition 6.2.4 (Frontiere) Soit A C E. La frontiére de A, notée DA, est l'ensemble des points de E

adhérents mais non intérieurs a A, soit : A = A\ A.

Exemple 6.2.7 0B(a,r) = 0B(a,r) =

6.3 Parties denses

Définition 6.3.1 (Parties denses) Soit A une partie de E. Une partie D de A est dite dense dans A si

D= A.

Autrement dit pour tout x de A il existe une suite (d,) a valeurs dans D telle que lirf d, = .
n—-+00

Exemple 6.3.1 1. Q et R\ Q sont denses dans R, car tout réel est limite d’une suite de rationnels

ou d’une suite dirrationnels.
2. Dans C([a,b],R), 'ensemble des fonctions en escalier est dense pour la norme ||.||s. C’est une
reformulation du théoréme d’approrimation par des fonctions en escalier vu en premiére année.
1
3. (a) Soit A € M, (K). Montrer que pour k € N* suffisament grand, Ay, = A — E[n est inwversible
(on pourra regarder les valeurs propres de A).

(b) Montrer que GL,(K) est dense dans M, (K).

4. (CCP 1) Soit E=C([0,1],R) et F ={f € E, f(0) =0}, muni de .|

(a)SOZ@ntfn"T'—){l sil/n<x<1

(b) Montrer que F est dense dans E.
(c) Est-ce que F' est un fermé de E ?

et c:x — 1. Montrer que (f,) converge vers c.



5. Soit H un hyperplan de E. Montrer que H est soit fermé, soit dense dans F.

6. Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0} tel que inf(GNRY) = 0. Montrer que G est
dense dans R.

On rappelle que vous avez montré en sup qu’une partie A est dense dans R si et seulement si
elle rencontre tout intervalle ouvert de R.

Remarque 6.3.1 En reprenant l'exzemple précédent, si on a a = inf(G NRY) > 0, alors G = aZ. si
a n’est pas dans G, alors par définition d’une borne inférieure, il existe x € G tel que a < x < 2a, puis y € G tel que a < y < & < 2a. On aurait alors ¢ —y € G (car
G est un groupe) tel que 0 < x — y < a ce qui contredirait le choiz de a. Donc a € G et donc aussi aZ C G, car G est un groupe.

Inversement, soit * € G et soit n la partie entiére de x/a : na < © < (n + 1)a. L’élément x — na de G (car G est un groupe) vérifie donc 0 < © — na < a. Par

définition de a, cela impose x — na = 0 donc © € aZ. Par double inclusion, G = aZ.

6.4 Topologie induite sur une partie

Définition 6.4.1 (Voisinage relatif & une partie) Soient A une partie de E et v un élément de A. Soit
V' une partie de A. C’est un voisinage relatif de A du point x s’il existe un voisinage V' de x dans E
tel que : V. =ANV.

Exemple 6.4.1 1. Le segment [0, 1] est un voisinage de 0 relatif a R, car [0,1] = [-1,1] "Ry et
[—1,1] est un voisinage de 0 dans R.



2. Dans C, |—1,3] n'est pas un voisinage de 1 (|—1,3] ne contient pas de disque ouvert dans C),
mais c’est un voisinage relatif dans R, car : [—1,3] = RN B(1,2).

Définition 6.4.2 (Ouvert/fermé relatif & une partie) Soit A une partie de E.

1. Soit U une partie de A. C’est un ouvert relatif de A s’il existe un ouvert U de E tel que :

U=ANU.
2. Soit F une partie de A. C’est un fermé relatif de A s’il existe un fermé F de E tel que :
F=ANF.

Remarque 6.4.1 U une partie de A est un ouvert relatif si et seulment si U est un voisinage relatif de
chacun de ses points.

Exemple 6.4.2 1. On travaille sur R. L’intervalle [0, 1] n’est pas un ouvert de R, mais c’est un
ouvert relatif de [0, 1], car

2. On travaille sur R. L’intervalle |0, 1] n’est pas un fermé de R, mais c’est un fermé relatif de
10,2], car

Proposition 6.4.1 (Caractérisation séquentielle des fermés relatifs) Soient A une partie de E et G
une partie de A. G est un fermé relatif de A si et seulement si pour toute suite (x,) d’éléments de G
convergeant vers un élément ¢ € A, alors on a : { € G.

Démonstration : On suppose que G est un fermé relatif de A. Alors il existe F' un fermé de F tel que :
G = AN F. On considere une suite (x,) d’éléments de G' convergeant vers un élément ¢ € A. Ainsi
(x,) est aussi a valeurs dans F' et par caractérisation séquentielle des fermés, on a donc : ¢ € F. Par
suite,ona: € FNA=C(G.

On suppose que pour toute suite (z,) d’éléments de G convergeant vers un élément ¢ € A, alors on a :
¢ € G. Nous allons montrer que : G = AN G, ce qui prouvera que G est un fermé relatif de A, car G
est un fermé de F.

Onadéa:GC Aet GCG. Ainsi,ona: GC ANG.

Pour I'autre inclusion, soit £ € AN G. Comme ¢ est dans G, alors par caractérisation séquentielle de
I'adhérence, il existe une suite (z,) & valeurs dans G' qui converge vers £. Comme ¢ est dans A, alors
notre hypothese nous dit que ¢ est aussi dans G. Cela prouve : ANG C G.

Ainsi on conclut que : G = ANG.

7 Limite et continuité

f désigne une application d’une partie A d'un e.v.n. (E, ||.||g) dans un e.v.n. (F,|].||r).

7.1 Définition de la limite

Définition 7.1.1 (Limite en un point) Soit a € A et b € F. La fonction f a pour limite b en a si
Ve>0,3dn>0,Ve € A, ||lx—a|lg <n=|flz)=b||lr e

Si la limite existe, on note ceci im f(x) =b ou lim f = b.
r—a a

Remarque 7.1.1 1. Si la limite existe, alors celle-ci est unique.

2. lim f(x) = b signifie que : lim || f(z) — b||r = 0.
T—a T—a

Définition 7.1.2 (Limite avec b = +o00 ou b = —o0) Soit a € A. Dans le cas particulier F = R, on
parle aussi de limite infinie b = 400 ou b = —oo et alors les définitions deviennent respectivement :
VM eR,Ja>0,Ve e A, |lz—allpg <a= f(x)> M et on note cela : lim f(x) = +o0.

T—a

VM eR,Ja>0,Ve e A, |z—a|lg<a= f(x) <M et on note cela : lim f(x) = —o0.
Tr—a



Définition 7.1.3 (Limite avec a = 400 ou a = —00) Dans le cas particulier £ = R, on parle aussi de
limite infinie en a = +00 ou a = —oo (lorsque A n'est respectivement pas majorée ou minorée) et
alors les définitions deviennent respectivement :

VeeR,,AM e R,Vx € A, 2> M = | f(x) —b||p < e et on note cela : lir+n f(x)=0b.
T—>+00
Ve e R, IM e R, Ve € A, 2 <M =|f(x)—0bllr < et on note cela : lim f(x)=">

T—r—00

Définition 7.1.4 ( Limite avec ||z||g — +00) On suppose que A n’est pas bornée. On dit que la fonction
admet pour limite b lorque ||z||p — 400 si

Ve>0,dM e RVz € A, ||z||g > M = || f(z) = b||lr < e.

Si la limite existe, on note ceci  lim  f(x) =b.

l|#]| =00
Proposition 7.1.1 (Limites en dimension finie) Si E et F' sont de dimension finie, la notion de limite
ne dépend pas de la norme choisie.

Démonstration : Ceci découle de la caractérisation séquentielle que nous allons voir au paragraphe
suivant et du théoreme 4.2.1.

Remarque 7.1.2 Ainsi pour étudier une fonction f : R? — R vous avez le choiz de la norme. Par
exemple si vous devez montrer que f(x,y) tend vers 0 quand (z,y) tend vers (0,0), vous pouvez faire
appel a la norme ||(x,y)|la = V22 + y2. En effet, cela est intéressant dans la mesure ot vous pouvez pas-
ser en polaire en écrivant x = rcosf et y = rsinf et ainsi vous essayez de magjorer |f(r cos@,rsin )]
par une fonction de r = ||(z,y)||2 qui tendra vers 0 quand (z,y) tendra vers 0. Ceci est illustré dans
l’exemple suivant.

Ty

Exemple 7.1.1 (CCP 33) Etudier la limite en (0,0) de f : (z,y) — . On donnera deux

méthodes dont une utilisant les coordonnées polaires.

Proposition 7.1.2 (Limite & valeurs dans un espace produit) Soient (Ey, Ny), ..., (E,, N,) des espaces

vectoriels normés, a € A et f: A — Ey x ... X E, une application. On note pour tout x de A :
f(x) = (fi(z), ..., fy(x)) et L = ({4,...,¢0,). On a : lim f(x) = { si et seulement si :
r—a

vk € [Lpl, lim fi(z) = .

Démonstration : On reprend les notations de la proposition2.4.1.
Soit ¢ € R}. On a : N(f(z) — () < e & Vk € [1,p], Ni(fe(xz) — l;) < . Ainsi en revenant a la
définition de la limite, on a le résultat.

Définition 7.1.5 (Continuité) Lorsque a € A et f admet une limite en a, alors lim f(x) = f(a). Dans
r—a

ce cas, on dit que la fonction [ est continue en a.
La fonction f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

Remarque 7.1.3 (CCP 57) Pour f : R* — R, la définition de la continuité en (0,0) avec des
quantificateurs s’écrit :



Proposition 7.1.3 (Continuité en dimension finie) 5S¢ E et F' sont de dimension finie, alors la notion
de continuité ne dépend pas des normes choisies.
Démonstration : Cela provient de la proposition 7.1.1. T
—— si(w,y) # (0,0)
Exemple 7.1.2 1. (CCP33) La fonction f définie par : f(x,y) =< /a2 + y?
0 si (x,y) = (0,0)
est continue en (0,0), car “ yl)ig%o 0 f(z,y) = 0= f(0,0), grdace a l'exemple 7.1.1. Par ailleurs,

par opérations sur les limites (que ’on verra au paragraphe 7.3), f est continue sur R*\{(0,0)}.
Ainsi f est continue sur R? tout entier.

y4

2. (CCP 52) Soit f(z,y) = @iy ° @¥7 00
o si (z,y) = (0,0)

1
(a) Montrer que : ¥(x,y) € R?, 2> +y* —xy > 5(372 +97).

(b) Montrer que f est bien définie sur R?.
(¢) Etude de la continuité sur R? de f.

Y

3. Etude du prolongement par continuité en (0,0) par deux méthodes de : g : (z,y) — o
x Y

4. Idg est une application continue sur E pour tout e.v.n. E. En effet, soit a € E. Soit € > 0.
Soit x € E tel que ||z — al| <e. On a donc : ||[Idg(x) — Idg(a)|| = ||z — al| < e. On vient donc
de montrer que : Ve > 0,3n > 0,Vz € E, ||z —a| < n = ||Idg(x) — Idg(a)|| < e. Ainsi pour
tout a de E, on a : };l_lgldE(I) = Idg(a).



Proposition 7.1.4 (Continuité de ’exponentielle) e L’application exp est continue dans M, (K)
dans M, (K).

e L’application exp est continue dans L(E) dans L(E), avec E de dimension finie.

Démonstration : Attendre le chapitre suivant sur les séries de fonctions.

7.2 Caractérisation par les suites

Proposition 7.2.1 (Caractérisation séquentielle) (Démo CCP 35) Soita € A. Soit f : A — F. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f tend vers £ en a.

2. Pour toute suite (x,,) d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(xy)) converge vers £.

Démonstration :

Remarque 7.2.1 (IMPORTANTE) La caractérisation séquentielle est aussi valable si a = +oo ou
¢ = +o00 lorsque respectivement A C R ou F' = R.

Corollaire 7.2.1 (Caractérisation séquentielle de la continuité) (Démo CCP 35) Soita € A. L’ap-
plication f est continue en a si et seulement si pour toute suite (u,) de A, telle que lim w, = a, on

) n—-+00
@ tim f(u) = f(a).

Démonstration : Pour la démonstration CCP 35, adapter la preuve précédente avec ¢ = f(a).

Exemple 7.2.1 1. La proposition précédente peut servir a montrer qu’une fonction ne tend pas

vers une certaine valeur, voire n’admet pas de limite.

%y

P le, étudier la limit 0,0) de f: _—.
ar exemple, étudier la limite en (0,0) de f : (x,y) —y

2. (CCP 43) Nous avons vu dans la chapitre 3 que si (u,) est une suite définie par ug € R et :

Vn € N, u,y1 = Arctan (uy,), alors lim w, = 0. Déterminer toutes les fonctions h de C(R,R)
n—+oo

telles que : Yx € R, h(x) = h( Arctan (z)) (xx).



Remarque 7.2.2 ATTENTION, dans l’exemple précédent, avoir une limite par rapport a x et par

rapport a y séparément n'est pas suffisant. En effet les fonction x — f(z,0) et y — f(0,y) sont des

fonctions nulles. Nous avons donc liII(lJ f(z,0) = lin% f(0,y) =0, mais f n’a pas de limite en (0,0). La
T— y—

convergence doit avoir lieu pour tous les points « autour de (0,0) ».

Proposition 7.2.2 (Applications coincidant sur un ensemble dense) (Démo CCP 35) Soient
f:A— Fetg:A— F continues telle que : Vx € D, f(x) = g(x), avec D une partie dense de A.
Alors : f=g.

Démonstration :

7.3 Opérations sur les limites

Proposition 7.3.1 (Opérations algébriques) Soient f et g deux fonctions définies sur A a valeurs dans
F et h une fonction définie sur A a valeurs dans K et o dans K. Soit a € A. On suppose que f, g et
h admettent respectivement une limite £, ¢ et £ en a. Alors,

1. f+ ag admet une limite en a et : im(f(x) + ag(z)) =€+ al'.
T—a
2. hf admet une limite en a et : im(h(z)f(z)) = £"¢.
r—a

3. Si h ne s’annule pas sur une boule centrée en a, alors la fonction 7 admet une limite en a et

flz) ¢
im >~ = —.
a—a h(z) 0"
Ainsi si f,g et h sont continues en a (respectivement sur A), alors f + ag et hf sont continues en a
(respectivement sur A).

Démonstration : Montrons par exemple le premier point, les autres se traitent de la méme maniere.

Nous allons utiliser la caractérisation séquentielle de la limite. Soit (a,) une suite qui converge vers

a. Alors lim f(a,) = ¢ et lim g(a,) = ¢ Alors par opération sur les limites de suites, on a :
n—+00 n—+00

lirf (f(an)+ag(a,)) = €+ al'. Ceci étant valable pour toute suite (a,), la caractérisation séquentielle
n—-+0o0

nous permet d’affirmer que : lim(f(x) + ag(x)) = £+ of’.
T—a

Proposition 7.3.2 (Composition) Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés, A une partie de £
et B une partie de F telles que f(A) C B, g soit définies sur B et g(B) C G. Soit a € A tel que
lim f(z) = b. Alors,
Tr—a

e bc B.

o Siona: lin% g(x) = ¢, alors go f admet une limite en a et lim g(f(z)) = c.

T—r T—a

Ainsi si [ est continue en a et g est continue en b (respectivement sur A pour f et sur B pour g),
alors g o f est continue en a (respectivement sur A).



Démonstration : On utilise encore la caractérisation séquentielle. Soit (a,) une suite qui converge vers

a. Alors hI_P f(a,) = b. Ceci prouve déja que b est dans B, car (f(a,))nen est une suite d’eléments
n—-+0oo

de f(A) qui est inclus dans B.
Par ailleurs grace a la caractérisation séquentielle pour g appliquée a la suite (f(a,)) (qui converge

vers b), on a : lirJqu 9(f(a,)) = c. Ainsi pour toute suite (a,), on a : lir+n (9o f)(a,) = c et donc :
n—-+0o0 n—-+0o0

lim g(f(x)) = ¢, grace a la caractérisation séquentielle.
Tr—a

Remarque 7.3.1 On retrouve grace a la caractérisation séquentielle une foultitude de résultats plus ou
moins déja connus. Dans le désordre :
o Soient f,g,h définies sur D a valeurs dans R et a adhérent a A C D. Soit ¢ € R.
Si:Vre A, f(z)<g(z) <h(x)etsif eth admettent pour limite £ en a, alors g aussi.
e Soient f,g définies sur D a valeurs dans R et a adhérent a A C D.
Si:Vrxe A, f(x) <g(x) et sif apourlimite +00 en a, alors g également.
e Soient f,qg définies sur D a valeurs dans R et a adhérent a A C D.
Si:Vxe A, f(x) <g(x),sif apour limite { en a et g a pour limite ¢ en a, alors £ < {'.

7.4 Dimension finie : coordonnées

Proposition 7.4.1 (Composante & composante) Soit (ey,...,e,) une base de F.

p
Notons f = Z pie;, avec les p; des fonctions définies sur A a valeurs dans K.
i=1

1. Soit a € A. La fonction f admet une limite en a si et seulement si, pour tout i € [1,p], la

P
fonction ¢; admet une limite en a. Alors, lim f(z) = Z lim @;(x)e;.
r—a i—1 r—a

p

Autrement dit si on pose { = Z&ei, avec l; dans K, alors lim f = { si et seulement si pour
i=1

tout i de [1,p], on alimy; = ¥; ;

2. Soit a € A. La fonction [ est continue en a si et seulement si pour tout i dans [1,p], la fonction
p; est continue en a.

3. La fonction f est continue sur A si et seulement si pour tout i dans [1,p], la fonction p; est
continue sur A.

Démonstration : Utiliser la caractérisation séquentielle de la limite et la proposition 4.2.1.
Ty 3
12 + y2 ’ 72 + y2

Exemple 7.4.1 1. La fonction f: (z,y) — ( ) admet-elle une limite en (0,0) ¢

2. Comme Idgn : (x1,...,2,) — (21, ..., ;) est continue sur K", alors les applications coordonnées
(@1, ..., Tp) — x; sont des applications continues sur K" pour tout i de [1,n].

Définition 7.4.1 (Fonctions polynomiales) On dit que f : K" — K est polynomiale si elle est combi-
naison linéaire de fonctions de la forme (xq,...,x,) — x]flm?...:c,’fb”, avec ky, ..., k, dans N. Autrement
dit f est construite par combinaisons linéaires et produits des fonctions (x1,...,x,) — x; avec i dans
[1,n].
K3 — K
Exemple 7.4.2 f : { (I" Y, Z) s 2x7y2z + Z4 . 5.%‘22:8 _9 ou
det { M, (K) — K

H

(az‘,j)lgi,jgn

Proposition 7.4.2 (Fonctions polynomiales) Toute fonction polynomiale est continue sur K".



Démonstration : Une telle fonction est construite par combinaisons linéaires et produits des tonctions
(21, ..., T,) — x; avec i dans [1,n] qui sont continues (voir I'exemple 7.4.1).

Corollaire 7.4.1 (Continuité du déterminant) L application det : M, (K) — K est continue.

Démonstration : En identifiant M,,(K) avec K™, application déterminant est polynomiale.

GL,(K) — GL,(K)

M e M est continue.

Exemple 7.4.3 1. Montrer que ’application {

2. Soient A, B € M,,(K).
(a) Si A est inversible, montrer que AB et BA sont semblables, puis que xap = XBA-

(b) Montrer que la relation xap = Xpa est toujours vraie.

7.5 Image réciproque d’un ouvert ou d’un fermé par une application continue

Proposition 7.5.1 (Image réciproque d’un ouvert ou d’un fermé par une application continue) Soit £
et F' deux espaces vectoriels normés et f une application continue d’une partie A de E dans F. Alors :
1. Soit X un fermé de F, alors f~1(X) est un fermé relatif de A.

2. Soit U un ouvert de F, alors f~1(U) est un ouvert relatif de A.

Démonstration :

Remarque 7.5.1 Soit f une application continue de E dans R. Alors,
1. L’ensemble f~'(R:) = {x € E, f(x) > 0} est une partie
2. L'ensemble f'(Ry) ={x € E, f(x) > 0} est une partie
3. L’ensemble f~*({0}) = {z € E, f(z) = 0} est une partie
4. L’ensemble f ' (R*) = {x € E, f(x) # 0} est une partie



Exemple 7.5.1 1. Montrer que A = {(z,y) € R, |y — 1| < 1} est un ouvert de R* :

2. B={(r,y) € R* 2® =y + 4} est fermé dans R* :

3. GL,(K) est un ouvert de M,,(K).

4. A={(M, ..., \n) € C", Vi, 5 € [L,n], i # 7= N # N\;}. Montrer que A est un ouvert de C".

Remarque 7.5.2 La proposition précédente est trés utilisé en pratique pour montrer que des parties
sont ouvertes ou fermées.

7.6 Applications uniformément continues et lipschitziennes
7.6.1 Uniforme continuité

Définition 7.6.1 (Applications uniformément continues) Soient E et F deuz espaces vectoriels nor-
més. Une application f d’une partie A de E dans F est dite uniformément continue sur A lorsque :

¥e>0, 3a>0, Y@y €A |r—ylp<a = |f(2)-fWlr=<e

Proposition 7.6.1 (Uniforme continuité et continuité) Toute application uniformément continue est
continue.

Démonstration : Soit f : A — F uniformément continue. Soit a € A fixé. Soit ¢ € R%. L'uniforme
continuité nous donne un « dans R* tel que : V(z,y) € A%, |z —yllp <a = |f(z)— fy)|r <e.
Ainsi : Vx € A, ||z —allg <a = ||f(z) — f(a)||r < e. Cela prouve la continuité de f en a. Cela
étant valable pour tout a de A, on a la continuité de f sur A.

7.6.2 Application Lipschtzienne

Définition 7.6.2 (Fonctions lipschitziennes) Soit k € Ry. La fonction f est k-lipschitzienne sur une
partie A de E si

V(z,y) € A2, |[f(z) = f(W)lr < Kllz —yle.

Remarque 7.6.1 Pour montrer qu’une fonction de la variable réelle est lipschitzienne, on rappelle que
Uon peut utiliser les inégalités des accroissements finis (voir chapitre 5).

Exemple 7.6.1 Montrer que la norme est une fonction 1-lipschitzienne.

Proposition 7.6.2 (L’application distance) Soit A C E non vide, alors l'application x — d(x, A) est
1-lipschitzienne.



Démonstration :

Proposition 7.6.3 (Continuité et application lipschitzienne) Toute fonction lipschitzienne est unifor-
mément continue, donc continue.

Démonstration : Soit f : A — F que I'on suppose k-lipschitzienne. Soit € > 0. Soient z,y € E tel que
lx —y|| <e/k. On adonc : || f(z) — f(Y)|lr < kllz —y|llg < k X e/k =¢e. On vient donc de montrer
que : Ve >0,3n > 0,Vo,y € E, |[x—y| <n=|f(x)— f(y)|lr <e. Ainsi f est uniformément continue
sur A et donc continue sur A.

Remarque 7.6.2 La réciproque est fausse, une fonction continue n’est pas forcément lipschitzienne.
Soit f: x> 2® sur R. Si f était k-lipschitzienne, alors on aurait : Yo € R, |f(z) — f(0)| < k|lz — 0
et donc : Vo € RY, 2? < kx et donc : Vz € R, x < k. Ainsi RY serait majoré par k : impossible !

Exemple 7.6.2 1. (CCP 13) Retrouver le fait que S(0,1) soit un fermé de E.

2. Soient A et B deux parties fermées de E disjointes. Soit f : x — d(z, A) — d(x, B).
(a) Montrer que : Vo € A, f(x) <0 et :Vxe B, f(x)>0.
(b) En déduire qu’il existe deux ouverts disjoints U et V tels que AC U et BC V.

7.6.3 Continuité des applications linéaires

Proposition 7.6.4 (Caractérisation des applications linéaires continues) (Démo CCP 36)
Soient E et F' deuz espaces vectoriels normés et f une application linéaire de E dans F. Les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. P1 : f est continue sur E.
2. P2 : f est continue en Of.
3. P3:3KeR, Ve e E, ||[f(2)|r < Klz|g.

On note L.(E, F) l'ensemble des applications linéaires continues de E dans F'.

Démonstration :



Remarque 7.6.3 (IMPORTANTE) Une application linéaire f : E — F' est continue si et seulement si

{ Hf(_x)HF’ reFE\ {O}} est un ensemble majoré.

[galz

Corollaire 7.6.1 (Application linéaire lipschitzienne) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et
f une application linéaire continue de E dans F'. Alors f est lipschitzienne.

Démonstration : Soient z,y € E. Grace a la proposition précédente, on a :
AK e R+, Va,y € B, [[f(2) = fW)llr = If(z —y)llr < Kz —yle

1
Exemple 7.6.3 1. Soit E =C([0,1],R). Soit g € E et on considere v : f +— @(f) = / g(t)f(t)dt.
0
(a) (CCP 36 pour g =1) Etudier la continuité de ¢ pour les normes ||.||so et ||.-

1 1
(b) On considére U ={f € E, / f<0tetF={fek 2< / f < 4Y. Etudier le caractére
0 0
ouvert de U et le caractére fermé de F pour les normes ||.||o et ||.||2-
(¢) (CCP 1) Montrer que G ={f € E, f(0) =0} est fermé dans E pour la norme ||.||s-

2. (CCP 54) Soient E l’ensemble des suites réelles qui convergent vers 0, muni de la norme ||.| s

“+o0o
et Uapplication [ : (Up)peny — Z
n=0

U, ir )
o1 Montrer que f est définie et continue sur E.



7.6.4 Norme subordonnée d’une application linéaire continue

Définition 7.6.3 (Norme subordonnée) Soit f : E — F une application linéaire continue. On pose

If(@)llr
A= 1lfllop = sup = sup [[f(z)]r
vemioy I2le jals=t
Remarque 7.6.4 1. (IMPORTANTE), on a :Vx € E, || f(x)|lr < Ifll-llz] &
2. Grace a la remarque 7.6.3, cette définition a un sens.

3. On a bien les définitions suivantes équivalentes :

sup I/ )”F: sup ||f(2)|lFr = sup | f(x )lenf{keR+, Ve e B\ {0}/ I/ )||F§k}
N CH I (VR Jallp< ]
On a en effet pour la premiére égalité de la définition de ||f|| :

Soit A = {k‘ e R,/ Vz e E\ {0}, ||J|c|( H)”F < k:} Montrons que inf(A) = ||| f|l-

e inf(A) eziste, car

Montrons que ||f|| = sup ||f(z)|F.
. lzll <1

Proposition 7.6.5 (Norme subordonnée) L’ application f > ||f|| est une norme sur L.(E, F).

Démonstration :
P . _ LS ()|l
e Positivité : vient du fait que : Vo € E \ {0}, “lls > 0.
T\E
e Séparation : soit f € L.(E, F) tel que ||f]| = 0. Ainsi : Vo € £\ {0}, 0 < Hji( H)HF <0, puis :

Ve e E\{0}, ||[f(z)||r =0, puis : Vo € E\ {0}, f(z) =0. Comme f(0) =0, alors f = 0.
e Homogénéité : soit f € L(E,F)et A€ K. On a:
Af / /
Il = sup WN@Ie oy W@le ) gy, 1@e sy
cernviey  N2le sempoy - e cepnvgoy zlle



e Inégalité triangulaire : soient f,g € L.(E, F'). Pour x dans £ \ {0}. On a :

F+o@le _ 1@ | ot . |
I+ 9@l o W@le  No@le oy 4 g, Aimsi 11+ gl majore
EE EEMNEE
{H(erg)(iU)HF7 = E\{O}}, donc :
e ol
+g)x

17+ gl =sup { L 2NE 2 ¢ g < i+ o

Exemple 7.6.4 1. | Idg|| =
2. (a) (CCP 38) Soit E = C([0,1],R), muni de la norme ||.||1. Soit I’endomorphisme u : { ? : f(f) oy

avec : YV € [0,1], g(z) = / f(t)dt. Montrer que u est continue et calculer ||u| (on pourra
0

considérer f, : t — ne”™, pour n € N*).

E - R
(b) Soit E =R", avec n € N*. Soit (ay, ...,a,) € R"\{0}. Soit u : (1, n) Zaiﬂfi
i=1

Déterminer ||ul|| -
e (CCP 38) pour la norme ||.||2.



e pour la norme ||| -

Proposition 7.6.6 (Norme subordonnée et norme d’algébre) Soient G un espace vectoriel normé,
feLEF) et ge LF,G). Alors go f est continue et :

llg o Il < gl < A

On dit que |||.|| est une norme sous-multiplicative ou une norme d’algébre.

Démonstration :

7.6.5 Continuité des applications linéaires en dimension finie

Théoréme 7.6.1 (Applications linéaires) Soient E et F' deux espaces vectoriels avec E de dimension finie.
Toute application linéaire de E dans F est lipschitzienne et donc continue. Ainsi L(E, F) = L.(E, F).

Démonstration : Soit (eq, ..., e,) une base de E. Montrons d’abord que f est continue pour la norme
n

Il de E. Soit x = 5 x;e; dans E, avec xq, ..., x,, dans K. Nous avons donc :
=1

1f@)lle = | sz el < Z s (€)= Z il x [l f(es) L < MZW — M|, avec

M = max(|| f (el)|| Fyeoos ||f (en)H ). Comme en dlmensmn finie les normes sont équivalentes, il existe
K e R tel que : |||y g K||.||g, donc : Vz € E, ||f(2)||r < KM||z||g, donc f est continue.

Exemple 7.6.5 1. (CCP 38) Soit E = R", avec n € N*. Soit (ay,...,a,) € R™\ {0}. Alors

E —- R
n . . . .
Z est continue sur R"™ quelque soit la norme choisie, car R" est
(xl,...,xn) a;;
i=1
de dimension finie et toutes les normes sont equivalentes.



2. Sowtn € N. Sotent ag, ..., a, aes réels deux a deux aistincts. Montrer quil existe k > 0 tel que :

VP e R,[X],

3. Soit P € GL,(C).

(a) Sur M, (C), on définit f : M — PMP~*. Montrer que cette application est continue sur
M., (C).

(b) Si on note D l'ensemble des matrices complezes diagonalisables de M.,,(C), montrer que D

est dense dans M, (C) .

4. (CCP 40) Soit A une algébre de dimension finie admettant e pour élément unité et munie
d’une norme ||.||. On suppose que : Yu,v € A, ||u.v|| < [Jul].||v].

On suppose que : ||u]| < 1. Démontrer que (e — u) est inversible et (e — ) Zu



Corollaire 7.6.2 (Similitude, spectre et exponentielle)

1. VA € M,(K),VP € GL,(K), Pexp(A)P' = exp(PAP™).
2. Pour A € M,(C), on a : Sp(exp(A)) = {e*, X\ € Sp(A)}.

Démonstration :
N 4k

1. Soient A € M, (K) et P € GL,(K). Soit N € N. On pose Sy = PR On a:
k=0

N N

PAkp-1 PAP-1)k
PSyP' =) ——=)" PAPT) pinsi Jim PSyP~! = exp(PAP™Y). Par ailleurs,

k! k!
k=0 k=0

I'application M +— PM P! est continue sur M, (K) (voir I'exemple précédent), donc :

. -1 _ -1 . .
N1—1>I—I|—100 PSP~ = Pexp(A)P™", car Nl_lg_loo Sy = exp(A).

Remarque 7.6.5 ATTENTION, en dimension infinie, toute application linéaire n’est pas forcément

continue.

(CCP 38) Imaginer un espace vectoriel normé et une application linéaire non continue sur celui-ci.

Imaginer une norme pour laquelle D soit continue.



Définition 7.6.4 (Norme subordonnée pour les matrices) On munit M,,1(K) d’une norme ||.||. Soit
A e M, (K) et on pose :

il = 4y = sup { LE X € a0 (01}

Remarque 7.6.6 1. Ceci est bien défini, car Uapplication X — AX est un endomorphisme de
M, 1(K) qui est de dimension finie, donc cette application est continue.

2. Comme dans la remarque 7.6.4, on montre que :

AX
Al = sup AX] = swp AX] = int {k € B, VX € M)\ {0}/ Ll <.

Proposition 7.6.7 (Propriétés des normes subordonnées matricielles) 1. A ||A]| est une norme
sur M, (K).
2. VA, B € My (K), [[AB[| < [[A[[ > [IBII-

Démonstration : On pose f : X — AX et donc ||f|| = [||A]|]. Ainsi les propriétés sur les normes
subordonnées matricielles découlent de celles des normes subordonnées pour les applications linéaires.

Exemple 7.6.6 1. Soit A € M, (R), avec n > 2. On rappelle que ||Alls = \/tr(ATA). Est-ce que

cette norme peut étre vue comme une norme subordonnée ¢

2. Soit A € M,,(K). On suppose que (|| A"||)nen est bornée. Montrer que pour tout X dans Sp(A),
on a |\ < 1.

7.6.6 Applications multilinéaires et continuité

Définition 7.6.5 (Application multilinéaire) Soient p € N* et E, ..., E,, F' des espaces vectoriels. On
dit qu’une application f définie sur Ey X ... X E, a valeur dans F' est p-linéaire si pour tout i de [1,p],
lorsque l'on fize les vecteurs w1, ...,x, de Ey, ..., E, sauf x;, alors x; — f(z1,..., 2, ...,x,) est linéaire.

Exemple 7.6.7 1. Soit E un espace préhilbertien, lapplication (z,y) — (x|y) est bilinéaire.
2. Sur M, (K), Uapplication (A, B) — AB est bilinéaire.



Proposition 7.6.8 (Continuité des applications multilinéaires) Soientp € N* et (Eq, ||.||1), - (Ep, ||-]lp)s
(F,||-llr) des espaces vectoriels normés et f : By X ... x E, — F une application p-linéaire. Alors les
proposition suivantes sont équivalentes :

1. Il existe K dans R tel que :V(x1,...,xp) € By X ... X Ep, || f(@1, ..., xp)||r < K211 X ... X |2 ],

2. f est continue sur By x ... X E,,.

Démonstration : Admis. Montrons seulement que 1. implique 2., pour p = 2. Le résultat pour tout p
se montrant ensuite par récurrence.

Proposition 7.6.9 (Continuité des applications multilinéaires en dimension finie) (Démo CCP 58,
cas p = 2) On reprend les mémes notations que la proposition précédente. Si Ey, ..., E, sont de di-
mension finie, alors f est continue.

Démonstration :

On se place dans le cas p = 2 (pour CCP 58, prendre £y} = Ey = F et F' = R). Soit (ey, ..., €,) une
base de E; et (fi, ..., fm) une base de Es. Traitons d’abord le cas ol les normes choisies sur F; et Fj
sont les normes infinies.

On a donc : V(z,y) € E1 X Ey, ||f(z,y)] < K||z]|c||y|lo. Mais en dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes, donc il existe «, 8 dans R tels que ||.|l < o] |1 et ||.]|s0 < B2

Ainsi : V(z,y) € Ey x By, [|[f(z,y)|lr < KaB|z|/yll2-

La proposition précédente permet de conclure pour la continuité pour tout norme. On peut adapter
cette démonstration au cas général, 'idée est la méme, mais les notations sont plus lourdes.

Corollaire 7.6.3 (Continuité du produit matriciel/composition) 1. L’application
M p(K) X Mpo(K) — M, 4(K) : : :
{ (4, B) s AB est continue quelque soit le choix des normes.

2. Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés de dimension finie. L’application

{ LB, F)x L(F,G) — L(E,G) est continue.

(f.9) = gof

Démonstration : Ce sont deux applications bilinéaires, dont les espaces de départ sont de dimension
finie.



Exemple 7.6.8 1. Soit £ un espace euclidien. Montrer que l'application (x,y) — (z|y) est continue
sur B? et que (x,y) — ||z|| et (x,y) — ||y|| le sont aussi. En déduire que
U= {(x,y) € E* x ety soient libres} est un ouvert de E*.

2. Soit A € M, (C). On suppose que lim A" = B. Montrer que B est un projecteur.
n—

+oo

8 Parties compactes

Dans ce paragraphe, FE désigne un K-espace vectoriel normé.

8.1 Définition d’une partie compacte

Définition 8.1.1 (Partie compacte) (CCP 13)

Une partie A de E est dite compacte lorsque de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une
sous-suite qui converge vers un élément de A, c’est-a-dire pour toute suite (x,) de A, il existe une
application ¢ : N = N strictement croissante telle que (x,(n)) converge vers £ dans A. Autrement dit,
toute suite de A admet une valeur d’adhérence dans A.

Exemple 8.1.1 1. Tout singleton est compact. Plus généralement toute partie finie est compacte.
En effet, soit (un)nen une suite d’un ensemble {xy,...,x,}. Or N est infini, alors l'un des x; est
atteint une infinité de fois par (u,), ce qui donne une suite extraite qui converge vers ce x;.

n

3. (CCP 13) Soit P € R[X]. Si P = Zaka, on pose || Pl = Z lax| et on admet que ||.||; est

k=0 k=0
une norme sur R[X].

(a) Calculer | X™ — X™||1, pour m et n deuz entiers naturels distincts.
(b) S(0,1) est-elle une partie compacte de E ¢



4. Soient A une partie compacte de E et B une partie fermée de E. On pose
A+ B={a+b, a€ Abe B}. Montrer que A+ B est une partie fermée de E.

Proposition 8.1.1 (CNS de convergence d’une suite d’éléments d’un compact) Une suite d’éléments
d’une partie compacte est convergente si et seulement si elle admet une seule valeur d’adhérence.

Démonstration :

1. Soit (x,), une suite convergente vers x dans un compact A. Alors toutes les suites extraites de
()n convergent vers x, donc (z,), n’admet qu'une seule valeur d’adhérence.

2. Soit (x,), une suite d’'un compact A, n’admettant qu'une seule valeur d’adhérence z. Démon-
trons par 'absurde que (z,,), converge vers z.
Supposons que (z,), ne converge pas vers z, donc nions la définition de la limite : il existe alors
e > 0 tel que pour tout n, il existe n’ > n pour lequel ||z, — z| > . Ceci nous permet de
construire de proche en proche une sous-suite (Ty(,)), vérifiant ||z, — x| > € pour tout n
(pour n = 0, on trouve un n' = ¢(0) > 0 tel que : ||z, — z|| > €, puis pour n = ¢(0) + 1,
on trouve un n’ = (1) > n tel que : ||z,q) — || > €, puis pour n = ¢(1) + 1, on trouve un
n' = ¢(2) > n tel que : ||zy0) — || > ¢,...). Par compacité de A, on extrait de cette sous-suite
une sous-sous-suite (Ty(,(n)))n qui converge. Mais par hypothese elle ne peut converger que vers
x, ce qui donnerait par passage a la limite ||z — z|| > ¢ > 0 : absurde.
Finalement la suite (x,), converge bien vers son unique valeur d’adhérence .

Proposition 8.1.2 (Compact implique fermé/borné) (Démo CCP 13) Soit A une partie compacte
de E. Alors A est fermée et bornée dans E.

Démonstration :

Remarque 8.1.1 (CCP 13) S(0,1) dans R[X]| muni de la norme ||.||1 est partie fermée et bornée
sans étre compacte. Ainsi la réciproque de la proposition est fausse.

Proposition 8.1.3 (Fermé d’un compact) Toute partie fermée F d’une partie compacte A est com-
pacte.



Démonstration : Soit F' une partie fermée d'un compact A. Considérons une suite (x,), d’¢léments
de F. Elle est donc constituée d’éléments du compact A, donc elle admet une sous-suite (Ty(n))n
(d’éléments de F') convergente de limite x. Or F' est une partie fermée, donc la limite = est dans F.
Ainsi de toute suite d’éléments de F' on peut extraire une sous-suite qui converge dans F' : ainsi I est
bien compacte.

Proposition 8.1.4 (Produit fini de compacts) Soient £, ..., E, des espaces vectoriels normés et Ay, ..., A
des parties compactes de Ey, ..., E,. Alors A; x ... X A, est une partie compacte de Ey X ... X E,.

14

Démonstration : Raisonnons pour p = 2.

Par récurrence, on peut généraliser ce résultat a un produit A; x --- x A, de compacts.

Exemple 8.1.2 Soit A ={(A\,..., \n) € (Ry)"/ Z Ai = 1}. Montrer que A est un compact de R™.

i=1

8.2 Applications continues sur une partie compacte

Proposition 8.2.1 (Image continue d’un compact) Soit E et F' deuz espaces vectoriels normés et f
une application d’une partie compacte A de E dans F. Si f est continue alors f(A) est une partie
compacte de F.

En d’autres termes l'image continue d’un compact est un compact.

Démonstration : Soit une suite (y,), d’éléments de f(A). Pour chaque n € N, il existe z,, € A tel que
f(xn) = yn. Comme A est compact, de la suite (x,), on peut extraire une suite (x,(,)) qui converge
vers un élément ¢ de A. L’application f étant continue, la suite ( f (x‘p(n))) converge vers f({), qui
appartient a f(A), c’est-a-dire que la suite (y,(n)), extraite de (y,),, converge dans f(A) : ainsi f(A)
est compact.

Exemple 8.2.1 Soient E un R-espace Uectomel normé et x1,...,x, € E. Montrer que

C= {Z)\ x;/Vi € [1,n], \; e R, et Z/\ = 1} est une partie compacte de E.

=1 =1



Théoréme 8.2.1 (Théoréme des bornes atteintes) Soit A une partie compacte non vide de E d’un
espace vectoriel normé et f : A — R une fonction continue. Alors, f est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration : Si A est un compact de F et f une application continue sur A alors f(A) est un
compact de R, c’est-a-dire une partie fermée et bornée de R. Comme elle est fermée, elle contient sa
borne inférieure et sa borne supérieure (en effet inf(f(A)) et sup(f(A)) sont dans f(A) = f(A)).

Remarque 8.2.1 Vous avez déja vu ce théoréme en sup avec une fonction continue réelle définie sur
un segment |a, b|.

Exemple 8.2.2 1. Soient f et g deux fonctions réelles continues sur [a;b]. On suppose que l'on a :
[ > g. Montrer alors qu’il existe m € RY tel que U'on ait : Vo € [a;b], f(x) > g(x) + m.

2. Soient A partie compacte de E et v € E. Montrer qu’il existe xy € A tel que : ||z —xo|| = d(x, A).

Théoréme 8.2.2 (Heine) Soit E et F' deux espaces vectoriels normés. Toute application continue sur
un compact A de E et a valeurs dans F est uniformément continue sur A.

Démonstration : Soit f une application continue sur le compact A. Supposons f non uniformément
continue : il existe & > 0 tel que pour tout a > 0, il existe (z,y) € A tels que ||z — y|| < a et

1f (@) = f()ll > e

En particulier pour @ = — il existe deux suites (z,), et (y,), d’éléments de A telles que pour tout
n
n € N*: )
lzn =yl = = et [fza) = fln)ll > e

Comme A est compact, il existe une suite (z,(m))n extraite de (z,), qui converge vers un élément

1
¢ de A. Comme ||Zym)y — Ypm)l| < —— < —, la suite (Yym))n converge aussi vers ¢. L’application
n

p(n)
f étant continue, les deux suites (f(zpm))), et (f(ypm))), convergent toutes deux vers f(f), ce qui
contredit I'inégalité || f(2,m)) — f(Ypm))|| > €, car en passant a la limite, on trouve 0 > e. Donc f est

uniformément continue sur A.

8.3 Parties compactes d’un espace vectoriel de dimension finie

Théoréme 8.3.1 (Caractérisation des compacts en dimension finie) Les parties compactes d’un espace
vectoriel normé E de dimension finie sont ses parties fermées bornées.

Démonstration : On a déja vu que’une partie compact d’un espace vectoriel normé est toujours fermée
et bornée.

Réciproquement soit A une partie fermée et bornée de E. Soient (x,,) une suite de A et B = (ey, ..., €p)
une base de E. Comme en dimension finie la convergence d’une suite ne dépend pas de la norme choisie,



p

on considere la norme ||.||» définie par || E Ai€illoo = max |\il, avec Ay, ..., A, € K.
<i<p
i=1

P
Soit n € N et on décompose x,, dans la base B : x,, = ngf)ei. Comme la suite (x,) est bornée, car
i=1

A est une partie bornée (le caractere borné ne dépendant pas de la norme en dimension ﬁnie), alors il

existe M € Ry tel que : Vn € N, ||z, [oc < M. Cela signifie que : Vi € [1,p],Vn € N, |29] < M. Il en

résulte que la suite (M, ..., 2P))en est a valeurs dans [—M, M]P (si K = R) ou (D(0, M))? (si K = C,

avec D(0,M) = {z € C, |z| < M}) qui sont des compacts en tant que produit d’espaces compacts.

Ainsi on peut extraire une suite (xg(ol()n), ...,xgj()n))neN qui converge vers ({1,...,¢,) et donc (Zy(m))nen
P p

converge vers Z l;e;. Ainsi par caractérisation séquentielle de I’adhérence, Z l;e; est dans A et donc
i=1 i=1

dans A, car A est fermée. Ainsi de toute suite de A, on peut extraire une suite qui converge dans A,

donc A est compacte.

Exemple 8.3.1 1. Dans R"™ ou C" et dans tout espace vectoriel normé de dimension finie, toute
boule fermée B(a, R), avec R > 0 est une partie compacte en tant que fermé borné d’un espace
vectoriel de dimension finie.

2. Est-ce que les parties suivantes sont compactes dans R* : A = {(z,y) € R?, 2 +y* = 1} et
B={(r,y) eR* 2* +y’=1}7?

3. On munit M,,1(K) d’une norme ||.||. Soit A € M, (K). Montrer qu’il existe Xo € M,,1(K) tel
que [|Afl = (| AXo]l-

61.2+y2
2(x?2 4+ y2) + 2 + cos(2? + y?)
(a) Montrer qu’il existe R > 0 tel que : ¥(x,y) € R*\ B(0, R), f(z,y) > £(0,0) + 1.

(b) Montrer que f admet un minimum global.

4. Soit f la fonction définie sur R? par : f: (x,y)



5. On munit M, (R) d’une norme ||.||. Montrer qu’il existe b dans Ry tels que :
VX € Mu(R). |det(X)] < b X"

Corollaire 8.3.1 (Suites bornées en dimension finie) On suppose E de dimension finie. Toute suite
(un) bornée, admet au moins une sous-suite convergente (c’est-a-dire admet au moins une valeur

d’adhérence).

Démonstration : Reprendre la deuxieéme partie de la preuve du théoreme précédente (lorsque que 'on
a montré que l'on pouvait extraite une suite de (x,) qui converge).

Corollaire 8.3.2 (Suites bornées et valeur d’adhérence en dimension finie) On suppose E de dimension
finie. Une suite (u,) bornée converge si et seulement si elle a une unique valeur d’adhérence.

Démonstration : Si la suite converge alors elle a une et une seule valeur d’adhérence : sa limite.
Supposons maintenant que la suite (u,), est bornée et admet une unique valeur d’adhérence. Etant
bornée, il existe R > 0 tel que la suite (u,), reste dans la boule fermée B(0, R). Cette boule est
compacte grace a ’exemple précédent. La suite (u,), admet ainsi une limite d’apres la proposition
8.1.1.

Proposition 8.3.1 (Sous-espace de dimension finie implique fermé) Soit F' un sous-espace vectoriel
de dimension finie E (qui n’est pas nécessairement de dimension finie). Alors F' est fermé dans E.

Démonstration : Soit (u,) une suite convergente a valeurs dans F'. Notons ¢ sa limite. Comme la suite
(u,) converge, elle est bornée. C’est ainsi une suite bornée de F' qui est de dimension finie, donc on
peut extraire une suite (Up(n)), qui converge vers une limite ¢’ dans F'. Mais comme (u,,) converge vers
¢, alors ¢ = ' et donc ¢ est dans F. Ainsi F' est fermée par caractérisation séquentielle des fermés.

Exemple 8.3.2 Soit A € M,,(K). Montrer qu’il existe P € K[X] tel que : exp(A) = P(A).

9 Parties connexes par arcs

Dans ce paragraphe, F désigne un K-espace vectoriel normé et A une partie de E.



9.1 Parties connexes par arcs

Définition 9.1.1 (Chemin) On appelle chemin de A toute application continue v : [0,1] — A, et arc
Uensemble des points de A atteints : ([0, 1]). Les points v(0) et y(1) sont appelés extrémités de l’arc.

Exemple 9.1.1 Soient C' une partie convexe et x,y € C. Le chemin v : t — (1 —t)x +ty est un chemin
continue de C' reliant x et y. Ce chemin est bien continu par opérations.

Proposition 9.1.1 (Une relation d’équivalence) On définit une relation d’équivalence R sur A en po-
sant : aRb si et seulement s’il existe un chemin continu de A allant de a vers b.

Démonstration :

0,1 — A
t —

dans A. Ceci permet d’affirmer que aRa et donc que R est réflexive.

1. Soit a dans A. Alors le chemin continu 7 : va bien de a vers a tout en restant

2. Soit a et b dans A tels que aRb. 1l existe alors un chemin continu v : [0,1] — A de a vers
0,1 — A

t = (11—
prouve que bRa et la symétrie de R.

b. Alors le chemin continu ¢ : va de b vers a en restant dans A, ce qui

3. Soit a, b et ¢ dans A tels que aRb et bRc. 1l existe deux chemins continus 7 : [0,1] — A et
V2l [07 1} — A avec 71(O> = a, 71(1) = ba 72(0) = b7 ’}/2(1> =c
Jp L B 1(2t) si tel0,1/2],
On définit alors un chemin ¢ : [0,1] — A en posant §(t) = { @t —1) si te /2.1,
chemin est continu puisque §(1/2) = y1(1) = 12(0) = b et relie a a c. Ainsi la relation R est
transitive.

Ce

Définition 9.1.2 (Connexité par arcs) 1. Les classes d’équivalence de cette relation d’équivalence
sont appelées les composantes connexes par arcs de A.

2. Une partie A de E est dite connexe par arcs lorsqu’elle n’admet qu’une seule composante connexe
par arcs. En d’autres termes : pour tous points a et b de A, il existe un arc d’extrémités a et b
inclus dans A.

Remarque 9.1.1 La réunion de toutes les classes d’équivalence permet de dire que A la réunion de ses
composantes connezes et de plus celles-ci sont deux a deux disjointes.

Exemple 9.1.2 1. L’ensemble C* est une partie de C connexe par arcs.

2. L’ensemble R* admet deux composantes connexes par arcs, ¢ savoir R* et R* .
) +

Définition 9.1.3 (Partie étoilée) Une partiec A de E est dite étoilé lorsqu’il existe un point a de A tel
que pour tout x de A, le segment [a, x| est inclus dans A.



Exemple 9.1.3 1. L’espace privé dune aemi-aroite est €toulé.

2. Un convexe C est une partie étoilée. En effet soit xo € C' fixé. Pour tout x de C, le segment
[zo, x] reste dans C'.

Proposition 9.1.2 (Connexité et parties convexes/étoilées) 1. Une partie étoilée par rapport a un
de ses points est connexe par arcs.

2. Une partie conveze est connexre par arcs.

Démonstration :

1. Soit a de A tel que pour tout = de A, le segment [a, z] soit inclus dans A. Soient z,y € A. Soit
v ot = (1 —t)x + ta est un chemin de A continue (voir exemple 9.1.1) qui relie x & a, car
[z, a] est inclus dans A. De méme il existe un chemin reliant a a y. Par transitivité, il existe un
chemin reliant x et y.

2. Grace a I'exemple précédent, une partie convexe est étoilé, d’ou le resultat.

Exemple 9.1.4 D, [’ensemble des matrices de M, (R) diagonalisables a valeurs propres strictement
positives. Montrer que DS est étoilé grace a I,, . Qu’en déduire sur D ¢

Proposition 9.1.3 (Parties connexes par arcs de R) Les parties connexes par arcs de R sont

Démonstration : Nous avons vu dans le chapitre 5, qu'un intervalle de R est convexe, donc il est
connexe par arcs.

Réciproquement, soit I une partie de R connexe par arcs. Soient x,y deux points de I. Il existe

v :[0,1] — I continue telle que (0) = x et v(1) = y. Ainsi grace au théoreme des valeurs intermé-
diaires, tous les éléments entre x et y sont atteints par 7, donc dans I. Ainsi [z, y] est inclus dans I si
x < yet [y, x] est inclus dans I si y < z. Ainsi I est un intervalle par la définition des intervalles de R.

9.2 Image continue d’une partie connexe par arcs

Proposition 9.2.1 (Image continue d’une partie connexe par arcs) Soit E et F' deux espaces vecto-
riels normés et f une application continue d’une partie A de E dans F'. On suppose que A est connexe
par arcs.

Alors f(A) est connezxe par arcs dans F.

Démonstration :



Exemple 9.2.1 1. Soit n € N*. Est-ce que GL,(R) est connexe par arcs ¢

2. Montrer qu’il n’existe pas de bijections continues de C dans R.

Corollaire 9.2.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit E un espace vectoriel normé et f une
application continue d’une partie connexe par arcs A de E dans R. Alors f(A) est un intervalle de R.
En d’autres termes si f atteint sur une partie connexe par arcs deux valeurs réelles ¢ et d alors elle
atteint sur cette partie toute valeur intermédiaire entre c et d.

Démonstration : f étant continue et A connexe par arcs, alors f(A) est une partie connexe par arcs
de R qui est donc un intervalle.

Remarque 9.2.1 1. Ce résultat généralise le théoréme des valeurs intermédiaires vu en premiere
année pour les fonctions continues sur un intervalle de R.

2. On retrouve aussi que l'image d’un segment de R par une fonction continue est un segment de
R, car un segment est un compact connexe par arcs, donc ['image d’un segment est un compact
connexe par arcs de R, qui est un intervalle fermé borné.

Exemple 9.2.2 Soient I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction dérivable. On pose
A={(z,y) eI xI, x <y}.

1. Montrer que A est une partie connexe par arcs de RZ.

fly) = f(x) 7

2. Pour tout (z,y) de A, on pose g(x,y) = . Montrer que : g(A) C f'(I) C g(A).
y—

3. En déduire que f'(I) est un intervalle.



