Chapitre 8 : Suites et séries de fonctions I
MP Chaptal

Dans tout ce chapitre, F désigne un K-espace vectoriel normé, avec K = R ou K = C et A est une
partie non vide de E. (f,)nen et f désignent des fonctions définies sur A a valeurs dans K.
I désignera un intervalle de R.

1 Suites de fonctions

1.1 Modes de convergence d’une suite de fonctions
1.1.1 Convergence simple d’une suite de fonctions

Définition 1.1.1 (Convergence simple) On dit que la suite de fonctions (fy)nen converge simplement
vers f si

Vee A, lim f,(z) = f(z).

n—-4o00

On dit alors que la fonction f est la limite simple de la suite de fonctions (f,)nen-

0;1] — R

Exemple 1.1.1 1. Soit n € N et on pose f, : { - Lo Quelle est la limite simple de la

suite (fn)nen ¢ Faire un dessin.

R — R
2. Soit n € N* et on pose f, : { N <1+ z)” . Quelle est la limite simple de la suite
n
(fn)nGN* ?
1,400 — R
3. Soit n € N* et on pose f, : 1. Quelle est la limite simple de la suite
T > pyEm:
(fn)neN* ¢

ndr s x| <1/n

Vr si |z >1/n ontrer que (f,) converge simplement

4. Soitn € N* et on pose f,(z) = {

sur R.



5. Soit (fn)nen une suite de fonctions qui converge simplement vers f sur un intervalle I telle que
chaque fonction f, soit croissante. Alors f est croissante.

De méme si toutes les fonctions f,, sont positives (respectivement T-périodiques, convezes,...),
alors f est positive (respectivement T-périodique, convezes,...). Comme dans l'ezemple précé-
dent, on revient a la définition de ces notions et on passe a la limite.

Remarque 1.1.1 1. Si (f,) est une suite de fonctions continues sur un intervalle I qui converge
vers f. Que peut-on dire de la continuité de f sur I ¢

2. Si(f,) est une suite de fonctions intégrables sur un intervalle I qui converge vers f. Que peut-on
dire de lintégrabilité de f sur I ?

Pour que la continuité et I'intégrabilité soient conservées, nous avons besoin de modes de convergence
plus forts, ce que nous allons exposer dans les paragraphes suivants.
1.1.2 Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Rappelons d’abord un résulat que nous avons vu au chapitre précédent.

Proposition 1.1.1 (Norme uniforme) Soit B(A,K) l'ensemble des fonctions bornées sur A. Pour tout
f de B(A,K), on pose
1 flloe = sup [ f(2)].
€A

Alors ||.|| est une norme sur B(A,K).

Définition 1.1.2 (Convergence uniforme) 1. (Enoncé CCP 9) On dit que la suite de fonction
(fu)nen converge uniformément vers f si :

Ve e R, INeN,Vne N, n> N = (Vx € A, |fu(z) — f(z)| < e).

2. On peut reformuler cette définition de fagon plus pratique. La suite de fonction (f,)nen converge
uniformément vers f si : a partir d'un certain rang, les fonctions f, — f sont bornées et :

nl—1>r—ir-loo |fo = flloo = 0.

Remarque 1.1.2 1. Dans la pratique, on utilise plutot la deuziéme définition.

2. Si (fn) converge uniformément vers f, alors lorsque n est grand, la fonction f, est donc une
approzimation de f a € prés en tout point : ¥n > N.Vz € A, |f(z) — fu(z)| < €.

Proposition 1.1.2 (La convergence uniforme implique la convergence simple) Si (f,) converge uni-
formément vers f, alors (f,) converge simplement vers f.

Démonstration :



Remarque 1.1.3 1. IMPORTANTE : en pratique pour montrer que (f,) converge uniformément,
d’abord on cherche ['éventuelle limite f a ['aide de la convergence simple, puis on essaye de
trouver une suite (au,)nen qui converge vers 0 telle que : Vx € A, |f(z) — fu(x)] < . Il est
trés important de vérifier que o, ne dépend que de n et plus de x.

En effet dans ce cas pour n fizé, {|f(x) — fu(z)|, x € A} est un ensemble majoré par o,. Or
la borne supérieure est le plus petit des majorants, donc : sup{|f(z) — fu(x)|, x € A} < o, et
done || f — fulloo < au. Ainsi, quand on fait tendre n vers +o0, on retrouve bien le fait que :

i i~ flle = 0.

2. Pour n fizé, pour trouver la majoration par o, du point précédent, on peut soit majorer pour
chaque x d la main la quantité | f(x) — fu(z)|, soit effectuer une étude de la fonction
x> f(x) — fu(x) pour trouver ses variations et ensuite majorer |f — f,| sur A.

Exemple 1.1.2 Etude de la convergence uniforme des suites de fonctions (f,) définies par
0,1 — R

1. P 1 n z -
(CCP 10) f, o <$2+1)ne + ze
n+x

Remarque 1.1.4 (CCP 11) Pour montrer qu’une suite (f,) ne converge pas uniformément vers une
fonction f, il suffit de montrer que || f — fulloo ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo.
I suffit de trouver une suite (x,,) telle que (f(zn) — fu(2n))nen ne converge pas vers 0.



2 2
Exemple 1.1.3 (CCP 9) On pose f,(z) = - 1 16_"33 cos(v/nx), pour n € N.
n

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fy).

2. A-t-on convergence uniforme sur R, ¢

Remarque 1.1.5 1. La convergence uniforme est donc plus forte que la convergence simple. Il
faudra donc toujours préciser le mode de convergence pour une suite de fonctions.

2. ATTENTION la convergence simple nimplique pas la convergence uniforme, comme le montre
[’exemple précédent.

1.1.3 Approximation uniforme

Dans ce paragraphe nous notons CM (|a, b], K) I’ensemble des fonctions continues par morceaux définies
sur [a,b] a valeurs dans K.
On rappelle la définition suivante :

Définition 1.1.3 (Fonction en escalier) On dit que f est en escalier s’il existe une suite finie stricte-
ment croissante 0 = (¥;)icfon] - @ = To < T1 < -+ < X, = b, telle que f soit constante sur chaque
intervalle ouvert |x;, x;11| (les valeurs prises par f aux points x; n’ont pas d’importance).

Une telle suite est appelée subdivision de [a,b] adaptée a la fonction en escalier f.

On note E(Ja, b],K) l'ensemble des fonctions en escalier définies sur [a,b] a valeurs dans K.

Théoréme 1.1.1 (£([a,b] ,K) est dense dans CM([a,b| ,K)) Toute fonction continue par morceauz
sur [a,b] est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier sur [a,b].

Démonstration : Commencons par montrer que £([a,b], K) est dense dans C([a, b], K).
Soit f € C([a, b],R). Le segment [a, b] étant compact, f est uniformément continue sur [a, b] : pour tout
e > 0, il existe a > 0 tel que pour tout (x,y) € [a,b]?, I'inégalité |z —y| < o implique |f(z)— f(y)| < e.



Prenons une subdivision o = (;)ic[o,n) de |a,b] telle que pour tout ¢ € [0,n — 1, |z;41 — x| = a et
€ [[0 n— ]-H Vo € [xza'rz—l-l[? QD(Z') = f(mz)a

Vi
définissons la fonction en escalier ¢ par :
p(b) = f(b).
Ainsi quel que soit x € [a,b], on a : |p(z) — f(:c)| < g, cest-a-dire : || — flleo < €.
En particulier, pour tout n € N* avec ¢ = 1/n, il existe une fonction en escalier ¢, telle que

llon — flloo < —. Alinsi la suite (g,) converge uniformément vers f, car lim |@, — f|loc =0
n n——+0oo

Soit f € C([a,b],R). Soit o = (2;)ico,n] une subdivision de [a,b] adaptée a la fonction f. Soit ¢ > 0.
Pour tout i € [0,n — 1], la restriction de f & |z;, x;41] est prolongeable par continuité sur [x;, x;11]. On
appelle f; cette fonction prolongée. Il existe donc une fonction en escalier ¢; telle que :

Vo € [z, 2], |fi(z) — @i(z)] < € et done : Vo €]x;, x|, |f(x) — @i(x)] < e. Définissons la fonction
Vie[0,n—1], Vz€lr,zin], o) =pi(x),

Vi€ [0,n], @(x;) = f(x:)

Ainsi quel que soit x € [a,b], |p(z) — f(x)] < ¢, cest-a-dire : [|[¢ — fllo < €.

en escalier ¢ sur [a, b] par :

1
En particulier, pour tout n € N*, il existe une fonction en escalier ¢, telle que ||¢, — flleo < — : la
n

suite (y,) converge uniformément vers f.

Théoréme 1.1.2 (Weierstrass) (Enoncé CCP 48) Toule fonction continue sur [a, b], d valeurs réelles
ou complexes, est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales sur |a, b].

Démonstration : Admis, mais sera vue en probabilité au chapitre 11.

Exemple 1.1.4 1. (CCP 48) Soit f :[0,1] — R une fonction continue telle que :
1
Vk € N, / 2* f(x)dx = 0 et (P,) une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformé-

0
ment vers f sur [0, 1].

(a) Montrer que (P,f) converge uniformément vers f* sur [0, 1].

1 1
(b) Montrer que lim / Pnf:/ 12
n—+oo [ 0

1
(c) C’alculer/ P.f.

0
(d) Montrer que f est la fonction nulle.



2. Soit (P,) une suite de polynomes. On suppose que (P,) converge uniformément vers sin sur R.
(a) Montrer qu’il existe N € N tel que : Vn > N,Vz € R, |P,(x)| < 2.
(b) Que dire du polynome P,, avecn > N ?

(¢c) En déduire une contradiction.

Remarque 1.1.6 Le dernier exemple montre que le théoreme d’approrimation de Weierstrass n’est
valide que sur un segment.

1.2 Continuité et double limite pour la convergence uniforme

Proposition 1.2.1 (Convergence uniforme et continuité) (Démo CCP 12) On suppose que (f,) converge
uniformément vers f sur A.

e Si pour tout n de N, la fonction f, est continue en a (avec a € A), alors f est continue en a.

e Si pour tout n de N, la fonction f, est continue sur A, alors f est continue sur A.

Démonstration : 11 suffit de montrer la continuité de f en a, avec a dans A. Pour la démonstration du
CCP 12, A est une partie de R, donc il faut remplacer les normes par des valeurs absolues.



Remarque 1.2.1 (IMPORTANTE) Grace a la contraposée de la proposition précédente, si une suite
de fonctions continues (f,) converge simplement sur I vers une fonction f qui n’est pas continue, alors
la convergence n’est pas uniforme.

2n
(In(z)) z A-t-on la

Bremple 1.2.1 1. Soit n € N. Pour v dans [1+oc[ on pose fulw) = riss—s
n(x))=m

convergence uniforme de la suite de fonction (f,) sur [1,4o00[ ?

2
2. (CCP 9 et 12) De méme si on considere f, : x — " ou g, : & D2 gna® cos(v/nx), qui

n+1
. . ' 1
sont continues, comme (f,) et (gn) convergent respectivement sur [0, 1] vers x — { (1] Z i f [10’ [
0 si zeRY
1 s =0
gence uniforme de (f,) et (gn) sur respectivement [0, 1] et R.

et sur R vers x — , qui ne sont pas continues, alors nous n’avons pas conver-

Corollaire 1.2.1 (Convergence uniforme sur des voisinages) 1. On suppose que toutes les fonc-
tions f, sont continues sur A. Si pour tout a de A, il existe un voisinage V' (relatif de A) de a
tel que (fnlyv) converge uniformément vers fly, alors f est continue sur A tout entier.

2. Si A =1, un intervalle de R, on adapte [’énoncé précédent : si une suite de fonctions continues
(fn) converge uniformément vers [ sur tout segment |a,b] inclus dans I, alors f est continue
sur I tout entier.

Démonstration :

1. Soit a € A. Soit V' un voisinage de a. Comme ( f,,) converge uniformément sur V' et que chaque
fonction f, est continue, alors la proposition précédente nous dit que f est continue sur V et
donc en particulier en a.

2. Soit xg € I. 11 existe des réels a,b tels que : x¢ €]a,b[C I, si xy est dans U'intérieur de I et
zg € [a,b] C I si zg est une borne fermée de I . Comme (f,,) converge uniformément sur [a, b] et
que chaque fonction f,, est continue, alors la proposition précédente nous dit que f est continue
sur [a,b]. Ainsi f est en particulier continue en . Ainsi f est continue en tout point xy de I.

2
Exemple 1.2.2 Soit n € N et on pose f, : x> n 1 16_m2 cos(v/nz).
n



1. (CCP 9) Soit a € R.. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur |a,+0oo| ¢

2. Montrer que cette suite converge uniformément sur tout segment [a,b] de R7.

Remarque 1.2.2 ATTENTION, l’exemple précédent nous montre que :

1. lon peut ne pas converger uniformément sur un intervalle (grdice a l'exemple 1.1.3, on n'a
pas convergence uniforme sur RY ), mais converger uniformément sur un intervalle plus petit
(comme |a,+o00|, avec a > 0). Ainsi il faut toujours préciser sur quel intervalle on converge
uniformément.

2. la convergence uniforme sur tout segment [a,b] inclus dans I, n’implique pas la convergence
uniforme sur I tout entier. Le corollaire précédent nous donne uniquement la continuité de f.
En effet la convergence uniforme est une propriété globale sur I tout entier, alors que la conti-
nuité est une propriété locale.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de la double limite) 1. On suppose que (f,), converge uniformément
vers une fonction f sur A, et soit a € A.

Si pour tout n € N la fonction f,, admet une limite b, en a, alors la suite (b,), converge vers
beK et f admetb pour limite en a :

b=lim f(z) = lim ( lim fn(x)) = lim (hm fn(x)> = lim b,.

T—a r—a \ n—+00 n—+oo \r—a n—-+o00

En résumé : si (f,) converge uniformément vers f et si pour tout n de N, lim f,, = b,, alors
a

limlim f,, = limlim f,.

2. 851t E = R et que ou bien A n’est pas majoré et a = +oo, ou bien A nest pas minoré et
a = —oo et si (f,) converge uniformément vers f, avec pour tout n de N, lim f,, = b, alors

limlim f,, = limlim f,.

Démonstration : Admis.

n+ 2
16_"962 cos(v/nx). Montrer d’une autre

Exemple 1.2.3 (CCP 9) Soit n € N et on pose f, : © > n
n

DY . )e *
maniére que (f,) ne converge pas uniformément vers 0 sur RY .

1.3 Passage a la limite dans une intégrale pour une suite de fonctions

1.3.1 Etat des lieux sur deux exemples

xn

1+ tan ()
1

1
vers une fonction f. Déterminer lim fn(z)dz. Est-ce que cette limite vaut / f(z)dz?
n—+oo 0 0

e Soit n € N. On pose : Vz € [0,1], fn(x) . Montrer que (f,,) converge simplement



0,1] — R

- o nle(l— )" Montrer que (f,,) converge simplement

. SoitnGN*etonpose:fn:{

1 1
vers une fonction f. Pour n € N* | calculer / fn(z)dz, puis déterminer lim / fu(z)dz.
0 0

n—-+o0o

1
Est-ce que cette limite vaut / flz)dx?
0

Nous pouvons constater que si une suite de fonction (f,) converge vers f, on ne peut pas dire que

lim /fn(x)dx vaut /f(x)dx. Pour chercher une limite du type lim /fn(x)dx, jusqu’ici, vous
T I

n—+00 n—-+00

I
avez procédé par des inégalités comme dans le premier exemple. Cette méthode restera tout a fait
efficace dans certains cas.

Dans ce qui suit, nous allons donner des conditions suffisantes pour avoir lirJlrn / fo(x)de = / f(z)dx.

1.3.2 Théoréme de convergence dominé

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de convergence dominée) On suppose que :
1. pour tout n de N, la fonction f, est continue par morceauzr sur I.
2. (fn) converge simplement vers f et f est continue par morceaux sur I.

3. (Domination) il existe une fonction ¢, continue par morceaux et intégrable sur I telle que :

Ve € I,Vn €N, [fu(2)] < p(2).
Alors les fonction f, et f sont intégrables sur I et on a : lim /fn(x)dx = /f(x)dx
I I

n—-+o0o

Démonstration : Admis.

Remarque 1.3.1 1. Bien veiller a ce que la fonction ¢ soit indépendante de n.
2. L’hypothese de domination se fait en deuz étapes :

(a) pour x fixé dans I, trouver un majorant de la suite (f,(x))nen, ¢’est-a-dire une valeur (x)
qui ne dépend pas de n.

(b) prouver l'intégrabilité de ¢ sur I.
3. Le théoréme de convergence dominé n’est pas un recours obligatoire, parfois de simples majora-
tions permettent de conclure comme dans le premier exemple du paragraphe précédent.

4. ATTENTION, ne pas confondre avec lim /fn(x)dx = /gp(m)dw, qui est en général fauz.
T T -

n—-+00



Exemple 1.3.1 1. (CCP 25)

1
a) Montrer que pour tout n de N, la fonction f, : t — ————— est intégrable sur R_.
(a) que p f f R 9 +
o0 1
(b) Déterminer lim ————dt.
n—+oo J 1+ 2+ trnet
T sin(nax) T sin(nx)

2. Déterminer lim dx, puis lim dx.

ntoo J; nx+ /T n—too Jo  nx + 3/T



+00 1
3. (CCP 26) Soit n € N* et I, = ————dt.
( ) Soit n et on pose /0 Ao
(a) Montrer que I,, est bien définie.
(b) Etudier la monotonie de (I,)nen-

(c) Déterminer lim I,,.
n—+oo

(d) La série Z(—l)”]n converge-t-elle ?

n>1

n

4. (a) Etudier lim (1 - z>ne”3/2dx.
0

n—-+oo n

1
(b) Donner un équivalent de u,, = / (1 —u)"e du quand n tend vers +00.
0



1.3.3 Cas de la convergence uniforme sur un segment

Proposition 1.3.1 (Convergence uniforme et intégrales sur un segment) (Démo CCP 14)
e Pour tout n de N, la fonction f, est continue sur [a,b].
e (fn) converge uniformément sur le segment |a,b] vers f.

b b T
Alors on a : lim /fn(x)dm:/ f(x)dx.

n——+o0o

Démonstration :

1 x —z
Exemple 1.3.2 1. (CCP 10) Déterminer lim (2% + 1)mdx.
n—+oo n—+x

0,1 — R

. o il —a) Est-ce que la convergence de (f,) est

2. Soit n € N* et on pose : f, : {

uniforme ?

1
3. Soit E = C([0, 1], R) muni de la norme uniforme. On pose A={f € E, f(0) =0 et / f>1}.
0

(a) Montrer que A est un fermé de E.
(b) Montrer que : Vf € A, ||f|loc > 1. En déduire que d(0,A) > 1.



Proposition 1.3.2 (Primitivation d’une suite de fonctions qui convergent uniformément) On suppose
que toutes les fonctions f,, sont continues sur un intervalle I de R. Soit a € I. On suppose que (f,)

converge uniformément sur tout segment de I vers f. On pose pour n € N et x € I : F,(x) = fn
a

et F(x / f. Alors (F,) converge uniformément vers F' sur tout segment de 1.

Démonstration : Par convergence uniforme sur tout segment de I, on peut d’abord affirmer que f est
continue sur I. Soit [a, 8] inclus dans I et on peut supposer sans perte de généralité que a est dans

[, B] (sinon utiliser une relation de Chasles). Soient n € Net z € [, 5]. Onasiz > a:
x

Fa(z) — F(z)| = | / / o= f] < / 1o = Fllooos) = (@ — O)llfa — fllscjos) <
(B — )l fo— fllocsors I a a
SixSa:!Fn(QJ)—F(m)\—!/(fn—f)’_\/(fn—f)ﬁ/ [fo = fI < (@=2)[[fu = fllooas) <

(8 = )l fn = flloofos1- '
On a donc : Vz € [, 8], |Fu(z) — F(z)] < (8 — )| fa = [llooja,s, Puis :
155 = Fllocfas) < (B = @)l fu = flloo o et done Hm [[F — Flloc fa5 = 0.

1.4 Dérivabilité d’une suite de fonctions

1.4.1 KEtat des lieux sur un exemple

1
Soit n € N*. On pose : Vo € R, f.(z) = {/2? + —. Montrer que (f,) converge uniformément vers
n

f : x — |z|. Est-ce que la limite simple ou uniforme f d’une suite de fonctions dérivables (f,,) est
dérivable 7



1.4.2 Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions

Proposition 1.4.1 (Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions) I désigne un intervalle de R.

1. Si (fn)nen est une suite de fonctions telles que
e pour tout n de N, f, est de classe C* sur I ;
e la suite (f,) converge simplement vers f sur I.
e la suite (f)nen converge uniformément vers une fonction h sur I,
alors f est de classe C* sur I et : f' = h, soit : Vo € I, nl_l)gloo fi(z) = f'(x)

et (fn) converge uniformément vers f sur tout segment de I.

2. St (fn)nen est une suite de fonctions telle que
e pour tout n de N, f, est de classe C* sur I ;
e la suite (f,) converge simplement vers f sur I.
e la suite (f!)nen converge uniformément vers une fonction h sur tout segment |a, b] inclus I,
alors f est de classe C* sur I et : f' =h, donc : Vx € I, nl_1>r£oo fi(x) = f'(x)

et (fn) converge uniformément vers f sur tout segment de I.

Démonstration : 1.

T

Soit n € N et on pose g,(x) = [ [, = fu(x) — fula) et (f]) est une suite de fonctions continues qui

a
converge uniformément vers f’ sur I. Grace & la proposition précédente de primitivation, (g, ) converge

uniformément vers g : x — "= f(x) — f(a) sur tout segment de I. Enfin :
Ve e l, |fulz) — f(x)] = | gn&) — g(z)|, ce qui assure aussi la convergence uniforme de (f,,) vers f sur

tout segment de I.

2. Soit xy € I. 1l existe un segment [a, b] tel que : xy € [a,b] C I. Le premier point de cette proposition
appliqué & lintervalle [a, b] prouve que f est de classe C' sur [a,b] et que f'(x9) = h(xg). Ainsi f est
de classe C! au voisinage de tout point zo de I et donc f est de classe C! sur I.

1.4.3 Dérivées d’ordre supérieur de la limite d’une suite de fonctions

Proposition 1.4.2 (Dérivabilité d’ordre supérieur de la limite d’une suite de fonctions) I désigne un
intervalle de R.

1. Soit k € N*. Si (fn)nen est une suite de fonctions définies sur I telles que :

e Pour tout n de N, la fonction f, est de classe C* sur I.
e Pour tout p dans [0,k — 1], la suite de fonctions (fP)),en converge simplement sur I vers
une fonction g,. Pour p =0, on notera que (f,) converge vers f = go.

e La suite de fonctions (fflk))neN converge uniformément sur I vers une fonction g.

Alors f est de classe C* sur I et on a :Vp € [1,k], f¥ =g,.

2. Dans les hypothese précédentes, si on remplace le dernier point par : la suite de fonctions

(fI),en converge uniformément vers une fonction gy sur tout segment [a,b] inclus dans I,

alors on obtient le méme résultat.



Démonstration : 1l suthit de démontrer le dernier point. Montrons cela par recurrence sur k.

Pour k£ =1, c’est la proposition 1.4.1.

Soit k € N* et on suppose la proposition vraie pour k. Soit (f,) une suite de fonctions définies sur /
de classe C**! telle que ( f,E;’)) converge simplement vers une fonction g, sur I pour tout p de [0, k] et
telle que ( f,(LkH))neN converge uniformément vers une fonction g1 sur tout segment [a, b] inclus dans
I. On pose f = go.

(f, (k)) converge simplement vers une fonction g sur I et (( f,gk))’) wen Converge uniformément vers gi1

sur tout segment [a, b] inclus dans I (car () = %)), Ainsi grace a la proposition 1.4.1, la fonction
gr est de classe C' sur I et on a : g}, = gri1.

Montrons que fflk) converge uniformément vers g sur tout segment [a,b] inclus dans I. On notera
l|-/loc,a,p) 12 norme uniforme sur [a, b].

Vo € (0,8, |gu(x) — 1P ()] = |ge(a) + / ")t — £9(a) - / x(fé’“))’(t)dt’
sygk<a>—f£,,k><a>\+\/m< (0t — (FOY (¢ >dt\
[ taitoa = yena] < [l - gyl = [l - 00l <

lghs1 — fy(zk+1)||00,[a,b]dt = (z — a)||grs1 — f +1)||oo [a,b] = < (b —a)llgrs1 — f(k+1)||oo [a,p], Cal OIl & :

Or on a :

Vvt € [a,b], |gr1(t)dt — FEDE) < grsr — FE oo tan) et gs11 — FE™ oo 0 €St une constante. On
a donc :

Ve € [a,b], |gi(x) — [P (x)] < \gi(a) — fqgk)(a)‘ + (b= a)||gks1 — fF |0 fas)- Le membre de droite de
cette inégalité étant indépendant de x, alors on a :

gk = fP oo < |gx(a) = £8P ()] + (b= a)llgesrr — FE oo ot Comme ()Y, ey converge uni-
formément vers une fonction ggi; sur [a, b], alors nl_igloo(b — a)||gkr1 — FF ] oo o) = 0 et comme fF

converge simplement vers g, alors lirf |gk(a) — fT(Lk)(a)’ = 0. Ainsi on a : lirf gk — £ o a) = 0
n——+o00 n—+00

et donc (f™),en converge uniformément sur [a, b] vers g. Cela étant valable pour tout segment [a, ]

inclus dans I, alors grace a 'hypothese de récurrence, f est de classe C* sur I et pour tout p de [1, k],
ona: fP) = gp- Par ailleurs comme g, est de classe C' sur I et g, = g1, alors f est aussi de classe
CH sur I et en plus fE+D = (f®) = ¢ = gprq1. On a donc le résultat au rang k + 1.

Remarque 1.4.1 IMPORTANTE : pour montrer que la limite f de (f,) est de classe C* sur I, il faut
appliquer la proposition précédente pour tout k de N* et donc il faut vérifier la convergence uniforme
sur I (ou sur tout segment inclus dans I) de toutes les suites des dérivées (f)nen (ou & partir d’un
certain rang pour k).

2 Séries de fonctions

2.1 Modes de convergence d’une série de fonctions

2.1.1 Convergence simple d’une série de fonctions

Définition 2.1.1 (Convergence simple d’une série de fonctions) On dit que la série de fonction Z fn

est simplement convergente sur A et de somme S si pour tout x de A, la série Z fu(zx) converge et a
pour somme S(x).

Autrement dit si on note S,, : v —> ka(:v) la somme partielle d’ordre n, alors la suite de fonctions

k=0
n

(Sp)nen converge simplement vers S, c’est-a-dire : Vx € A, hrf Z fr(x) = S(x).
n—-+0oo

Dans ce cas, on a :Vr € A, S(x an



Remarque 2.1.1 1. 51 la série converge simplement, alors le reste d’orare n est la fonction

+oo
R, :x— Z fr(x) qui s’écrit aussi R,, = S — S,, et converge simplement vers 0.
k=n+1

2. Si pour tout n les fonctions f, sont T-périodiques (respectivement positives, négatives, crois-

—+o00

santes, décroissantes, paires, impaires, convezxes,...), alors S : x E fn(x) est T-périodique
n=0

(respectwement positive, négative, croissante, décroissante, paire, impaire, convexe,... )

“+oo

1
Exemple 2.1.1 1. Quelle est le domaine de définition de ¢ : x© — Z
n=1

— 7
n$

+00
2. Etude de la convergence et de la somme de la série de fonctions S : x — Zx” sin(nx) sur

n=0

] =11

3. (CCP 8) Soitn € N* et on pose : f, : (—1)nle e . Etudier la convergence simple

n
de Y fo.

n>1

2.1.2 Convergence uniforme d’une série de fonctions

Définition 2.1.2 (Convergence uniforme d’une série de fonctions) (Enoncé CCP 15) La série de
fonctions Z fn converge uniformément sur A si la suite des somme partielle (Sy)nen (avec

Sp i x> Z fr(x)) converge uniformément sur A.
k=0

Proposition 2.1.1 (Convergence uniforme des restes) Soit Z fn une série de fonction qui converge
simplement sur A.
La série an converge uniformément sur A si et seulement si la suite des restes (Rp)nen (avec

+oo
R,:x— Z fr(x)) converge uniformément vers 0.
k=n+1



n +00
Démonstration : Soit n € N et on pose S,, = Z fr- La suite (.S,,) converge simplement vers S = Z fn

k=0 n=0
etona: R, =S5—.25,. Par définition la suite (.S,) converge uniformément vers S si et seulement si la

suite (S — Sy, )nen converge uniformément vers 0 si et seulement si la suite (R,,) converge uniformément
vers 0.

Proposition 2.1.2 (La convergence uniforme implique la convergence simple) Sila série de fonctions
Z fn converge uniformément sur A alors elle converge simplement sur A.

Démonstration : Si la suite de fonction (5,,) converge uniformément, alors elle converge simplement
grace a la proposition 1.1.2.

Remarque 2.1.2 1. IMPORTANTE : pour montrer que an converge uniformément, (si on
n'utilise pas la convergence normale que l'on verra au paragraphe suivant) on établit la conver-
gence simple de Z fn puis on montre que la suite des restes (R,,) converge uniformément vers
0, on utilise que trés rarement la définition avec les sommes partielles.

2. Pour la convergence uniforme d’une série, il suffit donc de trouver une suite (0, )nen indépen-
dante de x qui converge vers 0 telle que : Vx € A,|Ry(x)| < au,.
En effet on aura donc ||Ry|lco < an, puis hlf | Rnlloc = 0.
n—-+0oo

Dans ce contexte le critére spécial des séries alternées peut étre trés pratique, car il donne
facilement une majoration des restes.

R —

R
Exemple 2.1.2 1. (CCP 8) Soit n € N* et on pose : f, : (=) te e . Etudier la
T
n

convergence uniforme de E frn sur Ry.
n>1

R —- R
2. Soit n € N* et on pose : [, : nx?
A —
n3 + x2

(a) Montrer Z fn converge simplement sur R.

n>1

(b) Montrer que : ¥Yn € N*, R,(n+1) > 1/2. Qu’en déduire ?



0,7] — R

3. Soit n € N et on pose : f, : { - s sin2($) cos™ ()

(a) Montrer Z fn converge simplement sur [0, ].

n>1

+oo
(b) Soit n € N. Soit x €]0;w[. Déterminer R, (z) = Z fr(x).
k=n+1
(c) A-t-on convergence uniforme sur [0, 7] ¢
(d) Montrer que Z fn converge uniformément sur tout intervalle de la forme [a, ™ — al, avec :

n>1
0<a<m/2.



2.1.3 Convergence normale d’une série de fonctions

Définition 2.1.3 (Convergence normale) (Enoncé CCP 15) Une série an de fonctions est dite

normalement convergente si toutes les fonctions f, sont bornées sur A et E | fulloo converge.

Remarque 2.1.3 1. IMPORTANT : pour montrer qu’une série de fonctions Z fn converge nor-

malement, on montre qu’il existe une série numérique E a, convergente telle que :

Vn e NyVa € A, |fu(x)] < . En effet, dans ce cas, par définition de la borne supérieure, on

a:¥n €N, sup|fu(z)| < an, puis : Vn € N, ||fulloo < an. Ainsi par comparaison de séries
xel

termes positifs, Z | fulloo converge.

Il s’agit donc de magjorer chaque | f,(x)| par un nombre o, indépendant de x.

Cette méthode sera souvent employée, car il n'est pas toujours facile d’avoir || fp||oo-
Parfois a laide d’une étude de fonction, il sera possible de déterminer directement || fp||so-

2. ATTENTION, si on a f,(x) = o(aw), le o(ay,) dépend de x ! Par exemple x/n® = o(1/n?), mais
st cette majoration est indépendante de x, alors il existe k € R, tel que :
Vo €R, x/n* < k/n=Vr cR,x < kn. Ceci est faut pour x = kn + 1.

3. ATTENTION : la convergence normale est une notion spécifique auz séries de fonctions.

4. Ne pas confondre la convergence absolue d’une série de fonctions au point x (qui signifie que
Z | fn(x)| converge) et la convergence normale qui est une notion glabale (il faut majorer la

fonction | f,| sur un intervalle pour montrer que la série Z | fulloo converge).

Proposition 2.1.3 (La convergence normale implique la convergence uniforme) (Démo CCP 15)
St la série de fonctions Z fn converge normalement sur A, alors la série de fonction Z fn converge
aussi uniformément sur A et donc simplement aussi.

Démonstration :

Remarque 2.1.4 IMPORTANT : pour établir une convergence uniforme d’une série de fonctions, il
sera souvent plus simple d’établir la convergence normale.

R - R
Exemple 2.1.3 1. Soientn € N* et : f, : = cos(nz) . Mode convergence de Z fn-
x
n? 4 z2
R — R
2. (CCP 18) Soitn € N* et on pose : f, : N (—=1)"a™
x —
n



(a) Etudier la convergence simple de an. Soit D le domaine de convergence.

(b) Etude de la convergence normale de Z fn, sur D.

R - R
3. Soitn € N* et on pose : f, : 1+ n%2? . Montrer que Z fn ne converge pas norma-
nt + 4
lement.
R - R
4. (CCP 53) Soit n € N* et on pose : f, : x
T
1+ ntzt
(a) Montrer Z fn converge simplement sur R.
n>1
(b) Soita,b e R tels que 0 < a < b. Z fn converge-t-elle normalement sur [a;b] ¢ sur [a, +oo] ?

n>1

(c) Z fn converge-t-elle normalement sur [0, +oo[ ¢ On utilisera deux méthodes.
n>1



Remarque 2.1.5 Le premier exemple de 2.1.2 montre que la convergence uniforme n’implque pas la
(_1)n71€fnx e T 1

n

convergence normale. En effet, on a : sup
n

reR

= sup

zeR n

Proposition 2.1.4 (La convergence normale implique la convergence absolue) Sila série de fonctions
an converge normalement sur A, alors pour tout x de A, la série numérique an(x) converge

absolument.

Démonstration : Soit © € A. On a : |f,(z)] < ||fu]leo- Comme la série Z Il fnlloo converge, alors

Z | fn(x)| aussi.

2.2 Régularité de la somme d’une série de fonctions
2.2.1 Continuité de la somme d’une série de fonctions

Proposition 2.2.1 (Continuité d’une série de fonctions) Soient Z fn une série de fonctions et a € A.

1. e Sipour tout n, la fonction f, est continue sur A (resp. en a).

e 5 g fn converge uniformément ou normalement sur A.

+00
Alors S = Z fn est continue sur A (resp. en a).
n=0
2. e Sipour tout n, la fonction f, est continue sur A.
e Si pour tout a de A, il existe un voisinage V' (relatif de A) de a tel que an’v converge

uniformément ou normalement .
+00

Alors S = Z fn est continue sur A.
n=0
3. St A= 1, un intervalle de R :
e si pour tout n, la fonction f, est continue sur I.
L) Z fn converge uniformément ou normalement sur tout segment [a,b] inclus dans I.
+oo
Alors S = Z fn est continue sur I.

n=0

Démonstration : Comme la convergence normale implique la convergence uniforme, il suffit de montrer
la proposition pour la convergence uniforme. On a les deux premiers résultats grace a la proposition
n

1.2.1 et le corollaire 1.2.1 en les appliquant a la suite de fonctions (S,,), avec S, = Z fr.
k=0
+oo n—1_,—nx
(="

Exemple 2.2.1 1. Etude de la continuité de g : x Z ‘

n=1

sur R,.
n



“+o00

: : cos(nz)
2. Déterminer lim .
70 £~ n? +x? + 2n + 1 4 x2n+2

+oo
x
3. (CCP 53) Montrer que g : x — g T it est continue sur R*.
nix
=1

“+o0o
. _n2 .
4. Montrer que h : x +— E sin(nx)e” " est continue sur R, .

n=0

(="

+oo
5. Etude de la continuité de g Z
nx

n=1

*
sur R7..



+oo
6. Soit z € C et on pose ((z) = Z —, avec n* = ™™ Montrer que ¢ est définie sur
nz

n=1

D ={z € C, Re(z) > 1}, puis montrer qu’elle y est continue.

2.2.2 Dérivabilité de la somme d’une série de fonctions

Proposition 2.2.2 (Dérivation terme a terme) [ désigne un intervalle de R. On suppose que :
o pour tout n de N, la fonction f, est de classe C* sur I.

e [a série de fonction Z fn converge simplement sur 1

o la série E 11 converge uniformément ou normalement sur I (ou sur tout segment [a, b] inclus
dans I ).



+00 +00 ! +00
Alors la série de fonctions Z fn est de classe C* sur I et (Z fn> = Z fl.
n=0

n=0 n=0

Démonstration : On suppose le premier point et le fait que la série E /1 converge uniformément sur

tout segment [a, b] inclus dans I. Soit n € N et on pose S,, = Z fr- Sur I la fonction S, est dérivable
k=0

n +o0
en tant que somme finie de fonctions dérivables sur I et on a : S/, = Z fr- On pose S = Z fr et
k=0 k=0

+oo

S, = Z 1. . Ces deux quantités existent car Z fn converge simplement sur [ et Z f! converge
k=0

uniformément sur tout segment de I, donc si z est dans I, on peut trouver des réels a et b tels que :

xy € la,b] C I puis comme Z /1 converge uniformément sur [a, b] elle cette série converge simplement

sur [a, b] et en particulier en xy. Ainsi pour tout xy de I, Z fr(zo) existe.

(S,) est une suite de fonctions de classe C' sur I et (S,) converge simplement vers S. D’autre part
(S!) converge uniformément vers Sy sur tout segment inclus dans I. Ainsi grace a la proposition 1.4.1,

00 ! +oc0
S est de classe C' sur I et S =S, d’'o : (Z fn> = Zf,’b
n=0 n=0

Remarque 2.2.1 (IMPORTANTE) Pour les deuzr propositions précédentes, il sera plus simple d’es-
sayer de montrer la convergence normale. La convergence uniforme se montre souvent pour des séries
du type Z(—l)”un, car grace au théoreme spécial des séries alternées, il est possible de majorer les

restes R,, et ainsi de montrer que : lim ||R,||c = 0.
n——+00

Exemple 2.2.2 1. Soit n € N* et on pose u, : v — In (1 + E) S définie sur [0, 1].
n n

+o0
(a) (CCP 16) Montrer que S = Zun est dérivable sur [0, 1].
n=1

(b) (CCP 16) Calculer S'(1).

(¢c) Montrer que S est dérivable sur R.



n—1,—nx

. +o0o (_1) e
2. SOZth]Z’H E —_—
n
n=1

1 *
(a) Montrer que g est de classe C* sur RY.

(b) Etudier la monotonie de g sur R% sans calculs.

(¢) Montrer qu’il existe ¢ € R tel que : Vx € RY, g(z) =In(1+e™") +c.



2.2.3 Deérivées d’ordre superieur de la somme d’une série de fonctions

Proposition 2.2.3 (Série de fonctions de classe C*) Soit k € N\ {0;1}. On suppose que
o pour tout n de N la fonction f, est de classe C* sur I.

e pour tout j dans [0,k — 1], la série de fonction Z féj) converge simplement sur I.

e la série E fflk) converge uniformément ou normalement sur I (ou sur tout segment inclus dans

I).
+00 ' +00 ‘
On pose S = an Alors S est de classe C* sur I et :Vj € [1,k],Vz € I, SY(z) = Zf,(ﬂ)(x)

Démonstration : Repasser par les sommes partielles comme dans la preuve de la proposition 2.2.2 et
utiliser ensuite la proposition 1.4.2 relatifs aux suites de fonctions de classe C*.

Corollaire 2.2.1 (Série de fonctions de classe C*°) On suppose que :
e pour tout n, la fonction f, est de classe C* sur I.
e pour tout k de N, la série Z f,gk) converge uniformément ou normalement sur I (ou sur tout

segment inclus dans I).

+oo +o0
On pose S = an Alors S est de classe C* sur I et :Vj € N,Vz € I, SY¥(2) = Zfr(f)(x)
n=0 n=0
Remarque 2.2.2 1. Dans le corollaire précédente, il est suffisant d’avoir la converge uniforme ou

normale de Z fT(Lk) a partir d’un certain rang pour k.

2. IMPORTANTE : souvent lorsque ['on travaille sur un intervalle I ouvert ou mon borné, on
montrera la convergence normale sur tout segment inclus dans I.

Exemple 2.2.3 1. On pose f(x) = Z ﬁ sin (%) e~ "/IVE . Montrer que f est de classe C* sur R,.



+o0
1

2. Pour x dans ]1,+o0[, on pose ((z) = Z —. Montrer que ¢ est de classe C* sur |1,+o00] et
nI

n=1
calculer ses dérivées successives.

2.3 Séries de fonctions et intégrales

2.3.1 Situation
Sur un exemple nous allons voir 8’il est possible d’écrire / Z fn= Z / fn-

tn+1
1. Soit n € N. Montrer que : Z/ t)rdt = / —dt—l— n" / 1—|—tdt'
+00 1 +oo +°° -
2. En déduire : Z/ (—t)’“dt:/ ) (=t)")dt et In(2
o Jo 0

k=0 k=1




“+oo
. , N ;. k . . .
Ici nous avons réussi a conclure car les restes de la série (—t)” s’expriment simplement. Mais plus
k=0

+oo +oo
généralement pour écrire / Z fn = Z / fn il nous faut des hypotheses supplémentaires.
I =0 n=0"1

2.3.2 Intégration terme a terme d’une série de fonctions

Théoréme 2.3.1 (Intégration terme & terme des fonctions positives) On suppose que :
e pour tout n de N, la fonction f, est continue par morceauz et intégrable sur I et positive.

° E fn converge simplement vers S qui est continue par morceauzr sur 1.

Alors oo oo
[ tutenat = [ s =" [ s
I n=0 1 n=0"1
Les séries étant a termes positifs, la relations ci-dessus est dans Ry U {400} et lintégrabilité de

+o0 +oo
S = an équivaut a Z/Ifn(t)dt < +00.
n=0 n=0

Démonstration : Admis.
Remarque 2.3.1 Ce théoréme s’adapte aux fonctions négatives.
Exemple 2.3.1

1
1. Soit n € N. Montrer que f, : t — t"In(t) est intégrable sur |0, 1] et calculer/ I
0

+001

1
2. Montrer que S : t — —e'In(t) est intégrable sur |0,1] et que —/ e’ In(t)dt = Z —.
0 “— nn!



Théoréme 2.3.2 (Intégration terme & terme) On suppose que :
e pour tout n de N, la fonction f, est continue par morceauz et intégrable sur I.
. Z fn converge simplement vers S qui est continue par morceauz sur I.

o Z/\fn(t)\dt converge.

I
Alors S est intégrable sur I et :

/I(g fn(t))dt—/IS(t)dt—g/Ifn(t)dt.

Démonstration : Admis.

Exemple 2.3.2 (CCP 49) Soit Z a, une série absolument convergente a termes complexes. On pose
+00
M = Z lan|. On pose : ¥n € NVt € Ry, f.(t) =
n=0
1. (a) Montrer que la suite (a,) est bornée.

apnt™ _,
e
n!

(b) Montrer que Z fn converge simplement sur R, .

+o00o
On admettra pour la suite de f :t Z ful(t) est continue sur R,.

n=0

+00
2. On rappelle que t — t"e™" est intégrable sur R et que / t"e tdt = n.
0

+o0o
(a) Etude de la convergence et valeur de / | fn(t)|dt.
0

oo ant" iy
b) Mont et dt = n-
(b) Montrer que/o (Z e ) Za




Remarque 2.3.2 Parfois, on ne peut pas utiliser le résultat du théoréme car on n’a pas Z / | fu(t)|dt

1
qui converge. Si on reprend ['ezemple du paragraphe précédent, on a : / |(— t)*|dt = / th = Tl
0

et donc Z/ |(—t)|dt diverge, donc le théoréme précédent ne fonctionne pas. Pour s’en sortir il
k>0

n+1

1+1

tend vers 0 (soit a la main par des inégalités soit a l'aide du théoréme de convergence dominé).

1
faut revenir aux sommes partielles et faire apparaitre le reste (—1)”/ dt et montrer que celui-ci
0

2.3.3 Convergence uniforme d’une série de fonctions sur un segment

Proposition 2.3.1 (Primitivation terme a terme sur un segment) (Démo CCP 14)
e Pour tout n de N, la fonction f, est continue sur [a,b].

e La série de fonctions g fn converge uniformément ou normalement sur le segment [a,b).

b bp +oo +oo
Alors la série Z/ fn converge et / an t)dt = / fu(t)

Démonstration :

Remarque 2.3.3 Cette derniere proposition est bien moins utilisée que le théoreme 2.3.2.

+001

1/2 [+
Exemple 2.3.3 1. (CCP 14) Montrer que / (Z x”) dr = —_
0 o n2"

n=1



2 (a) Montrer que : /01 <+OO 5;3;) iz = f(—l)kln <1 + %)

(b) En déduire /01 (m i_j);) dz =In (%)

Proposition 2.3.2 (Primitivation d’une série de fonctions qui convergent uniformément) On suppose
que toutes les fonctions f,, sont continues sur un intervalle I de R. Soit a € I. On suppose que Z fn

x [0 +oo T
converge uniformément sur tout segment de I. On a : Vx € I, / ( fn(t)> dt = Z/ fa(t)dt.
a n=0 n=0"?%

Démonstration : C’est une conséquence de la proposition 1.3.2 appliquée a la suite des sommes
partielles.



2.4 Comportement asymptotique des séries de fonction.

2.4.1 Recherche d’une limite aux bornes de ’intervalle de définition d’une série de fonctions

e Par utilisation du théoreme de la double limite.
Théoréme 2.4.1 (Théoréme de la double limite) 1. On suppose que Z fn converge uniformé-

ment (ou normalement) sur A de somme S, et soit a € A.

St pour tout n € N la fonction f, admet une limite b, en a, alors la série an converge

et :
lim S (x _}:ngn thfn Zb

r—a
2. Si E =R et que ou bien A n’est pas majoré et a = +00, ou bien A n’est pas minoré et
a = —oo et st an converge uniformément (ou normalement) sur A de somme S et si
pour tout n de N, lim f,, = b,, alors la série Z b, converge et :

lim S (x _g}lan Z}Egnfn Zb

r—a

Démonstration : Comme la convergence normale implique la convergence uniforme, alors le
théoreme 1.2.1 appliqué a la suite de fonctions (S ) donne le résultat.

Exemple 2.4.1 1. (CCP 53) Soit g : x Z Déterminer lJirmg.

1+ n4x4

= (1)

2. (CCP 18) Soit S : x> Y

. La fonction S converge-t-elle uniformément sur

|—1,1] 7

e Par majoration/minoration :

Exemple 2.4.2 1. Soit f : © — Z

—TLZ

. On admet que f est définie sur R7,. Déterminer

1(1)131 f.



+oo n—1_—nz
—1
2. On reprend la fonction g : © E (=) e

n=1

ceR tel que : Ve e R, g(xz) =In(1+e") +c.
(a) Montrer que : Vx € Ry, |g(z)| < e ™.
(b) Montrer que : Vo € RY, g(x) =1In(14+e™7).

de l’ezemple 2.2.2. On a vu qu’il existe
n

+oo n—1
-1
(¢) Retrouver le fait que : In(2) = E L
n
n=1

e Par comparaison de séries et intégrales :
On se fixe z. Si la suite (f,(Z))nen est monotone, on peut comparer les sommes partielles
de la série Z fn(z) avec une intégrale, en encadrant pour chaque n la quantité f,(x). Bien

comprendre qu’ici x est considéré comme une constante et que c’est n qui varie. Ainsi « n

devient ¢ ».
+00 1
Exemple 2.4.3 Déterminer lim f(z) avec f:x— (x —1) )Y —

a1+ n®’
n=1

2.4.2 Recherche d’équivalents

e A l'aide d'un encadrement utilisant une comparaison série et intégrale.
+o00o
1
Exemple 2.4.4 1. Déterminer un équivalent en 400 de f : x +> Z

22 4+ n?’
n=1



oo 3 t
2. Soit x € RY.. On pose S(x) = / %dt. On rappelle que : ¥Vt € R, |sin(t)| < t.
o €

(a) Montrer que S est bien définie sur RY.

+00
1
(b) Montrer que : S(x) = Z —_—.
—~ 1+ nz?

(c) En déduire un équivalent de S en 0F.



e En cherchant un équivalent potentiel et en concluant par un argumuent de comparaison.
x

+00

Exemple 2.4.5 1. Déterminer un équivalent en +oo de f :x — Z 15 izt
ntx

n=1

+o0o
1
2. Déterminer un équivalent en —1 de g : x© Z (
n=1

z+n)3? + (x+n)t/?

3 Extension aux fonctions vectorielles

Nous allons étendre les définitions vues avant avec des fonctions f, a valeurs dans un espace vectoriel
normé F de dimension finie. Les propositions étendues seront données sans preuves, car ce sont les
mémes que lorsque l'on avait des fonctions a valeurs dans K, sauf qu’il faut remplacer les modules ou
les valeurs absolues par une norme ||.||p sur F.



3.1 Suites et series de fonctions a valeurs dans un espace vectoriel norme de di-
mension finie

Soit E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie et A une partie de E. Pour toute
application f bornée de A dans F', on définit : ||f|lc = sup||f(x)||r-
€A

Les normes sur F' étant équivalentes, les normes ainsi définies dans B(A, F') (ensemble des fonctions
bornées de A dans F') sont équivalentes.

Définition 3.1.1 (Extension des définitions sur les modes de convergences) 1. (a) Une suite (fy)n
d’applications de A dans F converge simplement lorsque pour tout x € A la suite (f,(z)),
converge dans F.

(b) La suite (f,)n converge uniformément vers f lorsque la suite (|| fn, — f|loo)n converge vers 0.
2. (a) Une série Zun d’applications de A dans F' converge simplement lorsque pour tout x € A

la série E un(x) converge.
n

(b) Si on note S, = ka, la série Zun converge uniformément si la suite (S,) converge

k=0
uniformément.

Cela revient a dire que la suite des restes d’ordre n converge uniformément vers 0.

(¢) La série E uy, converge normalement lorsque la série E ||tn]|oo converge.

Proposition 3.1.1 (Implications des différents modes de convergence) 1. La convergence uniforme
d’une suite de fonctions implique la converge simple.

2. La convergence uniforme d’une série de fonctions implique la converge simple.

3. La convergence normale d’une série de fonctions implique la converge uniforme.

4. St Z u, converge normalement, alors pour tout x de A, la série Z un () converge absolument

(la série Z llun(z)||F converge).

3.1.1 Continuité et double limite pour la convergence uniforme

Proposition 3.1.2 (Convergence uniforme et continuité) 1. On suppose que (f,) converge unifor-
mément vers f sur A.
e Si pour tout n de N, la fonction f, est continue en a (avec a € A), alors f est continue en
a.
e Si pour tout n de N, la fonction f, est continue sur A, alors f est continue sur A.
Le dernier point reste valable si on a la convergence uniforme au voisinage de tout point de A.

2. On suppose que Z fn converge uniformément (ou normalement) de somme S sur A.

e Si pour tout n de N, la fonction f, est continue en a (avec a € A), alors S = an est
continue en a.

e Si pour tout n de N, la fonction f, est continue sur A, alors S = Z fn est continue sur A.

Le dernier point reste valable si on a la convergence uniforme au voisinage de tout point de A.

Corollaire 3.1.1 (Continuité de I’exponentielle) e L’application exp est continue dans M., (K)
dans M, (K).
e L’application exp est continue dans L(E) dans L(E).

M, (K) — M,(K)
Démonstration : Soit n € N et on pose f, : A = A" qui est continue, car les
n!
coefficients sont polynomiaux en ceux de A. Il faut montrer que 'application Z fn est continue.
Commengons par choisir une norme sur M, (K). Prenons par exemple la norme ||.||; vue dans le

chapitre précédent qui vérifie, (%) VA, B € M, (K), ||[AB|2 < [|A|l2 X || B]|2-



Soit Ay € M,,(K). Nous allons montrer que Z fn converge sur B(Ap, 1). Soit R = ||Apl]2+ 1. On a

, R I B
donc : B(Agp, 1) € B(0, R). Soit X € B(0, R). On a || f(X)]|2 = HEX |2 = EHX |2 < EHan (grace
! e ! A
& une récurrence sur la relation (x)). Ainsi : VX € B(0, R), ||f.(X)]l2 < —» buis | frlloo,B(0,R) < —-
n! n!

i
Comme la série g — converge, alors la série E [ fn||0073(07R) converge aussi. Ainsi la série g fn
n!

converge normalement sur 5(0, R). Donc Z fn est continue sur B(0, R), donc sur le voisinage B( Ay, 1)

de Ay, donc elle est continue en Ay. Ainsi Z fn est continue en tout point de M,,(K) et donc sur
M, (K) tout entier.

Pour la continuité sur L(F), il suffit de prendre une base B de E et poser ||u|ls = ||Mats(u)||2 et de
reprendre la démonstration précédente.

Théoréme 3.1.1 (Théoréme de la double limite) 1. On suppose que (fn)n converge uniformément
vers une fonction f sur A, et soit a € A (si A C R, on peut éventuellement avoir a = +o0o ou
a=—0o0).

Si pour tout n € N la fonction f, admet une limite b, en a, alors la suite (b,), converge vers

be F et f admet b pour limite en a : lim ( lim fn(x)> = lim (lim fn(x)> :

r—a \ Nn——+00 n—+oo \r—a

2. On suppose que an converge uniformément (ou normalement) sur A de somme S, et soit
a€ A (si ACR, on peut éventuellement avoir a = +00 ou a = —00).

St pour tout n € N la fonction fn admet une limite b, en a, alors la série Z b, converge et :
=1 1
lzy S(a) &an szf;fn Zb

4 Résumé des théoremes pour f, : [ — K, avec [ un intervalle de R

On note £'(I) ensemble des fonctions continues par morceaux intégrables sur I, Cp,,(I) 'ensemble
des fonctions continues par morceaux sur I, on notera CV : converge, CVS : convergence simple,
CVU : convergence uniforme, CVN : convergence normale

4.1 Suites de fonctions

Théoremes Hypotheses Conclusion
. . CV ou .
Régularité intégrabilité Controle
Continuité Wn €N, f, € C(I) (F) CVU sW I ) 6 e 00

ou tout [a,b] C I

(f/) CVU sur I f=1lim f, € C*(I)

PP 1
Dérivabilité VneN, f,eC (I) (fn) CVSsur I ou tout [a,b] C T = lim f!
Dérivabilité k (k—1) (f(F) CVU sur T f =1lim f, € C*(I)
d’ordre supérieur Vn € N7 fn eC (I) (fn)aa(f ) CVS sur ou tout [Cl7 b} cI = |I07 k]]f(l) — lim fél)
o Vn € N,lim f,, = b, . .
Double limite 7 a (fn) CVU sur 1 limlim f, = limlim f,,
a € a n n a
Intégration (fn) CVS vers Jp € LY, lim / fn = / f
(CV dominée) v €N fu, f€CmI) | G Vn e N, |fo] < o fGEI
I:l‘ifg[za‘zl}on vn €N, f, € C%([a,b]) (fn) CVU sur [a, b] hm/ fn= / lim f,,

4.2 Séries de fonctions
+oo

On notera S = Z fn-

n=0



Théoremes Hypotheses Conclusion
. " CV ou .
Régularité intégrabilité Controle
Z fmCVU ou
Continuité Vn €N, f, € C°(I) CVN sur I ou Z fn€CO(D)
tout [a,b] C T
Lo 'CVU ou cH(I
Dérivation 1 Z fa Z fneC(I)
terme a terme vn eN, f, € C°(I) an CVS sur I CVN sur I ou (Zf )’:Zf/
tout [a,b] C I " n
(k) k
Dérivation d’ordre K Z f”""’z fl=1 an CVU ou Z fn€CH(I)
k terme a terme vneN, fo € C*(I) CVS sur I CVN sur I ou ) W
tout [a,b] C I (Zf”) :Zf" , L€ [0,]
Vn € N, lim f, = b, b, converge
Double limite _ o d an VU Z . i .
aecl ou CVN sur [ Zh;n fn= an = h{rln(z fn)

Intégration
terme & terme
cas positif

Vn €N, fn,S € Com(I)
fn & valeurs dans Ry

Z fnCVS vers S
Vn S N7f71, € El(I)

[(En)=% [ 5

dans Ry U {+o0}

Intégration
terme a terme

VneN, fn, S € Com(I)

Z fnCVS vers S
Vn € N7,f7l € El(I)

Z/IIfnl v

[(En)=-% [ 5

Primitivation
terme a terme
sur [a, b]

Vn €N, fn € C%([a, b))

Z fnCVU ou
CVN sur [a, b]

[(Zn)-% [ 5




