Chapitre 9 : Séries entieres I
MP Chaptal

Définition 0.0.1 (Séries entieres) Soit (a,) une suite compleze. La série entiére de coefficients a,, est

la série 5 a,z", avec z un parameétre réel ou compleze.

Remarque 0.0.1 1. 1l y aura deux facons de voir une série entiere.
Soit on regarde cela comme une série et on cherche z telle que celle-ci soit convergente. Nous

verrons cela dans le premier paragraphe.
+oo

Soit nous regarderons ceci comme la série de fonctions z — E anz".
n=0

2. On rappelle que : 0° =1 et que : 0" =0 si n est dans N*.

+00
Si on note f:x — Zanx", alors f(0) =

n=0

Soit. A un sous-ensemble de R. Si A n’est pas majoré, on notera sup(A) = +oo.

1 Rayon de convergence d’une série entiéere

1.1 Rayon de convergence et premieres propriétés

Proposition 1.1.1 (Lemme d’Abel) Soit Z a,z" une série entiére et zg € C* tel que la suite (a2 )nen
neN
est bornée. Pour tout z € C tel que |z| < |z, la série Zanz

" converge absolument.

Démonstration :

Remarque 1.1.1 1. On prendra garde qu’il faut que |z| < |zo| soit une inégalité stricte.

2. Si on note I = {r € Ry, la suite (a,r™) soit bornée}, alors I est un intervalle de R,.. En effet
soient o, B dans I tels que o < B. Pour tout v de |«, (], la suite (a,r™) est bornée, car on a :
Vn €N, |a,r"| < |a,B"| et cette derniére quantité est bornée, car 3 est dans I. Donc r est dans
I, puis nous avons : [a, B] C I. Comme O est dans I, alors I est de la forme [0, R[ ou [0, R].

Définition 1.1.1 (Rayon de convergence) (E‘noncé CCP 20 et 21) On appelle rayon de conver-

gence de la série enticre Z a,z" la borne supérieure (dans Ry U {+oc}) de l'ensemble
neN
{r € Ry, la suite (a,r™) soit bornée}.
Autrement dit, le rayon de convergence vaut +00 si cet ensemble n’est pas majoré, sinon c’est un réel
positif ou nul.

Proposition 1.1.2 (Rayon de convergence et caractére borné de (a,z"),) Soit E a,z" une série en-
tiere de rayon de convergence R.

1. e Si|z| < R, alors la suite (a,2") est bornée.
e Si|z| > R, alors la suite (a,z") n'est pas bornée.

2. e Sila suite (anz") est bornée, alors
e Sila suite (a,z") n’est pas bornée, alors



Démonstration : Pour les deux premiers points, on a :

R = sup{r € R,, la suite (a,r") soit bornée}. Ainsi grace a la remarque précédente, on a :
{r € Ry, la suite (a,r") soit bornée} vaut [0, R[ ou [0, R].

Les deux derniers points sont les contraposées des deux premiers points.

Remarque 1.1.2 1. (CCP 21 et 20c)) IMPORTANTE si (ay,) est une suite bornée, alors le

rayon de convergence R de la série entiere E a2 vérifie :
neN

2. (IMPORTANT) Soit p € N. Multiplier (ou diviser lorsque cela est possible) une série entiére
par zP ne change par le rayon de convergence : g an,z" et E a,2"P ont le méme rayon de
convergence, car pour z € C* fizé, les suites (anz" )nen €t (an2"P)pen, sont bornées en méme
temps, car on passe de l'une a l'autre en multipliant par la constante non nulle 2.

Ainsi les séries entiéres E anz", E anip2" ont aussi le méme rayon de convergence.
neN neN
3. Les séries entiéres 2" a,|z" et —1)"a,z" ont le méme rayon de convergence
J J
neN neN neN
car :Vn € N, |apz"| = [|an|2"] = [(—=1)"a,2"| et donc les suites (anz"), (|a,|2") et (—1)"a,z")
sont bornées en méme temps.

4. Si a, est nulle a partir d’un certain rang, que dire de la série entiére E apz" et de son rayon

de convergence ?

5. ATTENTION : on ne peut rien dire sur la caractere borné de (a,R")nen, car I est de la forme
[0, R[ ou [0, R].

Exemple 1.1.1 1. Détermaner le rayon de convergence de Z 2",
n>0

2. Soit E a,z" une série enticre de rayon de convergence R. Quel est le rayon de convergence R’

de Z a,z*" ?

+00
1
Proposition 1.1.3 (Série géométrique) (CCP 19) Soit z € C. Si : |z| < 1, alors : Z 2" =
n=0

1—=z
Démonstration : Voir le cours sur les séries géométriques.

Exemple 1.1.2 Soit z € C tel que : |z| < 1.

1. Montrer que la famille (2*P137), ey est sommable et calculer sa somme S(z).
+00
2. Montrer que S(z) = Z d,z", avec d,, le nombre de facon d’écrire n = 2p + 3q, avec p,q € N.

n=0



Proposition 1.1.4 (Convergence de la série Z a,z") Z a,z" et R son rayon de convergence.
neN

1. e Pour|z| < R, la série Zanzn
e Pour |z| > R, la série Zanz"

2. e Sila série E apz" converge, alors

e Sila série E a,z" diverge, alors

Démonstration :

Remarque 1.1.3 1. Attention dans la preuve précédente, on ne peut pas dire directement que si
|z| < R, alors Z a,z" converge, car on ne sait pas si la suite (a, R") est bornée pour pouvoir
utiliser le lemme d’Abel.

2. La encore les inégalités sont strictes dans les hypotheses de 1..

Corollaire 1.1.1 (Rayon de convergence défini par la convergence de Z a,2") (Enoncé CCP 20
et 21) Le rayon de convergence R d’une série entiére Z a,z" peut s’écrire aussi :

R =sup{r € Ry, la série Z a,r" soit convergente (absolument)}.

Exemple 1.1.3 1. Nous avons vu dans le cours sur les séries que Z — converge absolument pour

tout z de C (a laide de la régle de D’Alembert) ainsi le rayon de convergence de cette série
vaut :

2. (CCP 20c) et 21)

(a) Soit (a,) une suite bornée telle que la série Z a, diverge. Quel est le rayon de convergence
de Z a,z" ?

n 1
(b) Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres Z(\/ﬁ) D" In (1 + 7) 2" et

n
n>1
Z cos(n)z" ?



Définition 1.1.2 (Exponentielle) Pour z dans C, définit ’exponentielle de z par : e* = Z —. Son

rayon de convergence vaut +00, car la série converge pour tout z de C (voir le cours sur les séries)

Remarque 1.1.4 1. Ceci peut servir de définition pour e avec z dans C. Nous verrons plus tard
que cette définition coincide bien avec la définition connue de [’exponentielle réelle ou complexe.

2. Nous avons montré dans le chapitre sur les séries a l'aide d’un produit de Cauchy que :
/ /
V2,7 € C, 7% = e%e”.

+oo 9
’ . n
Exemple 1.1.4 Déterminer ZO o
Définition 1.1.3 (Disque/ intervalle ouvert de convergence) 1. On appelle disque ouvert de conver-
gence de la série entiére Zanz" le disque ouvert D(0,R) = {z € C, |z| < R}, ot R est son
neN

rayon de convergence.
Si R =0, le disque ouvert est (), si R =400, c¢’est C tout entier.



2. On appelle intervalle (ouvert) de convergence de la série entiére Zanx” Vintervalle | — R, R|,

neN
ou R est son rayon de convergence.

St R =0, cet intervalle est vide, si R = +00, c’est R tout entier.

Remarque 1.1.5 Attention, sur le cercle {z € C, |z| = R}, on ne peut rien dire sur la convergence de
la série entiere.
Par exemple, montrer que les trois séries entiéres suivantes ont pour rayon de convergence 1, mais
. . , . z
sur le cercle {z € C, |z| = 1}, on ne peut rien dire sur la convergence des séries : E 2", E — et
n

2" s
E —, on a des comportements différents.
n

Définition 1.1.4 (Fonctions développables en série entiere (DSE)) Soit f : A — C, avec A une partie
de C.

Soit r € RY,.. On dit que f est développable en série entiere sur | —r,r| (avec ] —r,r[ inclus dans A) ou
sur D(0,7) (avec D(0,7) inclus dans A), s’il existe une série entiére Z a,z" de rayon de convergence
R supérieur ou égal a r telle que respectivement :

+00 +oo
Ve el —rr], f(z) = Zanx" ou Yz e D(0,r), f(z) = Zanz”
n=0 n=0

Dire que f est DSE au voisinage de 0 signifie qu’il existe v > 0 tel que f soit DSE sur | — r,r| ou
D(0,r).

Exemple 1.1.5 1. Montrer que x est décomposable en série entiere au voisinage de 0.

1+ 22

2. IMPORTANT. Soit f décomposable en série entiere sur | — R, R|, avec :

f@)

+o00
Ve €] — R, R[, f(x) = Zanx”, ol ag = a3 = ... = a,_1 = 0, montrer que g : T
n=0

prolonge en une fonction décomposable en série entiére sur | — R, R|.

et —1

Montrer que h : x +— se prolonge en une fonction décomposable en série entiere sur R.

XT



Remarque 1.1.6 Le premier exemple montre qu’une fonction peut étre décomposable en série entiere
sans l’étre forcément sur tout son intervalle de définition.

1.2 Opérations sur les séries entieres et rayon de convergence

1.2.1 Somme de deux séries entieres

Proposition 1.2.1 (Somme de deux séries entiéres) (Démo CCP 22) Soit Z a,z" et Z b, 2" deuz
neN neN
séries entiéres de rayons de convergence R, et Ry,. Alors la série entiére Z(an +b,)z" a un rayon de

neN
convergence R tel que . Lorsque R, # Ry, alors R =

Si on a z dans C avec |z| < , alors : Z(an +by)2" = Zanz" + anz".

neN neN neN

Démonstration :

Exemple 1.2.1 1. On suppose que la définition que l'on a donnée pour la formule de [’exponen-
tielle coincide avec l’'exponentielle connue. En déduire que les fonctions cos,sin, ch et sh sont
décomposables en séries entieres et on déterminera le rayon de convergence de celles-ci.

2. Donner le rayon de convergence R et la somme de Z ch(n)z".



Corollaire 1.2.1 (Somme de deux fonctions DSE) Si f et g sont développables en série entiére au
voisinage de 0, alors f + g l’est aussi.

1.2.2 Produit de Cauchy
Proposition 1.2.2 (Produit de Cauchy) (Enoncé CCP 19) Soit Zanz” et anz" deux séries

neN neN
entieres de rayons de convergence respectifs R, et Ry,. Alors la série entiére produit de Cauchy E 2",
neN
avec :
n

VneN, ¢,= Z apb,_r a un rayon de convergence R tel que :
k=0

400
De plus : Vz € C, |z| < :>chz”:
n=0

Démonstration : Pour |z| < min(R,, Ryp), les séries Z a,z" et Z b,z" convergent absolument, donc

neN neN
n

la série produit de Cauchy g d,, aussi avec d,, = g b, k2" % = ¢,2" et donc E cp2" converge

k=0 neN
+oo +oo +oo +o0
absolument et : Z 2t = Z d, = (Z anz”> . (Z bnz”>.
n=0 n=0 n=0 n=0
Exemple 1.2.2 1. (CCP 19)Donner le développement en série entiére a 'origine, de la fonction
de la variable complexe z m

n

2. Soit (D), une suite vérifiant : Dy =1 et : ¥n € N, nl = Z (Z) D, ;. On admet que D,, est

k=0
positif (cela sera prouvé dans le premier cours de probabilité)
+oo
D, .,
On note S(z) = Z e
n=0

(a) Montrer que le rayon de convergence de S vaut au moins 1.

—z

1—2z

(b) Montrer que pour z dans C avec |z| <1, on a : S(z) =



Corollaire 1.2.2 (Produit de deux fonctions DSE) Si f et g sont développables en série entiére au
voisinage de 0, alors fg l'est aussi.

1.2.3 Composition de série entiére (hors programme)

I1 n’y a pas de théoremes au programme sur la composition de séries entieres. On peut vous demander de
traiter des cas particuliers cependant. En général pour s’en sortir, il faut utiliser des familles sommables
avec deux indices. Voici un exemple :

Exemple 1.2.3 Montrer que f : x> e est développable en série entiére sur R.

1.2.4 La série entiére E na,z"

Proposition 1.2.3 (La série entiére Z na,z") Les séries entiéres Z apz" et Z napz" ont le méme
rayon de convergence.

Démonstration : Soit R le rayon de convergence de Z a,z" et R’ celui de Z na,z". Soit r dans R,
tel que r < R". On a alors : Vn € N*| |a,r"| = |an|r" < nla,|r" = |na,r"|. Comme la suite (na,r"),
est bornée, alors la suite (a,r"), est bornée. Ainsi on a : r < R. Ceci étant valable pour tout r tel que
r < R, alors en faisant tendre r vers R', on a : R’ < R.

: : r+ R :
Soit r dans R, tel que r < R. Soit ' = ———. On aalors 0 < r <7 < R. Soit n € N. On a :
/ " r\" (%) r r
|na,r"| = |a,rn (—,) . Nous avons : n <_/> = ne" /. Or comme : — < 1, alors : In (—/) <0
T r r T

. , . r .
et par croissance comparee, O1n a . lim ne”ln(r’) = 0 et dOHC . nanr” = o(anr’”). Par comparalson
n—-+o00

comme la série E a,r™ converge absolument, alors E na,r" converge aussi absolument et donc :

r < R'. En faisant tendre r vers R, on a alors : R < R’. Ainsi on obtient R = R'.

. Qn : R
Remarque 1.2.1 1. Ainsi E a,z" et g —2" ont aussi le méme rayon de convergence, car
n
n

an
n—z" = a,z".
n



2. Pour tout p dans N, on prouve par récurrence sur p que E nPa,z" et E apz" ont le méme
rayon de convergence.

Exemple 1.2.4 (CCP 20) Quel est le rayon de convergence R de la série Zn(’l)nz” 7

1.3 Comment déterminer un rayon de convergence ?
Voici les méthodes par ordre d’importance.
1.3.1 Regle de D’Alembert

En considérant la proposition 1.1.4, on peut utiliser la regle de d’Alembert pour voir quand la série
Z a,z" converge absolument. Ceci est assez pratique lorsque dans a,, il y a des produits ou des puis-

n+1 n+1
. . . . +1% o . An412
sances, qui se simplifient par quotient [ | . Ensuite il faut trouver z tel que lim |n—| <1
|anz"| notoo |anz"|
+1
A 2"
et lim [ | > 1.
n—-+o0 |a,nzn|

Proposition 1.3.1 (Rayon de CV de Z n“z") Le rayon de convergence de Z n®z", avec a € R est

Démonstration :

1
Exemple 1.3.1 1. (CCP 20) Donner le rayon de convergence de : Z 5 22t

()

2. Donner le rayon de convergence de : E n"z".

[
|an|
Montrer que les séries entieres E a,x" et E (n+1)a,12™ ont le méme rayon de convergence

R.

3. (CCP 23) Soit (an)nen une suite complexe telle que la suite ( ) admet une limite (.
neN



1.3.2 Comparaison avec des séries entieres plus simples

Donnons une proposition qui permet de comparer le terme général d'une série entiere avec le terme
général d’une série entiere plus simple.

Proposition 1.3.2 (Comparaison de séries entiéres) Soit (a,)nen €t (bn)nen deux suites numériques,

soit R, et Ry les rayons de convergence de Zanz” et anzn respectivement.
neN neN
Si a, = O10(by), alors

St a, ~io by alors

Démonstration : On suppose que a, = O (by).

a
Si:a, ~ by, alors: lim — = lim — =1, alors les suites (a,/b,) et (b,/a,) sont bornées (car elles
n—-4o0o n—-+oo (07

n
convergent) et on a : a, = O(b,) et b, = O(a,) et ainsi grace au premier point R, > R, et R, > R,.

Remarque 1.3.1 1. Sia, = 0100(by), alors

2. On voit que dans Z a,z", plus a, est petit, plus le rayon de convergence peut étre grand.

Exemple 1.3.2 Quel est le rayon de convergence de :

q
1. Z P(n)z" avec P = Z ar X"® un polynéme de degré q.
k=0

2

1 n
2.3 anz", =(1-=) .
anp 2 avec a ( n)

3. a,z", avec a, = Arctan (n%), avec a dans R.
) )



nt

1
e
4. Z a,z", avec a, = / dt. On donnera d’abord un équivalent de a,,.
0

1+1¢

1.3.3 Utilisation d’inégalités grace a la définition et aux propriétés de base

Utiliser les propositions 1.1.2, 1.1.4 et 1.3.2 afin d’obtenir deux inégalités pour les rayons de converge-
nece. Nous avons déja vu dans les exemples 1.1.3 et 1.2.4 I'exploitation de ces idées.

Exemple 1.3.3 Déterminer le rayon de convergence R de Zanzn, avec a, la n-éme décimale de v/2.

2 Régularité de la somme

Soit R € R%. On note D(0, R) = {z € C, |z| < R} (appelé disque fermé).

2.1 Convergence normale

Proposition 2.1.1 (Convergence normale) Soit E a,z" une série entiére de rayon de convergence R.

Soit p € [0, R[. La série de fonctions z — Z anz™ converge normalement sur D(0, p).

Démonstration :

Remarque 2.1.1 1. Pour tout (a,b) €] — R, R[* tels que a < b, la série entiére Zanx” est nor-
malement convergente sur [a,b]. On a donc la convergence uniforme sur |a, b].



2. ATTENTION, ceci n'est valable que sur tout disque fermé inclus dans le disque ouvert D(0, R)
ou tout segment [a, b] inclus dans U'intervalle ouvert | — R, R|.

Trouwver un exemple de série entiére qui n'est pas normalement convergente sur | — R, R|, avec
R € R son rayon de convergence.

2
Exemple 2.1.1 1. (CCP 15) Soit p € RY.. La série de fonctions Z n—lz” est-elle uniformément
n!

convergente sur D(0,p) ?

2. On consideére une série entiere g anz" de rayon de convergence R > 0. Pour z dans C, avec
+00

|z| < R, on pose f(z) = Zanz".
n=0
2

= — re!e 0q0.
= [ e
(b) On suppose que f est bornée sur C et R = +oo. Montrer que f est constante.

(a) Soit r tel que : 0 <r < R. Montrer que : Vp € N, a,r?

2.2 Continuité

+oo
Proposition 2.2.1 (Continuité sur R ou C) Soit Zanz” une série entiere et R le rayon de conver-
n=0
gence de la série entiére. Alors :

“+o00

1. f:zm Zanz” est continue sur D(0, R).
n=0



+00
2. fixm— Zanx” est continue sur | — R, R|.
n=0
Démonstration : Montrons le premier point.
AR'+’ZM
2
Pour tout n de N, u, est continue sur D(0,7). Comme r < R, on a la convergence normale de Z Up

Soit n € N et on pose u, : z +— a,z". Soit zy € D(0, R). On pose r = .Ona: |z <r<R.

sur D(0,7), donc sur D(0,7). Ainsi Z uyp, est continue sur D(0,r), donc sur un voisinage de zj. Cela
étant vrai pour tout zy de D(0, R), on a la continuité sur D(0, R).

Remarque 2.2.1 1. S Z a, R" converge absolument, alors

2. Soit E a,z" une série entiere de rayon de convergence R. St ap = a; = ... = a,—1 = 0, alors
+o0 n
—0 Un . . . .
g: s =0=0 qui est continue sur | — R, R[\{0} se prolonge en une fonction continue sur

x
| — R, R| en posant g(0) =

“+00
3. Soit f:x— Z a,x" une fonction décomposable en série entiére sur|— R, R[. Le développement

n=0
limité de f a lordre p au voisinage de 0 est donné par :

Le DSE d’une fonction f sur |— R, R[ s’apparente a un DL « d’ordre infini » en 0 (les coefficients
sont les mémes par unicité du DL) mais il y a une différence notable : un DL en 0 n’a qu’un
caractere local (approximation de f quand x tend vers 0), alors que le DSE posséde un caractére
global (il donne une représentation exacte de f sur tout | — R, R][).

+00 +oo
Proposition 2.2.2 (Identification des coefficients) Soient S(z) = Zanz" et T(z) = anz” deux
n=0 n=0

séries entieres. Soit r inférieur auzr rayons de convergence de S et T et tel que :
Vo €]0,r],S(z) = T(x). Alors :

Démonstration : Soit p € N. Grace a la remarque précédente, sur un voisinage de 0 par valeurs

P P
supérieures, on a : E ax" + o(xP) = g b,x™ 4+ o(x?). Par unicité du développement limité, on a :
a, = by.

Corollaire 2.2.1 (Unicité du DSE) Toute fonction décomposable en série entiere admet une unique
décomposition.

n

Exemple 2.2.1 Soit (D,,) une suite telle que Dy =1 et : ¥n € N, nl = Z (Z) D,,_i.. Déterminer la

k=0
suite (D).



Remarque 2.2.2 IMPORTANTE : Le DSE d’une fonction paire (resp. impaire) est constitué de puis-

+o0
sances paires (resp. impaires). En effet si f(x) = Zanx" sur | — R, R[, alors si [ est paire (resp. im-
+Oon:0 oo
paire), alors : Vx €] — R, R[, f(z) = f(—z) = Z(—l)kakxk (resp.f(x) = —f(—x) = Z(—l)kﬂakxk)

k=0 k=0
et donc par unicité du DSE, on a : Yk € N, ap = (—1)*ay (resp.ar, = (—=1)*"ay,) et donc ar, = 0 si k
est impair (resp. pair).

Nous pouvons étudier le prolongement par continuité d’une série entiere au bord de l'intervalle de
convergence, grace au théoreme suivant.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme d’Abel radial) Si Z anz" a pour rayon de convergence R dans R et si
ZanR” converge, alors

+oo
Démonstration : (HORS PROGRAMME) En posant f: z — Z a,x", quitte a considérer

n=0
+oo

x+— f(Rx) = Z a, R"z" au lieu de f, on peut supposer que R = 1.

n=0
—+00

On note R, = E ap, pour n € N, qui existe en tant que reste d’'une série convergente.

k=n-+1
Soit € € RY.

Comme hm R, =0, 1leX1steNENtelque Vn > N, |R,| <e.

n—-+o0o

Soit € [0,1[. On a : Zakx —Zak Zak:c - 1) i arx® — Ry. On a :

k N+1
“+oo “+o0o
ORI D ITERPAY D P S ¥0 5 |-
k=N+1 k=N-+1 k=N+1 k=N-+1 k=N+1
+oo +oo +oo
(I— 1) Z RkZL’k+RNZEN+1‘ S (l‘— 1) Z kak + |RNZ‘N+1} S (l’— 1) Z kak + |RN’ S
k=N+1 k=N+1 k=N+1
“+oo
(x—1) Z Ryx"| + &, on peut séparer la somme Z (Rp—1 — Rp)z" car (R,) est bornée et
k=N+1 k=N+1
|| < 1 (grace a la remarque 1.1.2, le rayon de convergence de ZRn:E” vaut au moins 1). Or
+oo +00 +oo
(@—1) > Rab|<(1-2) Y [Refa"<(1—2) Y erf=eaV<e
k=N+1 k=N+1 k=N+1
+00
Ainsi Z apz’| < 2e.
k=N+1

N
Par ailleurs lim (Z ap(xF — 1)) =0 (on a une somme finie), donc il existe  €]0, 1] tel que :
0

r—1—



N

g ak:p -1)
k=0
“+oo
apl — Qg

l-n<z<l=

—+00 —+00
Onadonc:l—n§x<1=> < 4e. Ainsi lim Zanx”:Zan.
n=0 n=0

z—1—

Remarque 2.2.3 Ainsi nous avons un critére pour prolonger par continuité une série entiére sur
| — R, R].

. (1)
Exemple 2.2.2 (CCP 18) Soit S :x — Z —
n

n=1

Montrer que S est continue sur | — 1, 1].

2.3 Dérivation et applications

2.3.1 Dérivation d’une série entiere
+00

Proposition 2.3.1 (Dérivation) (Démo CCP 19 et 23) Soit f : x +— Zanx" une série entiere et
n=0

R le rayon de convergence de la série entiere. Alors f est de classe C' sur]— R, R|, et on a :

+oo +o00
Vo €] — R, R[, f'(z) = Znawt"’l = Z
n=1 n=0

De plus f et f ont le méme rayon de convergence.

Démonstration :

3r +7
(z+1)%
(a) (CCP 2) Décomposer f en éléments simples.

(b) (CCP 2) En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type |—r,r],
avec r > 0. Préciser ce développement et son domaine de validité D.
+oo
(¢) Donner le rayon de convergence et la somme de Z(—l)”“(n + 1)t
n=0

Exemple 2.3.1 1. On pose f:x

(d) Pour tout x de R, calculer Z D" (n+ 1)z?e.



2. Soit a € R\ N. On veut montrer que la fonction f : x +— (1 + )% est décomposable en série
entiére sur | — 1,1].
(a) Montrer que cette fonction est solution de ’équation différentielle d’ordre un.

(b) Chercher toutes les solutions développables en série entiére de l’équation différentielle pré-
cédente.

(c) Quelle sont les solutions précédentes h telles que h(0) =17

(d) Donner le développement en série entiére de x — (1 + z)°.



+oo  op +oo 2n+1

x x
3. On rappelle que : Vx € R, ch(z) = et : Vo € R, sh(x) = —— . Montrer a
> e
Vaide de ceci que : Vo € R, sh'(z) = ch(x)

2.3.2 Application : primitivation des séries entieres

Soit Z anx™ une série entiere de rayon de convergence R dans RY. Pour tout  de | — R, R[, comme
+oo

on a convergence normale et donc uniforme de x — Z a,z" sur le segment [0, ] (si x > 0) ou [z, 0]
n=0

(six < 0), car il est inclus dans D(0, R), et que chaque terme de la série est continu sur [0, z] ou [z, 0],
alors on peut primitiver terme a terme :

—+00

z [+ +oo - oo
/0 (; ant”) dt = ;/0 at"dt = ; ncf: 1xn+1 _ Z a,;l_lxn_

n=1




Exemple 2.3.2 Montrer que les fonctions sutvantes sont aécomposables en série entiere dont on aeter-
manera le rayon de convergence.

1. g(x) = Arctan () :

2. f(z) =In(l +z) -
1 1 =
On a:Vz €] —1,1], f'(z) = T 1o = = nz%(—l)”m”, Or Z(—l)”x" converge St
et seulement si |x| < 1, donc le rayon de convergence de f" vaut 1. Soit x €] — 1,1[. Comme
[0,2] (si x> 0) ou [x,0] (si x < 0) sont inclus dans | — 1,1[, on a donc convergence normale
+o00
et donc uniforme de t +— Z(—l)”t” sur [0,x] ou [x,0]. De plus pour tout n de N, la fonc-
n=0
tion t (—1)"15” est continue sur [0,x] ou [x,0]. On peut donc pm’mitz’ver terme a terme :
+oo n n+1
f(z ) + Z/ D)"t"dt = Z ( = Z . Ainsi f est décomposable
n=0
en série entiere sur] — 1,1] et le rayon de convergence de f vaut 1, car f et f ont le méme

rayon de convergence.

& (-
En déduire que : In(2) = Z ——

n=1

(attention, on réfléchira avant de dire des bétises...).

2.3.3 Dérivées d’ordre supérieur

Proposition 2.3.2 (Dérivées supérieures d’une série entiere) (Démo CCP 2) Soit f la somme de

la série entiere Z a,x", de rayon de convergence R > 0. f est de classe C* sur | — R, R| et, pour tout
neN

k€N, onaVee]—R,R[, f¥)=
et f et f ont le méme rayon de convergence R.

Démonstration : On montre par récurrence sur k que f est de classe C* sur | — R, R[ et que sa dérivée
k-éme est donnée par la formule ci-dessus et que son rayon de convergence vaut R.

Pour k£ = 0, c’est la continuité d’une série entiere.

Soit £ € N et on suppose la propriété vraie pour ce k. Ainsi :



+oo
Ve €| - R,R[, f®(z)= Z(m +k)(m+k—1)...(m+ 1ay,srx™ et le rayon de convergence de

m=0
cette série entiere vaut R.

Corollaire 2.3.1 (Une fonction DSE est C*°) Toute fonction développable en série entiére sur
| = R, R[ est de classe C* sur cet intervalle et ses dérivées successives sont aussi DSE sur | — R, R|.

et —1

Exemple 2.3.3 1. IMPORTANT Monter que h : x —

se prolonge en une fonction de classe

. X .
C™ sur R, puis montrer que g : v — ——— l'est aussi.
e

2. (CCP 19 pour p =2) Montrer que f : x m, avec p dans N, est décomposable en
—x

série entiere sur | — 1,1] et donner son développement.

xT

e
Remarque 2.3.1 Dans [’exemple précédent, pour montrer que x > est continue en 0, cela se fait

x
bien directement, mazis les choses se compliquent ensuite pour les dérivées successives, car [’expression
de ™ est compliquée. La décomposition en série entiére se révéle ici trés efficace.

2.4 Série de Taylor d’une fonction développable en série entiere

Proposition 2.4.1 (Expression du DSE) (Démo CCP 2) Soit f une fonction admettant une décom-

position en série entiére sur |— R, R[ sous la forme x — Z a,x™. Alors f est de classe C* sur|—R, R|

neN
et, pour tout k € N, on a a =

Ainsi :Vx €] — R, R[, f(x) =

Démonstration :



Définition 2.4.1 Soit f : I — C une fonction développable en série entiere au voisinage de 0. La série

() (0
entiere Z / '( )

n

2" est appelée série de Taylor de f en 0.

Remarque 2.4.1 1. Cette derniere proposition nous permet de retrouver ['unicité de la décompo-
sition en série entiére car il n’y a qu’une formule possible pour les ay.

2. ATTENTION! Si f est une fonction de classe C* et méme si sa série de Taylor a un rayon de
convergence strictement positif, il est possible que f ne soit pas DSE (c’est-a-dire que f ne soit
pas égale a la somme de sa série de Taylor).

Cela veut donc dire qu’étre DSFE est plus plus fort qu’étre de classe C*.

eV s g #0

0 G r0 Dans le

Donnons un contrexemple. Soit f définie sur R par : f(z) = {

chapitre 5, nous avons vu que f est de classe C*° sur R et que : Vn € N, f(”)(O) = 0. f est-elle
décomposable en série entiere sur R ¢

Exemple 2.4.1 (CCP 2)

3 7
Tt 5 de Uezemple 2.5.1. Déterminer FP0) pour tout p de

(x+1)

1. On reprend la fonction f : x

N.

2. Donner un développement limité a ['ordre 3 en 0 de f.

Remarque 2.4.2 Soit f de classe C* sur | —r,r[. Soit x €] —r,r[. La formule de Taylor Lagrange avec
reste intégrale en O de f a l'ordre n s’écrit :

Ainsi [ est développable en série entiére sur | — r,r| si et seulement si

On passera souvent par l'utilisation de linégalité de Taylor-Lagrange :

Exemple 2.4.2 1. Montrer que la fonction exp est DSE sur R.
2. Montrer que f : x +— ' est aussi DSE sur R.

+oo 4
A .
3. Retrouver que : Vz € C, e* = E — et en partant de la définition e = e"e" si z = x + 1y, avec
n

n=0 "

x ety réels.



3 Développement en série entiere : méthodes

3.1 Développements usuels en série entiere

Résumons les developpements en série entiere a connaitre et que 'on a démontré précédemment.

Soient z € C, z € R et a € R.

+oco

+00
x2n+1

amg:Z@w@;m

n=0

cos(r) = Z(—l)”(;nn)'
zzg 2n+1

shw) = ; 2n + 1)

ch(z) = ZO (;n)'

, R =400
, R=+00
, R =400
, R =400
, R=+40

1 =,
= z
1—2
n=0
+00 T
In(1 =) (=1)*!
al+a) =3
oo 4
—In(l1—2z) = T
n
n=1 N
o (a—n+1
(1+2)” :1—1—2 ( - )x"
n=1 )
+oo p2ntl
MMmgzgpn%H

Exemple 3.1.1 Montrer que : Vt € R, ch(t) < e''/2.

 R=1
 R=1
 R=1
 R=1
 R=1



3.2 Comment développer une fonction en série entiere !
3.2.1 Opérations

On peut utiliser les opérations de somme et produit de séries entieres. Voici deux exemples pour la
somme et pour le produit on regardera les exemples 1.2.2 et 2.2.1 qui utilisent le produit de Cauchy.

Exemple 3.2.1 1. Développement en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de
convergence, de : x — sin®(x) cos(z).

2.(a) (CCP 22) Développement en série entiére au voisinage de 0, en précisant le rayon de
convergence, de : [z~ In(l+ z) + In(1 — 2z).
1
(b) Méme question pour g : x +— In (5 — ; — x2>,
(c) (CCP 22) La série entiére de f converge-t-elle pour v =1/4¢x=1/2%2x=—-1/27¢
En cas de convergence, a-t-on la continuité en ces points ?

Comme Z a,(—1/2)" converge, alors par le théoréme d’Abel radial,



—+00

+0o0
x_l)izrll/Q;an:c” = ;an(—lﬂ)” = f(=1/2) et donc on a la continuité en —1/2.

f est continue sur | —1/2,1/2[, donc en 1/4.
3.2.2 Changement de variables

Reconnaitre un DSE classique a 'aide d’un changement de variable.

Exemple 3.2.2 1. Développer x — a®, avec a > 0 en déterminant le domaine de validité.

1 , 1
, PULS T >

2. Soient a,b € C*, avec a # b. Décomposer en série entiére x —
r—a (x —a)(z —b)

en déterminant le domaine de validité.

3.2.3 Dérivations et intégrations

1

Pour la dérivation, reprendre 'exemple 2.3.3 avec [ : x — (1—>p.
-

Pour l'intégration :
Exemple 3.2.3 1. (CCP 51)

(a) Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 de t +— en précisant

1
Vit
son rayon de convergence.
(b) En déduire que Arcsin est développable en série entiére au voisinage de 0 et déterminer son
développement en précisant le rayon de convergence.
+o0
(c) Montrer la convergence puis donner la valeur de Z
n=0

(2n)!
(n1)224(2n + 1)




2. Soit f: x +— Arctan (1 + ).

= T LY L Sy )
(a) Montrer que : f'(z) = 5 n:o(_l) ((1 t i) - 1- Z')n+1) = Z (\/§)n+1 t

pour x variant dans un intervalle a préciser.

n=0

(b) Développer en série entiere f et préciser son rayon de convergence.



3.24 Equations différentielles

L’idée est de chercher une équation différentielle vérifiée par notre fonction et d’injecter E a,x" dans
notre équation en utilisant les formules de dérivation d’une série entiere.

Exemple 3.2.4 Soit f:x— 63:2/2/ e 24t
0
1. Montrer que f est solution d’une équation différentielle a déterminer.

2. Justifier que f est développable en série entiere sur R et donner ce développement.

3.2.5 Utilisation des formules de Taylor

On utilise plus rarement cette méthode. Voir la méthode de la décomposition en série entiere de la
fonction exp.

“+oo
Exemple 3.2.5 Soit a €] — 1,1[. On pose : f(z) = Zsin(a"x).
n=0

1. Montrer que f est définie sur R.
1

1= la|

3. En déduire que f est développable en série entiere sur R en utilisant une formule de Taylor.

2. Montrer que f est de classe C* et que pour tout k € N* et tout z € R, on a : |f¥ (z)| <



Remarque 3.2.1 Un argument de sommabilité comme dans [’exemple 1.2.3 était valable.

3.3 Comment reconnaitre un développement en série entiere ?
3.3.1 Opérations
Exemple 3.3.1 Rayon de convergence des séries entieres suivantes et expression de la somme sur R.

I.n
1. _—
nZZI n(n+1)



3.3.2 Changement de variables

Reconnaitre un DSE classique a ’aide d’un changement de variable.

+o00 2
371 n
Exemple 3.3.2 1. (CCP 47) Apres avoir déterminé le rayon de convergence, calculer : E *
n
n=1

2. (CCP 24)
+00 n
(a) Déterminer le rayon de convergence de S(x) = ; ) puis exprimer S(x).
1 st x =0
(b) Soit f(x) =< ch(y/x) st x>0 . Montrer que f est de classe C* sur R.

cos(v—x) si x<0



3.3.3 Dérivations et intégrations
+oo 3
Exemple 3.3.3 (Pour la dérivation :) Déterminer g—n

n=1

1

158 en éléments simples sur R.

Exemple 3.3.4 (Pour lintégration :) Décomposer

+to0  1\n,.3n+1
Calculer f(zx) = Z (=1

n=0

pour x dans un intervalle a préciser.
an+1



