Chapitre 11 : Variables aléatoires discretes I
MP Chaptal

Dans ce chapitre, (£2,.4, P) désigne un espace probabilisé.

1 Définitions

1.1 Variables aléatoires discretes

Définition 1.1.1 (Variable aléatoire discréte ) 1. On appelle variable aléatoire discréte sur €2 a
valeurs dans E (un ensemble) toute application X de ) dans E telle que :

e L’image X () est au plus dénombrable (fini ou dénombrable).
e Pour tout x de X(S2), image réciproque X *({x}) appartient a la tribu A.
2. Pour toute partie A de E, 'événement X (A) est noté {X € A} ou (X € A). Dans le cas ot
A est un singleton {x}, on emploie plutét les notations {X = x} ou (X = x).

3. Dans la plupart des situations, E est un sous-ensemble de R et on dit dans ce cas que X est
une variable aléatoire réelle. Dans ce cas, si A =] — 0o, x] pour un certain x de R, on emploie
plutot les notations {X < x} ou (X < z). Pour les autres intervalles, nous avons le méme type
de notations.

4. St E=R", alors X = (X, ..., X,) est appelé vecteur aléatoire. Pour i dans [1,n], les X; sont
des fonctions définies sur § a valeurs réelles

Remarque 1.1.1 1. Une wvariable aléatoire est donc une application (et pas une variable) et elle
n’est pas aléatoire!!
2. Ainsi X (Q) peut s’écrire X (Q) = {x1,...,x,} si X(Q) est fini ou X(Q) = {x,, n € N} s1 X(Q)
est dénombrable.
8. IMPORTANT (X = x).ex(q) est un systéme complet d’événements de S).

Proposition 1.1.1 (Image réciproque d’un ensemble) Soit U C X (Q). Alors X *(U) est aussi un évé-
nement.

Démonstration :

Proposition 1.1.2 (Variable aléatoire f(X)) Soit X : Q — E une variable aléatoire discréte et
f: E — E" une application. Alors f o X est une variable aléatoire que ’on note f(X).

Démonstration : Nous avons f(X)(Q2) = f(X(R2)) = {f(zn), n € I}, si on note X(Q2) = {x,, n € I},
avec I un ensemble fini ou I = N. Ainsi f(X)(Q) est au plus dénombrable. Soit 2’ € f(X)(€2). Nous
avons : f(X)"'({a'}) ={w € Q, f(X(w)) =2} ={w € Q, X(w) e f'({z'H} =X (f({z"}) N X())

qui est dans A grace a la proposition précédente, car X est une variable aléatoire discrete.



1.2

Lol d’une variable aleatoire

Définition 1.2.1 (Loi de probabilité de X) Soit X : Q@ — E une variable aléatoire discréte. On pose :

) X(Q) [0,1]
PX'{ T : P(X =2)

On a aussi : YA € P(X(Q)), P(X € A) =
On pose : VA € P(X(Q)), Px(A) = P(X € A).
Px est appelée loi de probabilité de X .

Proposition 1.2.1 (Loi de probabilité définit une probabilité) L application

P {

P(X(Q2) — [0,1]

A o P(X € A) définit une probabilité sur (X (), P(X(Q2))).

Démonstration : La tribu que 'on considere sur X (§2) est P(X(R2)), car X (Q2) est au plus dénombrable.

e Px est a valeurs dans [0, 1], car P est a valeurs dans [0, 1].
o Py(X ( ) =P(X € X(2)) =1, car (X € X(Q) est toujours réalisé.)
e Soit (A;)nen une suite d’ evenements deux a deux disjoints de X (£2), on a :
Px( U Ap) = PHw e Q, X(w U A,) U{w €Q, X(w) € A,}). Comme les A,, sont
neN neN neN
deux & deux disjoints, alors la réunion U {w e Q, X(w) € A,} Test aussi et donc :
neN
E .
Px(|J An) ZP{weQX )€ A)) = ZPXGA => Px(4
neN n=0
Remarque 1.2.1 1. Donner la loi d’une variable aléatoire, c’est donner X(Q) = {xo,...,Tn,...}

(espace de départ de Px) puis les P(X = x;) pour tout i de N (les valeurs de Px(x;)).

On a: Z P(X =x)=1, car (X = 2),ex(q) forme un systéme complet d’événements.
zeX(Q)

Une variable aléatoire permet de transporter la probabilité P définie sur ) vers une probabilité

sur les valeurs de X. On s’intéresse plus qu’aux valeurs de X et on raisonne sur un espace

probabilisé plus restreint (X (), P(X(R2)), Px), mais qui nous donne juste l'information dont

on a besoin. Ainsi lorsque l'on étudie une variable aléatoire, on ne s’intéresse pas vraiment a

Uespace probabilisé de départ (€2, A, P).

Ainsi lorsqu’une expérience modélise une succession infinie d’expériences succes-échecs indé-
pendantes, nous avons eu des difficultés pour définir un espace probabilisé adéquat. Mais si on
s’intésse par exemple a la variable aléatoire X donnant le moment du premier succes, qui est
a valeurs dans N* U {400}, on déplace la difficulté sur X(Q2) qui est dénombrable et il est plus
simple de définir un espace probabilisé sur X ().

N — N'U{+o0}
En effet N* U {+o0} est bien dénombrable, via la bijection no n st neN*

+oo st n=0

Ainsi on déplace le probleme sur un espace de taille plus petite contenant seulement [’informa-
tion dont on a besoin, ce qui permet de s’affranchir de la difficulté théorique posée par [’espace
de toutes les expériences infinies succes-échecs.

1l est parfois utile d’étendre le domaine de la loi de probabilité a un ensemble contenant stric-
tement X (Q), en convenant que P(X = x) =0 si x n’est pas dans X ().

Mais attention, si réciproquement, on a P(X = x) = 0, cela ne veut pas nécessairement dire que
la valeur x n’est pas atteinte par X. Cela signifie que [’événement (X = x) est quasi impossible.

Définition 1.2.2 (Variables aléatoires de méme loi) On dit que deuz variables aléatoires disctrétes X
et Y ont méme loi si Px = Py. On note alors X ~ Y.



Remarque 1.2.2 1. ATTENTION : deur variables atéatorres peuvent avoir la meme Lot sans etre
égales. Par exemple on lance une piece équilibrée. Soit X la variable aléatoire qui vaut 1 si on
tombe sur pile et O si on tombe sur face. On pose Y =1 — X. Alors X et'Y ont la méme loi

sans étre égales.
En effet Y vaut 1 si on tombe sur face et 0 si on tombe sur pile. Ainsi
P(Y =0) = P(X =0) =1/2 (autant de chances d’avoir pile ou face) et
PY=1)=PX=1)=1/2.
2. Xq,..., Xy, ... sont dites identiquement distribuées si elles ont toutes la méme loi.

3. 51 X ~Y, alors X etY ne sont pas forcément définies sur le méme espace probabilisé.

Exemple 1.2.1 1. X : Q — {c} est une variable aléatoire constante. Une variable aléatoire X est
quasi constante ou certaine s’il existe xg € X () tel que P(X = xo) = 1, ce qui signifie que :
Ve X(2)\ {zo}, P(X =2)=0.
2. Soit X wune variable aléatoire réelle. Déterminer lim P(X <z) et lim P(X < z).

r—r-+00 T——00

3. (CCP 100) Soit A € R’.. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que :
Vne N, P(X =n)=

nn+1)(n+2)
1
X(X+1)(X+2)

(a) Décomposer en éléments simples

(b) Calculer \.

4. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 a n et m boules noires numérotées de 1
am. On tire une a une et sans remise toutes les boules de 'urne. Soit X la variable aléatoire
indiquant le nombre de tirages effectués jusqu’au retrait de la premiere boule blanche et Y la



variable atéatorre 1ndiquant le nombre de tirages effectues jusqu’aw retrait de la premiere boule
numérotée 1.

(a) (CCP 109, adpater avec m = 2) Déterminer la loi de X.
(b) (CCP 109, adpater avec m = 2) Déterminer la loi de Y.

q
k 1
(¢c) En déduire que pour p,q dans N*, avec : p < gq, on a : Z ( ) = (Q+ )

= \P p+1



5. On effectue une série de lancers a’une piece, avec une provabiité p a’avoir Pile. Soit X la
variable aléatoire comptant le nombre de lancers nécessaires afin d’obtenir exactement r Pile,
avec r € N*. Déterminer P(X = n), pour n dans N.

6. Un joueur préleve n boules successivement avec remise dans une urne contenant N boules nu-
meérotées de 1 a N. On considére les variables aléatoires réelles Y et Z égales respectivement
au plus grand et au plus petit numéro des n boules prélevées. Donner les lois de Y et Z.

Proposition 1.2.2 (Loi de f(X)) Soit X une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) et f une appli-
cation définie sur X (). La loi de f(X) est donnée par :

Yy € f(X)(Q), P(f(X) =y) =

Démonstration : Soit y € f(X)(2) = f(X(R)). On a : (f(X) =
fweQ Xw) e ({yh} = (X € F({y)) = (X =)
zef~1({y})
dénombrable, car c¢’est un partie de X (£2) qui est dénombrable. Ainsi U (X = z) est une union
ze€f~1({y})

y) ={w e Q, f(X(w)) =y} =
L’ensemble f~'({y}) est au plus

au plus dénombrable et disjointe.

Proposition 1.2.3 (X ~ Y = f(X) ~ f(Y)) Soient X etY deux variables aléatoires discrétes de méme
loi, définies sur respectivement (21, Ay, Py) et (9, Ag, Ps).
Soit f une application définie sur X (1) =Y (Qy). Alors on a f(X) ~ f(Y).

Démonstration : Tout d’adord, on a bien : f(X)(Q) = f(Y)(22), car X () =Y (Qy) = Z.

Soit z € Z. Grace a démonstration de la proposition précédente,

(f(X) =2) = U (X =x)et (f(Y) =2) = U (Y = z). Les unions précédentes étant
zef~1({z}) zef~1({z})



disjointes, alors P(f(X) = z) = P(X =z2) = Z P(Y =z)=P(f(Y) = z), car X et

Y ont la méme loi.

2 Lois usuelles

2.1 Lol uniforme

Définition 2.1.1 (Loi uniforme) Soient X une variable aléatoire et E un ensemble fini. On dit que X

suit la loi uniforme sur E, si : 1
V€EE, P(XIG)IE

Dans ce cas pour tout A de P(E), on a : P(X € A) =
On note U(E) cette loi et on écrit X ~ U(E).

Cette situation se rencontre lorsque 1'on effectue des tirages équiprobables sur un espace fini, ce qui
est souvent le cas lorsque 'on effectue un tirage au hasard.

Exemple 2.1.1 On répéte le lancer d’un dé (que l'on suppose équilibré) a 12 faces jusqu’a ce que le

dé produise un résultat pair que l’on divise finalement par 2. La variable aléatoire X prend la valeur
obtenue. Quelle est la loi de X ¢

2.2 Lol de Bernoulli

Définition 2.2.1 (Loi de Bernoulli) Soit p € [0,1]. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de
Bernoulli de parametre p si

On note B(p) cette loi et on écrit X ~ B(p).

La loi de Bernoulli modélise toute expérience a deux issues que 1'on appelle succes ou échec. X vaut 1
en cas de succes et 0 en cas d’échec.

Exemple 2.2.1 1. Soient (Q, A, P) un espace probabilisé et A € A un événement de probabilité p.

Q — {0;1}
Alors 14 : 1 si €A estune variable aléatoire discréte,
v 0 st z¢A

car 14(2) = {0,1} est fini et 1,7 ({1}) = A et 1,}({0}) = A sont dans A.

De plus 14 ~

Ainsi une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli modélise toute expérience ot un €vé-
nement A se produit avec une probabilité p et ne se produit pas avec une probabilité 1 — p.



n

2. Soient Ay, ..., A, des événements de 2. Que représente la variable aléatoire Z 1a, ?
k=1

3. Un ascenseur amene m personnes a n €étages, chaque personne s’arrétant a un étage de facon
indépendante et équiprobable. Soit i € [1,n] et on pose X; la variable aléatoire qui vaut 1 si
lascenseur ne s’est pas arrété a l’étage i et 0 sinon. Quelle est la loi de X; ?

2.3 Loi Binomiale

Définition 2.3.1 (Loi Binomiale) Soient n € N* et p € [0,1]. On dit qu’une variable aléatoire X suit
la loi binomiale de paramétres (n,p) si

On note B(n,p) cette loi et on écrit X — B(n,p).

Une expérience peut se modéliser avec une loi binomiale B(n,p) lorsque 'on effectue n expériences
aléatoires indépendantes a deux issues : succes et échec avec une probabilité p d’avoir un succes et
donc une probabilité 1 — p d’avoir un échec. Dans ce cas la variable aléatoire X compte le nombre de

succes lors de ces n expériences.

Remarque 2.3.1 Si on a X — B(n,p), alorsn — X —

Exemple 2.3.1 1. (CCP 95) Une urne contient 2 boules blanches et 8 boules noires. On effectue
cing tirages successifs avec remise. Chaque boule blanche tirée rapporte 2 points et chaque boule
noire tirée fait perdre 3 points. On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules
blanches tirées et Y le nombre de points gagnés. Déterminer les lois de X et Y.

2. Une puce se déplace sur un axe gradué. Elle part de 0. A chaque étape, elle se d’une unité a
gauche ou a droite de facon équiprobable. Chaque déplacement est indépendant des autres. Soit
n € N* et on pose X,, la variable aléatoire qui vaut 1 si lors de la n-éme étape la puce s’est

déplacée a droite et —1 sinon. On pose S,, = ZXk.
k=1

(a) Que représente S, ? Exprimer S, a l'aide d’une variable aléatoire Y, suivant une loi B(n,1/2).



(b) A I’étape n, quelle est la probabilité d’étre en O ¢ A une abscisse strictement positive ¢

2.4 Loi géométrique
Soit p €]0; 1]. Dans ce paragraphe, on posera ¢ =1 — p.
Définition 2.4.1 (Loi géométrique) Soit (2, A, P) un espace probabilisé et p €]0;1]. On appelle va-
riable aléatoire géométrique de paramétre p une variable aléatoire X telle que X (1) = N* et
Vke N, P(X =k =p(l-p""=p"
On note X ~ G(p), et l'on dit que X suit une loi géométrique de paramétre p.

+o0
Remarque 2.4.1 On a bien Zp(l —pht =
k=1

Exemple 2.4.1 (CCP 102) Si X ~ G(p), alors :
1.VneN, P(X >n) =

2. Vn e N, P(X <n)=

Proposition 2.4.1 (Interprétation d’une loi géométrique) On considére une succession infinie d’ez-
périences mutuellement indépendantes succes-échec ou la probabilité d’un succes pour chacune des
expériences est p (épreuves de Bernoulli de paramétre p). Soit X donnant le rang du premier succes.
Alors X suit une loi

Démonstration : 1l s’agit d'une loi binomiale négative pour m = 1 (revoir 'exemple 1.2.1).

Remarque 2.4.2 1. En reprenant les notations précédentes, on a P(X = +o00) =
En effet :

2. Ceci permet de simuler par exemple un jeu de pile ou face ou l'on se demande au bout de
combien de lancers on va obtenir pile pour la premiere fois.

Exemple 2.4.2 1. On dispose initialement d’une urne constituée d’une boule blanche, et d’une
piece de monnaie équilibrée. On effectue des lancers de la piece selon la régle suivante :

e si on obtient « Face » on ajoute une boule noire dans l'urne;



® 51, 0on obtient « rie » on tire une boute aans Lurne et on arrete [’expérience.
Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche a la fin de ’expérience ?

2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que : ¥n € N, P(X > n) > 0. Montrer que
X suit une loi géométrique si et seulement si : Vn,k € N, P(X >n+k|X >n)=P(X > k).

2.5 Loi de Poisson

Définition 2.5.1 (Loi de Poisson) Soit (2, A, P) un espace probabilisable et \ > 0.
On appelle variable aléatoire de Poisson de paramétre A une variable aléatoire X telle que X () = N
et

NG

VkeN, P(X=k)=e T

On note X ~ P(A).
. +o00 )\Ak \ +o00 Ak \ s
Remarque 2.5.1 On a bien : Ze He Z i e et =1.
k=0 k=0

Exemple 2.5.1 1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre \ et on
pose Y = X? + 1.



(a) Quelle est la probabilité que : 2X <Y 7

(b) Comparer les probabilités que X soit paire et que X soit impaire.

2. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires telles que pour tout n de N, on ait : X,, ~ B(n, p,),

)\k
avec : lim np, = X\ > 0. Montrer que : Vk € N, lim P(X, =k)=¢ =

n—4-00 n—-+o0 k!

Remarque 2.5.2 Nous remarquons que lorsque n tend vers +oo, alors p, tend vers 0.

Ainsi une loi de Poisson modélise un nombre d’apparitions d’un événement rare (p, est petit) dans
une suite trés grande (n grande) d’événements. Dans les occurences d’un événement rare, on peut
remplacer la variable aléatoire de loi B(n,p,) qui modélise le nombre d’événements rares réalisés au
cours de n expériences par une variable aléatoire de loi P(npy,).

Ceci a l'avantage de simplifier les calculs et permet de travailler que sur un parametre au lieu de deux
pour la loi binomiale. Par ailleurs comme nous le verrons plus tard, ces deux variables aléatoires ont
la méme espérance. Ainsi, par ce remplacement, on ne change pas le nombre moyen d’apparition de
ces événements rares.

Les lois de Poisson se rencontrent concretement pour modéliser le nombre d’événements d’un certain
type qui se produisent dans une période de temps donnée. Ce nombre peut étre le nombre de clients
se présentant dans un magasin, le nombre d’objets défectueux d’une chaine de production, le nombre
d’atomes radioactifs désintégrés dans un laps de temps donné,...

3 Couples de variables aléatoires

3.1 Définitions et loi d’un couple de variables aléatoires

Définition 3.1.1 (Couple de variables aléatoires) Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soient deuz
variables aléatoires discretes X : Q0 — E et Y : Q — F. On définit le couple de variables aléatoires
(X,Y) comme la variable aléatoire

(ij):{ﬂw — EXF

(X,Y) est UNE variable aléatoire.



Proposition 3.1.1 (La variable aléatoire (X,Y")) 1. (X,Y) est encore une variable aléatoire dis-
crete.

2. Toute variable aléatoire discrete définie sur (2, A, P) et a valeur dans E x F peut s’écrire sous
la forme (X,Y), ou X etY sont des variables aléatoires discrétes a valeurs respectivement dans
E et F.

Démonstration :

1. Sionnote Z = (X,Y), nous avons : Z(Q2) C X(Q)xY (). Or X(Q) et Y () sont dénombrables,
alors X (Q2) x Y(Q2) l'est aussi. Ainsi Z(2) est dénombrable en tant que sous-ensemble d'un
ensemble dénombrable.

Par ailleurs, soit z = (z,y) € Z(Q2). Ainsi (Z = z) = (X =2z)N (Y = y), qui est encore dans A,
car (X =x) et (Y =y) le sont aussi, car X et Y sont des variables aléatoires discretes définies
sur (Q, A, P).

Définition 3.1.2 (Loi d’un couple de variables aléatoires et lois marginales)

1. La loi conjointe de X etY est la loi de (X,Y), noté Pxy).
Ainsi la loi du couple est la donnée, pour tout (x,y) € X () x Y(R2), des probabilités
P((X,Y) = (z,y9) = P(X =2,V =y).

2. Les lois marginales de (X,Y') sont les lois de X et de Y. Px est appelée premiere loi marginale
et Py est appelée deuxieme loi marginale.

Exemple 3.1.1 Soitn € N* et p et q deux réels de l'intervalle |0, 1[ avec p+q < 1. On jette n fois un dé
pipé dont les six faces ne comportent que les nombres 1, 2 et 3 et on suppose les lancers indépendants.
A chaque lancer, la probabilité d’obtenir 1 est p, celle d’obtenir 2 est q et celle d’obtenir 3 est
r=1—p—q. On note X (respectivementY ) la variable aléatoire égale au nombre de 1 (respectivement
de 2) obtenus en n lancers.

1. Quelles sont les lois de X et de' Y ?
2. Quelle est la loi de (X,Y) ?



Proposition 3.1.2 (Lois marginales) Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. Nous disposons de
la loi conjointe de X et Y (P{(X =x)N (Y =y)}) pour (z,y) dans X (w) x Y(Q)). Alors pour tout
x de X(Q) ety de Y(Q), on a les lois marginales :

P(Y =y)=FPy(y) =

Dans le cas ou X () = {x1,...,z;,...} et Y(Q) = {y1,...,y;,...} et pij = P{(X = z;) N (Y = y;)})
pour (i,;) dans N?, on récapitule la loi de (X,Y) dans le tableau suivant dont la somme de la i-eme

ligne donne : et la somme de la j-eme colonne donne :
Y
X Y | Y2 | | Yy
T1 P11 | P12 | - | P1j
) P21 | P22 | | P2j
Ly Pix | Pi2 |~ | Pij

Démonstration : Identique a la démonstration de sup.

Exemple 3.1.2 1. Soient X etY deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que :
n\ /(1\"
z _ o\ o <
V(k,n) e N}, P(X =k)N(Y =n)) = (k) (2) p(L=p)" sik<n , avec p €]0,1].
0 sinon

+0o0
(a) Soient k € N et f: x> Z (Z) x™. Donner le rayon de convergence de f et calculer f(x)
n=k

lorsque x est dans Vintervalle ouvert de convergence.
(b) (CCP 111) Vérifier que cela définit bien une loi de probabilité pour le couple (X,Y).
(¢) (CCP 111) Déterminer la loi de Y .
(d) (CCP 111) Déterminer la loi de X .



2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N?, dont la loi est donnée par :
—'—]f 1 Jj+k
WGk € N, (V) = Gy = L
eglk!
(a) (CCP 97) Déterminer les lois marginales de X et'Y.
(b) Quelle est la loi de Z =X +Y ?

Remarque 3.1.1 ATTENTION, les lois marginales ne permettent pas d’obtenir la loi conjointe. Par

exemple, on se donne une urne contenant 3 boules blanches et 4 boules noires. On tire successivement
deuz boules.

On envisage deur modes de tirages : avec et sans remise.

Dans ces deux cas on note X la variable aléatoire qui vaut 1 si la premiére boule tirée est blanche et



0 s elle est nowre et on note Y la variable atéatoire qui vaut 1 si la deuxieme bouie tirée est blanche
et 0 si elle est noire. Donner dans un tableau les lois conjointes et marginales correspondant auzr deuz

situations. Constater ensuite que les lois marginales dans les deux cas sont les meémes mais pas les lois
conjointes.

Y
¥ 1 0
3 3 9 3 4 12 2T 3
, 1 — X == — — X == — PX=1)=—=—2
Avec remise : 77 49 7T 49 49 7
4 3 12 4 4 16 28 4
0 — X == — — X == — P(X=0)=—=2
7T 4921 5 7T 4928 1 49 7
( ) 49 7 ( 0) 49 7
Y
D% 1 0
3 2 1 3 4 2 3
. 1 — X === - X === PX=1)=_
Sans remise : 7 6 7 7 6 7 7
. T 32 LIV B B
76 7 . 76 7 . T

Pour calculer par ezemple P((X =1)N (Y =0)), dans le cas sans remise, on a deux méthodes :
- Le nombre de tirages possibles est 7T x 6 (7 choiz pour la premiére boule et 6 pour la deuzieme).
Le nombre de tirage avec une premiere boule blanche et une deuzriéme noire est 3 X 4.

3 4
- P((le)ﬂ(YzO)):P(le)P(Y:O]le):?xg.
Proposition 3.1.3 (n-uplet de variables aléatoires) 1. Soient n € N* et Xq,..., X,, des variables

aléatoires discrétes définies sur (2, A), a valeurs dans des ensembles E, ..., E,. L’application

{Q — FEy x..xE,
w = (X(w),.., X, (w))

définit une variable aléatoire discréte, notée (X, ..., X,,). C’est la loi conjointe de X, ..., X,,.

2. Réciproquement toute variable aléatoire discrete a valeurs dans Fi X ... X E, est de la forme
(X1,..., Xpn), avec X, ..., X,, des variables aléatoires discréte définies sur le méme espace proba-
bilisable. Elles sont appeléss loi marginales de (X, ..., X,,).

Démonstration : Généraliser la preuve de la proposition 3.1.1.

Définition 3.1.3 (Loi conditionnelle) Soient (€2, A, P) un espace probabilisé, A € A tel que P(A) # 0
et X une variable aléatoire discréete définie sur§). La lot conditionnelle de X sachant A est la probabilité
sur X () définie par X(©Q) - [0.1]

Pxia r = PyX=x)=

Cest la loi de X si on munit ) de la probabilité Py.

Exemple 3.1.3 (CCP 98) Un employé d’un centre d’appels effectue n appels téléphoniques vers n
correspondants distincts dont chacun décroche (de fagon indépendante des autres) avec une probabilité
p. On note X le nombre de correspondants qui ont décroché.

1. Quelle est la loi de X ¢

2. L’employé rappelle un peu plus tard les n — X correspondants qui n’ont pas décrochés lors de sa
premiere série d’appels. On note Y le nombre de ces correspondants qui décrochent cette fois.
Soit i € [0,n]. Déterminer P(Y = k|X = 1) pour k dans N.

3. On pose Z = X +Y. Quelle est la loi de Z ?



3.2 Variables aléatoires indépendantes

Définition 3.2.1 (Variables aléatoires indépendantes) Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soient X
et Y deuz variables aléatoires discretes. On dit que X et'Y sont indépendantes si pour tout
(x,y) € X(Q) x Y(Q), les événements (X = x) et (Y =y) sont indépendants :

Yz, ) e X(Q) xY(Q), P(X=zY=y)=P(X=2)Nn(Y =y))=P(X =z2)P(Y =y)
On note cela X 1L Y.

Remarque 3.2.1 IMPORTANTE : soient X etY deux variables aléatoires indépendantes a valeurs
dans N. Alors pour tout n de N, on a : P(X +Y =n) =

Exemple 3.2.1 1. (CCP 97) Les variables aléatoires X et'Y de (CCP 97) de l'exemple 3.1.2
sont-elles indépendantes ?

2. Soient Xy et Xy deuz variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Poisson de paramétre
respectifs Ay et Ag.

(a) (CCP 103) Déterminer la loi de Z = X; + Xy (on donnera dans le paragraphe sur les
fonctions génératrices une méthode plus rapide).
(b) Déterminer la loi de Xy sachant (Z =n).



3. Soient p €]0,1[, A € R} et X,Y deux variables aléatoires définies sur (Q, A, P). On suppose
que Y suit une loi de Poisson de parameétre A et que X () = N, avec pour tout m de N, la loi
conditionnelle de X sachant (Y =m) est une loi B(m,p).

(a) (CCP 103) Déterminer la loi de X.

(b) Le nombre de clients venant dans un magasin pour acheter des poivrons suivent une loi de
Poisson de parametre A. Chaque client achéte au hasard un poivron rouge ou vert. On note
R le nombre de client choisissant un poivron rouge et V' le nombre de clients choisissant un
poivron vert.
i) Déterminer les lois de R et V.
ii) Sont-elles indépendantes ¢



4. Soient X etY des variables aléatoires indépendantes suivant une loi G(p), avec p €]0,1[. Quelle

X 1) soit diagonalisable ¢

est la probabilité pour que M = (O v

Proposition 3.2.1 (Evénements et variables aléatoires indépendantes) Si X et Y sont indépendantes,
alors pour tout AC X(2) et BCY(Q) ona:P(X €AY eB)=PXeAPY e€B).

Démonstration : Ona (X € A)N(Y € B) = U (X =xz)N (Y = y) et cette réunion est disjointe
(z,y)€EAXB
et elle est dénombrable, car A x B l'est en tant que sous-ensemble de X (Q2) x Y(Q2). Ainsi, on a :

P(XeAn(YeB)= > PX=)n{¥ =y)= > PX=z)PY =y), car X et
(z,y)EAXB (z,y)EAXB
Y sont indépendantes. Par ailleurs la famille Z P(X = x)P(Y = y) est sommable, car elle est

(z,y)€EAXB
a termes positifs et sa somme est finie (elle vaut P((X € A) N (Y € B))). Ainsi :

Y PX=x)PY=y)=) P(X=x)) P =y)=PXecAPY €B).

(z,y)€AXB €A yeB
Définition 3.2.2 (n variables aléatoires indépendantes) Soient X1,..., X, des variables aléatoires dis-
cretes définies sur (2, A, P). On dit que les X; sont indépendantes si pour tout (xy,...,x,) dans

X1(Q) x ... x X,,(9), les événements (X; = x;)1<i<n sont indépendants.

Remarque 3.2.2 FEn pratique, il est rare qu’on utilise la définition précédente a cause du mombre de
cas a considérer. On préférera utiliser la caractérisation suivante :

Proposition 3.2.2 (Condition d’indépendance de n variables aléatoires) Soient X1, ..., X,, des variables
aléatoires discrétes définies sur (2, A, P). Les X; sont indépendantes si et seulement si

V(s ) € X1(Q) x . x Xp(Q),  P(Xy=a1,.... Xy =x,) = [[P(Xi =)

Démonstration : Voir la démonstration de sup.

Proposition 3.2.3 (Evenements et n aléatoires indépendantes) Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et
sotent Xq,...,X, des variables aléatoires discretes indépendantes. Pour tout
ie{l,...,n} soit A; une partie de X;(§2). Alors les événements (X; € A;)1<i<n sont indépendants :

vJ C{l,...,n}, P<ﬂ(XjeAj)> :HP(XjeAj)

JjeJ jeJ



Démonstration : Soit J C {l,...,n}. On a : (ﬂ(Xj € Aj)> = U (ﬂ(Xj ::Uj)>
JjEJ (zj)jes€lljes A5 \JEJ
et cette réunion est disjointe. Comme les A; sont dénombrable, alors le produit cartésien HAj
jeJ

'est aussi, car nous avons un nombre fini d’ensemble qui le constituent. Ainsi P (ﬂ(Xj € Aj)) =
jeJ

Z P (ﬂ(Xj = x])) = Z HP(Xj = ;). En utilisant le méme argument de
(zj)jes€lljes Aj jeJ (xj)jer€lljes A 9T
sommabilité que la proposition 3.2.1, mais cette fois-ci avec |J| sommes, on a :

Z HP(XJ‘:%):HZP(Xj:l"j):HP(XjGAj)-

(zj)jes€lljes A 5€J jeJ xjeA; jed

Exemple 3.2.2 1. Soient py,...,p, dans [0,1] et X, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes
de lois respectives B(p1), ..., B(pn). Quelle est la loi de Y = X7 X Xo X ... x X, ¢

2. (CCP 102) Soient N € N*, p €]0,1] et ¢ =1 —p. On considére Xy, ..., Xy des variables aléa-
toires définies sur (2, A, P), indépendantes et suivant une loi G(p). On pose Y = min(Xy, ..., Xn).
Soit n € N*. Calculer P(Y > n), puis P(Y <n) et P(Y =n).

Remarque 3.2.3 Attention lindépendance implique l'indépendance deux a deux, mais la réciproque
est fausse. Par exemple soient X et Y deux variables aléatoires de méme loi et indépendantes avec
P(X=1)=P(X =-1)=1/2. On pose Z = XY .
Ona:P(Z=1)=P(X=1,Y=1HUX=-1,Y=-1)=PX=-1L,Y=-1)+P(X =1Y =1)=
PX=-1)P(Y=-1)+P(X=1)P(Y =1) =1/2, car la réunion

(X =LY =1)U(X =-1Y = —1) est disjointe et ensuite X et'Y sont indépendantes.

Z étant a valeurs dans {1,—1}, on a : P(Z = —1) = 1/2.

Soit 1,69 € {1,—-1}. Ona: P(Z =¢,X =€) =P(Y = L=ce, X = €9) =

P(Y =€6)P(X =¢6)=1/4=P(Z =e)P(X = €). Ainsi X et Z sont indépendantes. De méme Z
et Y sont indépendantes. On a donc l'indépendance deux a deux. Cependant :
P(Z=1,X=1,Y=-1)=0#1/8=P(Z=1)P(X =1)P(Y =-1).

Proposition 3.2.4 (Loi binomiale comme somme de Bernoulli indépendantes)
Xi,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant la loi B(p).
Alors X = X1+ ...+ X, suit une loi

Proposition 3.2.5 (Lemme des coalitions) Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et
fo(Xe, oy Xp)(Q) = F et g (Xiga, -, Xp) () = G deuz applications. Alors les variables aléatoires
f( Xy, ..., Xi) et g(Xgsa, ..., Xin) sont indépendantes.



Démonstration : Montrons d’abord le résultat pour n =2 et £ = 1.
Notons Y] = f(X3) et Y5 = g(X3). Tout d’abord Y] et Y; sont deux variables aléatoires.
Fixons y; € Y1(Q) et y2 € Y2(Q2). Remarquons que :

Vi=wy] = {weQ/f(Xiw)=n} = {weQ/Xiw) e [T ({mh} = [X1e [ {n})

et [Yo = 1] = [Xo € g1 ({52})]. Or X, et X, sont indépendantes, donc les événements [X; € f~({y1})]
et [Xo € g7 ({ya})] le sont aussi. Ainsi [Y; = y1] et [Yo = y»] sont indépendants pour tout y; € Yi(Q)
et yo € Y2(€2) donc Y] et Y5 sont indépendantes.

On montre ensuite que les deux vecteurs aléatoires Y = (Xi,...,Xy) et Z = (Xpyq,...,X,) sont
indépendants.

k n
Soient (x1,...,x%) € HXZ(Q) et (Tht1,... o) € H X;(92),

i=1 i=k+1

(Y:(azl,...,xk)):n(Xi:xi) et (Z:(xkﬂ,...,xn)):ﬂ (X; =) .

On en déduit, d’apres I'indépendance des variables X; que

P((Y = (21, ,21)) N (Z = (Tpy1, .., 20))) = P (

IDE
B
Il
8
~_
I
E:
o
=
I
B

=1 i=1
De méme
k n n
P(Y = (x1,....,25)) X P(Z = (wps1,. -, 20)) = [ [P(Xs=a) x [ P(Xi=m) =[P (Xi=u).
=1 i=k+1 i=1

On a bien montré que Y et Z étaient indépendantes.

En rassemblant les deux points f(Y) = (X, ..., X;n) et g(Z2) = g(Xpn1, ..., X;) sont indépendantes.

Définition 3.2.3 (Famille de variables aléatoires indépendantes) Soit I un ensemble et (X;)ie; une
famille de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, A, P). On dit que c’est une famille
de variables aléatoires indépendantes si toute sous-famille finie est constituée de variables aléatoires
indéndantes.

Théoréme 3.2.1 (Réalisation d’une suite de variables aléatoires) Pour toute suite (P,) de lois de pro-
babilité discreétes, il existe un espace probabilisé (2, A, P) et une suite (X,) de variables aléatoires
discrétes indépendantes sur (S0, A, P) telle que, pour tout n de N, la loi Px, soit P,.

Démonstration : Admis.

Définition 3.2.4 (Suite de variables aléatoires iid) Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires dis-
crétes définies sur un espace probabilisé (2, A, P). On dit que que ces variables aléatoires sont indé-
pendantes identiqguement distribuces, noté i.i.d., si toutes ces variables aléatoires sont de méme loi et
la famille (X,)nen est indépendante.

Exemple 3.2.3 1. On parle de processus de Bernoulli de paramétre p lorsque ['on a une suite
(Xn)nen+ de wariables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Bernoulli B(p). Par
exemple si on note X la variable aléatoire donnant le premier n tel que (X, = 1), alors X suit
une loi



2. Soient ¢ € N, avec ¢ > 3 et (0,,)p>0 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant une loi
uniforme sur {0,1/q,2/q, ...,(q — 1)/q}. On pose Ty =0 et, pour n € N,
Toi1 =T, + 3+ sin(2n(T,, — 0,,)). Montrer que T,, et 0, sont indépendantes tout n de N.

3. Soit (X,,)nen+une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P) et suivant toutes une loi de Bernoulli de paramétre p, avec : 0 < p < 1. Soit
k € N* et on note Y}, le temps d’attente du k-éme succés. On pose Z; = Y, et pour k > 2 :
Zy = Yr — Yi_1. Montrer que (Z,)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées. On posera ¢ =1 — p.



4 Moyenne et dispersion

4.1 Espérance

4.1.1 Définitions

Définition 4.1.1 (Espérance) 1. Soit X une variable aléatoire discréte, a valeur dans Ry U{+o00}.
L’espérance de X notée E(X) est la somme de la famille (xP(X = x))zex ) dans [0,400] soit :

EX)= Y zP(X=u).

z€X(Q)

2. Soit X une variable aléatoire discréete complexe. On dit que X est d’espérance fini si l’espérance
de | X| est finie, c’est-a -dire que la famille (xP(X = x))zex) est sommable. Dans ce cas
Uespérance de X notée E(X) est la somme dans R :

EX)= Y zP(X=u).
z€X(Q)
Dans ce cas, on notera cela : X € L.

3. On dit que X est centré si E(X) = 0.

Remarque 4.1.1 1. 8i X(Q2) = {x,, n € N} et que Uespérance de X est finie, alors

+00 +o0
Z |z, |P(X = x,) converge et : E(X) = anP(X = T,)
n=0 n=0

+oo
2. Dans le cas de convergence absolue, la valeur de la somme anP(X = x,,) ne dépend pas de

n=
lordre d’énumération des valeurs x,,. C’est en effet le cas de n’importe quelle série absolument
convergente.

3. 81t X(Q) est fini alors nécessairement E(X) existe.

Z?:l 2, P(X = x;)

On parle de moyenne pondérée car on peut aussi écrire dans le cas fini : E(X) =

E(X) ne dépend que de la loi de X. On pourra donc parler d’espérance d’une loi.

S o

Dans le cas d’une variable aléatoire X positive, si P(X = +o00) > 0, alors
(+00) X P(X = +00) = 400 et donc E(X) = +o0.
Si P(X = 400) =0, on adoptera la convention (+00) x P(X = +o00) = 0.

Exemple 4.1.1 1. (CCP 100) On a vu qu’une variable aléatoire X a valeurs dans N* telle que :
4
Vne N, P(X =n)=

existait bien. Montrer que X admet une espérance.
n(n+1)(n+2)

a Z?=1P(X:xi) '

+o00 +o00 N
4 1
Le calcul de celle-ci d CEX) = P(X =n)= =4 1
e calcul de celle-ci donne : E(X) nEZIH ( n) n§:1 IS N_lgl@ﬂiﬂ IS

N
1 1 1 1
4Nlir£mz (n 1y 2) = 4N1irilm (5 — N——|—2) = 2, grace a un téléscopage.

n=1

2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [r,+00[NN, avec r dans N* et telle que :

-1
Vn € [r,+oo[NN, P(X =n) = (n 1)])’“(1 —p)"7", avec p dans ]0,1[. Montrer que X admet
r —
+o00
une espérance et déterminer E(X). On rappelle que : Vx €] — 1,1] Z K zh = -
. . ) ) q (1 _ x)q—"-l .

k=q



Proposition 4.1.1 (Espérance nulle d’une variable aléatoire positive) Soit X wune variable aléatoire
discréte positive telle que E(X) = 0. Alors X = 0 presque-sirement.

Démonstration : On pose X(Q) = {x,, n € N} si X(Q) est dénombrable, le cas fini se traitant
de la méme maniere. Ainsi on a : +iofczcnP(X = x,) = 0. C’est une somme de nombres positifs,
donc : Vn € N, z,P(X = x,) = O.nlgoour n € N, si z,, est non nul, alors P(X = z,) = 0. Comme
Jio P(X =z,) =1, alors il existe k € N tel que P(X = x;) # 0 et donc par contraposée zy = 0. Ainsi
n=0

comme pour n # k, on a P(X = x,) =0, car x, # xy, alors 1 = P(X =) = P(X =0), donc X =0
presque-strement.

Proposition 4.1.2 (Autre formule de I’espérance) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans
NU {+oc}. Dans Ry U {400}, on a :

EX) = +fP(X > k) = JiOP(X > ).
k=1 =0

Démonstration : Sia = P(X = +o0) > 0, alors grace au dernier point de la remarque 4.1.1, on a :
+oo

E(X) = 400 et de plus : Vo € N*, P(X > k) > P(X = +00) = a et comme a > 0, alors Za = 400
k=
o0 1
et donc ZP(X > k) = 4o0.
k=1

On suppose maintenant que P(X = +o00) = 0 et on peut supposer que X soit a valeurs dans N.

N N
Montrons d’abord la relation : Z kP(X =k) = Z P(X >k)— NP(X > N +1), pour N dans N*.
k=0 k=1



On suppose que X est dans L'. Montrons le résultat dans ce cas :

On suppose que X n'est pas dans L'.

Remarque 4.1.2 Ainsi pour X une variable aléatoire ¢ valeurs dans NU {+o0o}, X est dans L' si et
seulement st Z P(X > k) converge.

k>1

Exemple 4.1.2 1. Soient N € N*, p €]0,1[ et ¢ = 1 — p. On considére Xy, ..., Xy des variables

aléatoires définies sur (2, A, P), indépendantes et suivant une loi G(p). On pose
Y = min(Xy, ..., Xn). Déterminer E(Y').

2. On dispose d’une urne contenant N boules numérotées de 1 a N. On effectue a partir de cette
urne n tirages successifs d’une boule, avec remise, et on note X le plus grand nombre obtenu.
Calculer E(X).

Proposition 4.1.3 (Espérance pour (2 fini) Si Q) est un ensemble fini, alors

E(X) =



4.1.2 Esperance de lois classiques

Proposition 4.1.4 (Espérance d’une loi quasi constante) Si X est une variable aléatoire réelle constante
ou quasi constante (il existe v € R telle que P(X =x) =1 ) alors

Proposition 4.1.5 (Espérance d’une loi uniforme) Soit X wune variable aléatoire ayant pour valeurs
X1, ..y Ty et suivant une loi uniforme. Alors

EX) =
Ainsi E(X) est la moyenne naturelle de xy, ..., T,.

Exemple 4.1.3 Si X — U([a,b]), alors E(X) =

Proposition 4.1.6 (Espérance d’une loi de Bernoulli) Soit X une variable aléatoire de loi B(p). Alors
EX) =

Exemple 4.1.4
Soit A€ A. On a E(1,) =

Proposition 4.1.7 (Espérance d’une loi binomiale) Soit X une variable aléatoire de loi B(n,p). Alors
EX) =

Exemple 4.1.5 On reprend [’exemple 3.1.3. Un employé d’un centre d’appels effectue n appels télépho-
niques vers n correspondants distincts dont chacun décroche (de fagon indépendante des autres) avec
une probabilité p. On note X le nombre de correspondants qui ont décroché. L’employé rappelle un peu
plus tard les n — X correspondants qui n’ont pas décrochés lors de sa premiere série d’appels. On note
Y le nombre de ces correspondants qui décrochent cette fois. On note Z = X + Y.

1. (CCP 98) Quelle est l'espérance de Z ¢
2. Déterminer E(Y') a l'aide de Z.

3. Déterminer E(Y') sans passer par Z.



Proposition 4.1.8 (Espérance d’une loi géométrique) 5i X suit une loi géométrique de parametre p,
alors :

BX) = L.
p
Démonstration :

Exemple 4.1.6 1. (CCP 102) Soient N € N*, p €]0,1[ et ¢ = 1—p. On considére Y une variable
aléatoire & valeurs dans N* telle que : ¥n € N*, P(Y =n) = ¢" V¥ (1 — ¢"). Reconnditre la
loi de Y et déterminer E(Y).

2. Une urne contient N boules. On effectue des tirages avec remise. Soit X la variable aléatoire
désignant le nombre de tirages nécessaires pour tirer une deuxieme fois la boule obtenue au
premier tirage. Calculer E(X).

Proposition 4.1.9 (Espérance d’une loi de Poisson) Si X suit une loi de Poisson de paramétre A,
alors :

E(X) = \.

Démonstration :

4.1.3 Propriétés de I’espérance

Proposition 4.1.10 (Formule de transfert) Soit X : Q — E une variable aléatoire discréte. Soit f
une fonction de X () dans R.

La variable f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille (f(2)P(X = x))ex(q) est sommable
et dans ce cas :

E(f(X)) =

L’espérance de f(X) est entiérement déterminée par Px et f.



Démonstration : Démonstration : Soit Y la variable aléatoire Y = f(X). Pour y € Y (£2), on note
“({y}), cest-a-dire 'ensemble des antécédents de y par f. La famille (A,),ey (o) est une
partition au plus dénombrable de X (Q) et :

Y=y = {w/ /X)) =y} = w/ X e} = Jlw/Xw=2} = [JX=4]

TEAy TEAy

d’ott comme la réunion est disjointe : P(Y =y) = Z P(X =x).

1. Supposons d’abord que la famille ( flx)P(X = a:)) - est sommable. Alors, on peut sommer
reX
par paquets des termes positifs :

Y f@IPX =2)= > > |f(@) ZI@AZP Z|y|P

zeX () yeY () zEAy yeyY (Q TEAy yey (Q

Par conséquent Y a une espérance finie. Les égalités précédentes sont alors encore vraies sans
les valeurs absolues et ainsi :

Z fa =),

zeX(Q

2. Réciproquement, supposons que Y est d’espérance finie. Alors <|y|P([Y = y])) o est som-
yeyY (Q

mable, donc on peut sommer par paquets des termes positifs :

Z lylP([Y = > D @ =)= ) |f@)P(X =2).

yeY (Q yeY (Q) z€Ay zeX ()

Ainsi la famille ( flz)P(X = as)) @ est sommable, c’est-a-dire f(X) admet une espérance.
reX

Remarque 4.1.3 En particulier si la variable aléatoires considérée est un couple de variable aléatoire
discretes (X,Y), la formule de transfert s’écrit :

E(f(X,Y)) =

Exemple 4.1.7 1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi G(p). Déterminer E(1/X).

2. (CCP 97) Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N?, dont la loi est

G+k) (L)

donnée par : V(j, k) € N*, P((X,Y) = (j, k)) = ejlk!

la calculer.

. Montrer que E(2XY) eaiste et



Proposition 4.1.11 (Linéarité, positivité, croissante de 1’espérance) Soient X, Y € L'.
1. Pour tout a,b de K, aX + bY admet une espérance et : E(aX + bY') = aE(X) + bE(Y).
2. 81 X >0, alors E(X) > 0.
3. 81 X <Y, alors E(X) < E(Y).
4. BX)) < E(X]).

Démonstration :

1. On pose X(92) x Y(2) = {(un,v,), n € N} la formule de transfert appliquée respectivement
aux fonctions : (z,y) — z et (z,y) — y permettent d’avoir sous réserve d’existence :

= Z U P(X = up, Y =v,) et E(Y Z v, P(X = u,,Y = v,). De plus ces deux séries
Convergenit absolument car par exemple E(|X |) eX1ste et donc en utilisant la formule de transfert
(x,y) — |z|, on a : E(|X]|) = f |un| P(X = u,,Y =v,) qui converge. Ainsi la série
Z(aun +bv,)P(X = u,,Y :” ;)i) converge absolument et donc : aX +bY admet une espérance.
Sa valeur est : E(aX +bY) = f(aun +bv, ) P(X = u,,Y =v,) =
n=0_
afunP( X =u,Y =0, —l—van = Uy, Y =v,) = aE(X) 4+ bE(Y).

2. Si X > 0 alors X(Q) ={x,, n € N}, avec tous les z,, positifs et donc :

an =u1z,)>0.

3. 51X < Y, alors 0 <E(Y — X)=E(Y)—E(X), par linéarité.
+o0

4. Si X () = {x,, n € N}, alors Z |z, | P(X = x,) converge par hypothese, donc E(| X |) existe par
n=0

+oo +oo
la formule de transfert. De plus |E(X)| = | ZmnP(X =1z, < Z |z, |P(X = x,) = E(|X]).

Exemple 4.1.8 1. (CCP 95) Soit X une variable aléatoire suivante une loi B(5,1/5) et on pose
Y =5X — 15. Déterminer l'espérance de X etY.

2. (CCP 111) Soit p €]0,1[ et Y a valeurs dans N telle que : ¥n € N, P(Y =n) = p(1 — p)".
(a) Déterminer la loi de Z =Y + 1.

(b) Déterminer l’espérance de Y .



3. Un ascenseur amene m personnes a n étages, chaque personne s'arretant a un étage ae fagon
équiprobable. Quel est le nombre moyen d’arréts (pour faire ceci on posera X la variable aléatoire
donnant le nombre d’étages au niveau desquels l'ascenseur ne s’est pas arrété) ? Quelle est la
limite de ce mombre quand m tend vers +oo ? Interpréter. Mémes questions pour n qui tend

vers +00.

4. Chez un marchand de journaux, on peut acheter des pochettes contenant chacune une image.
La collection compléte comporte en tout N images distinctes. On note X le nombre d’achats
ayant permi ['obtention de k images distinctes. En particulier, X1 = 1 et Xy est le nombre
d’achats nécessaires a ['obtention de la collection compleéte.

Par quelle loi peut-on modéliser la variable Xy 1 — Xy ¢ En déduire l’espérance de Xy .

Proposition 4.1.12 (Comparaison et espérance) Soient X etY deuz variables aléatoires discrétes réelles
définies sur (Q, A, P), telles que | X| <Y. SiY est dans L', alors X aussi.

Démonstration : Notons X (Q) = {z; /i € I} et Y(Q) = {y;/j € J}, avec I et J dénombrables.
Grace au systeme complet d’événements ([Y = yj]> ,on a pour tout i € I :
jed

@ P(X =2i) = |l ) P(X=a]nY =y]) < Y yP(X=z]n]Y =y). (1)

jeJ jeJ



Or la famille (yjP([X =z N[Y = yj]))( : est sommable de somme E(Y). En effet, les égalités
ij)elxJ
suivantes sont licites puisque Y est positive et admet une espérance finie :

E(Y) =) yP¥ =y) =) yY P(X=z]nV=y]) = > > yPIX=z]n]Y =yl
jeJ jeJ el il jeJ
Ainsi I'inégalité (1) permet d’affirmer que X admet une espérance finie.

Exemple 4.1.9 57 X est une variable aléatoire bornée, alors X est d’espérance finie, car

En particulier, si Y est une variable aléatoire réelle et discréte , alors cos(Y') est d’éspérance finie.

Proposition 4.1.13 (Espérance d’un produit de variables aléatoires indépendantes)
(Q, A, P) un espace probabilisé et soient X etY deuz variables aléatoires indépendantes discretes dans
L'. Alors E(XY) existe et

E(XY)=EX)EY)

Démonstration : On note X () = {zx /k € K} et Y(Q) ={y, /¢ € L}, avec K et L des ensembles
au plus dénombrables. On considere le couple (X,Y) de variables aléatoires & valeurs dans R? et f
I’application de R? dans R définie par f(x,y) = |xy|. Alors, d’apres le théoreme de transfert, la variable
aléatoire | X'Y| admet une espérance finie si et seulement si la famille

<|xkyg|P([(X, Y) = (k,ﬁ)])) est sommable. Or X et Y sont d’espérances finies, d’ou :
(kL)eK XL
<Z |z | P(X = xk)) (Z |ye| P(X = ye)) = > oyl P(X = 2) P(Y = yy) qui est fini,
keK el (kL)eEK XL

De plus X et Y sont indépendantes, ce qui permet d’affirmer que :
V(k,0) € K x L, P(X = 2)P(Y = y;) = P<(X, Y) = (:L’k,yg)). On en déduit ainsi que |XY|
admet une espérance finie.

Les égalités ci-dessous sans les valeurs absolues sont donc encore valables et prouvent que
E(XY) = E(X)E(Y).

Corollaire 4.1.1 Soient X1, ..., X,, des variables aléatoiresindépendantes définies sur le méme espace et

dans L'. Alors on a E(X,X,...X,,) = HE(XZ)
i=1

Démonstration : Par récurrence.

Exemple 4.1.10 1. On reprend l'exemple 3.2.53. Soient ¢ € N, avec ¢ > 3 et (0,)n>0 une suite
de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées suivant une lot uniforme sur
{0,1/¢,2/q,...,(¢ — 1)/q}. On pose To =0 et, pourn € N, T3 =T, + 3+ sin(2n(T,, — 6,)).
Déterminer E(T,).



2. Soient n € N*, A;; pour 1 < i,57 < n, des variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées, telles que P(A;; = 1) = P(A;; = —1) = 1/2. On note A la matrice (Ai;)1<ij<n-
Déterminer ’espérance de det(A)

Remarque 4.1.4 ATTENTION : on peut avoir E(XY) = E(X)E(Y) sans que X etY soient indépen-
dantes.
Par exemple, on considére le couple (X,Y') dont la loi conjointe est donnée par le tableau suivant

v X X=1|X=-1]|LoideY
Y=-1 [1/8 |1/8 1/4
Y=0 |[3/8 |1/8 1/2
Y=1 |[1/8 |1/8 1/4

Loi de X | 5/8 3/8 1

La loi de XY est donc donnée par P(XY =1) = P(XY =—-1)=1/4 et P(XY =0) =1/2.
On a donc E(XY) =0. Comme E(X)=1/4 et E(Y') =0, on a bien : E(XY) = E(X)E(Y). Cependant,
PX=1Y=1)=1/8#P(X =1)P(Y =1)=5/32, donc X etY ne sont pas indépendantes.

4.2 Variance

La variance et 1’écart type sont des mesures de dispersion autour de la moyenne (espérance). L’écart
type s’exprime avec la méme unité que la variable aléatoire.

Définition 4.2.1 (Espace L?) Soit X une variable aléatoire réelle discréte. Si X* est d’espérance finie,
on dit que X est dans L.

Proposition 4.2.1 (E(X?) existe implique que E(X) existe) Soit X une variable aléatoire réelle dis-
crete dans L?. Alors X est dans L' (E(X) existe).

Démonstration :

Définition 4.2.2 (Variance, écart type) Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et soit X : € — R une
variable aléatoire réelle discréte dans L* (E(X?) existe). La variance de X est notée V(X) et est la
moyenne des carrées des écarts des valeurs de X par rapport a leur moyenne.

NX)=E((X - EX))?).
L’écart type est la racine carrée de la variance

o(X) =+ VX).
On dit que X est réduite si V(X) = 1.



Remarque 4.2.1 1. La variance est bien définie, car (X — E(X))" = X? — 2E(X)X + (E(X))>.
Comme E(X) est une constante, alors Uespérance de (X — E(X))? est finie en tant que combi-
naison linéaire de variables aléatoires admettant une espérance.

2. L’écart type est bien défini, car d’aprés la croissance de [’espérance et le fait que :
(X —E(X))*>0, ona:VX)>0.

3. La variance mesure la prozimité de X par rapport a la moyenne, c’est-a-dire la dispersion de
la variable aléatoire X. On aurait pu s’intéresser a E(|X — E(X)|), l’écart moyen, mais on a
préféré E((X — E(X))Q), car on a plus de propriétés calculatoires.

4. 1l y a une différence entre la variance et l’écart type. On peut voir la variance comme une
longueur au carrée, ainsi elle n’a pas la méme « unité » que E(X). L’écart type, lui est homogéne
a une longueur, donc comparable a E(X).

d. Deux variables aléatoires X et'Y ayant la méme loi, ont la méme variance.

Exemple 4.2.1 (CCP 100) Soit X a valeurs dans N* telle que : Vn € N*, P(X =n) =

Est-ce que X admet une variance ¢

Proposition 4.2.2 (Variance nulle) Soit X : Q — R une variable aléatoire réelle discréte dans L*. Si
V(X) =0, alors X est presque-sirement constante. En particulier X = E(X) presque-strement.

Démonstration : (X —E(X))? est une variabale aléatoire discréte positive admettant une espérance
nulle, donc (X — E(X))? = 0 presque-siirement, soit X = E(X) presque-siirement.

Proposition 4.2.3 (Formule de Kénig-Huygens) Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soit
X : Q — R une variable aléatoire réelle discréte dans L.

nX) =
Démonstration : Identique a celle de sup.

Remarque 4.2.2 Pour calculer une variance et en particulier E(X?), parfois il peut étre pratique de
calculer E(X (X £1)), en effet, : E(X?) = E(X(X +1)) F E(X).

Exemple 4.2.2 Un sauteur en hauteur doit franchir successivement une série de barres de plus en plus
hautes ; toutes les barres doivent étre franchies et le parcours s’arréte au premier échec. La probabilité
de passer la n-éme hauteur est 1/n. Soit X le nombre de sauts réussis. Quelle est la variance de X ?



Proposition 4.2.4 (Opérations sur la variance) Soient (2, A, P) un espace probabilisé et X une va-
riable aléatoire réelle dans L* Soit a et b deux réels

NaX +0b) =
o(aX +b) =
Démonstration : Voir la démonstration de sup.
Proposition 4.2.5 (Construction d’une variable aléatoire centrée réduite) Soit X une variable aléa-

X_—E(X). Alors X* est
o(X)

toire mon presque-sirement constante (0(X) > 0) dans L*>. On pose X* =
une variable aléatoire centrée et elle est aussi réduite.

Démonstration :

Proposition 4.2.6 Soient X une variable aléatoire réelle, p €]0,1] et ¢ =1 — p.
1. 8 X suit une loi U({x1,x9,...,x,}), alors V(X) =

Si X suit une loi B(p), alors V(X) =

Si X suit une loi B(n,p), alors V(X) =

Si X suit une loi G(p), alors V(X) =

Si X suit une lot P(X), alors (X)) =

Démonstration : Montrons les deux derniers points.

Exemple 4.2.3 1. (CCP 98) Soit Z suivant une loi B (n,p(2 — p)), alors
nZ) =
2. (CCP 95) Soit X une variable aléatoire suivante une loi B(5,1/5) et on pose Y = 5X — 15.
Déterminer la variance de X et'Y .



4.3 Covarlance

Proposition 4.3.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes
dans L*. Alors XY admet une espérance (XY € L') et :

E(XY)| < VEX2)EY?).

On a égalité si et seulement s'il existe (o, B) € R*\ {(0,0)} tel que aX + BY = 0 presque-siirement.

Démonstration :

Définition 4.3.1 (Covariance,) Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes admettant une variance.
La covariance de X et Y, notée cov(X,Y) est le réel

cov(X,Y) = E[(X — E(X)) - (Y — E(Y))].

Proposition 4.3.2 (Opérations sur la covariance) 1. cov(X,Y) =
2. cov(X, X) = VUX).
3. Si X etY sont indépendantes, alors cov(X,Y) =

Démonstration : Voir démonstration de sup.

Remarque 4.3.1 1. cov est bilinéaire : si X,Y, Z sont trois variables aléatoires et X\ un réel, alors
cov(AX +Y,7Z) = Aeov(X, Z) 4+ cov(Y, Z) et cov(X,\Y + Z) = Acov(X,Y) + cov(X, Z). Cela
provient de la linéarité de X — E(X -Y)—EX) -EY) etY — EX-Y)—EX)-EY).

2. La covariance est symétrique : cov(X,Y) = cov(Y, X).
3. Sicov(X,Y) =0, cela nimplique pas que X et'Y sont indépendantes (voir remarque 4.1.4).

Proposition 4.3.3 (Variance d’une somme) 1. Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes dans
L Ona:V(X+Y)=

2. Plus généralement si X, ..., X,, sont des variables aléatoires discrétes dans L?, on a

() -



Démonstration : Voir démonstration de sup.

Corollaire 4.3.1 (Variance et indépendance) 1. Soient X, Y deuz variables aléatoires discretes in-
dépendantes admettant un moment d’ordre 2. On a : V(X +Y) = V(X) + WY).

2. X4, ..., X, sont des variables aléatoires deuz a deux indépendantes admettant un moment d’ordre
n

2, alors : V<zn: Xi) = Z nX;).

=1

Démonstration : Voir démonstration de sup.

Exemple 4.3.1 1. (CCP 103) Soient X, et Xy deux variables aléatoires indépendantes suivant
une loi de Poisson de parameétre respectifs Ay et A\o. On pose Z = X1 + Xg. Déterminer [’espé-

rance et la variance de Z. Quand avons-nous eu besoin de l'indépendance ?

2. On reprend 'ezemple 3.2.3. Soit (X,,)nen= une suite de variables aléatoires indépendantes définies
sur un espace probabilisé (), A, P) et suivant toutes une loi de Bernoulli de paramétre p, avec :
0 <p<1. Soit k € N* et on note Y}, le temps d’attente du k-éme succés. Quelle est la variance

de Yk?

3. Une urne contient 2n boules. Parmi ces boules n portent le numéro 0 et les n autres portent
les numéros de 1 a n. On tire n boules de 'urne. Pour i dans [1,n], on note X; la variable

aléatoire qui vaut 1 si la boule © a €té tirée et O sinon.
(a) Soiti € [1,n]. Quelle est la loi de X;, puis déterminer cov(X;, X;) pour 1 <i < j <n.

(b) Soit S la somme des numéros tirés. Déterminer E(S) et V(S).



4.4 Loi faible des grands nombres

Théoréme 4.4.1 (Inégalité de Markov) Soit X est une variable aléatoire discréte réelle positive ad-
mettant une espérance.
Va e RY,

Démonstration :

B(X])

Remarque 4.4.1 Si X est de signe quelconque, on a donc : Va € R, P(|X|>a) <
a

Exemple 4.4.1 Soient X,Y,(X;);>1 des variables aléatoires réelles, discrétes et bornées, définies sur le
meéme espace probabilisé. On suppose que les X; sont indépendantes. Nous rappelons que nous avons

2
démontré dans le cours sur les séries entieres que : VA € R, ch A < exp (?>

1. Soit A > 0. Démontrer que, pour tout a € R, on a : P(Y > a) < e’A“IE(e’\Y).

2. En déduire que :Va € R%, P(|Y| > a) < e ME(e™) + e ME(e™).
2
3. Soient A > 0 et x € [—1,1]. Montrer que : exp(Az) < ch(\) + zsh (\) < exp (%) + zsh (A).

4. Démontrer que si la variable aléatoire X prend ses valeurs dans [—1,1] et est centrée, alors on
A2 \2
a pour tout A >0, on a : E (eAX) < exp (3) et E (e*’\X) < exp (5) .

5. Montrer que si les variables aléatoires indépendantes X; prennent leurs valeurs dans [—1,1] et

n 2
n-1/2 ZX,- > a) < 2exp (—%).

sont centrées, alors : Yn € N*,Va € R, P (
i=1




Théoréme 4.4.2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) (Enoncé CCP 99) Si X est une variable
aléatoire discréte réelle dans L2, et sit est un réel strictement positif,

Démonstration :

I k
Exemple 4.4.2 Soient 0,z € R distincts. Déterminer lim e Z % On distinguera les cas

n—-+o0o
k<nx

<0 et <ux.



Théoréme 4.4.3 (Loi faible des grands nombres) (Démo CCP 99) Soit (Y,)nen+ une suite de va-

riables aléatoires discrétes dans L* i.i.d.. On pose S, = ZY; et on note m l’espérance commune de
i=1
Yi,... Y, (m = E(Y))) et o leur écart-type commun (o0 = o(Y7)).

2
n o
On a :Va € R ,Vn € N, P(——m 2&) < —.
n na
o . Sn
En particulier : Va € R, lim P||— —m|>a| =
n—-+oo n
Démonstration :
_ " Y
Remarque 4.4.2 On pose Y, = D;l, qui est la moyenne empirique des résultats Yi,...,Y,. Ce
n

théoréme montre que plus n est grand, plus la probabilité de voir Y, s’approcher de son espérance m
est proche de 1. La lov des grands nombres justifie [interprétation fréquentiste des probabilités. En effet
st on regarde la fréquence d’un événement lorsque l'on répéte indéfiniment une expérience aléatoire,
celle-ci tend vers la probabilité a priori de cet événement.

Exemple 4.4.3 1. Soient x € [0,1], « € R et n € N*. On considére une variable aléatoire S,
Sh 1
suivant une loi B(n,x). Montrer que P | |— —z| > a | < :
n dna?

2. (CCP 99) Une urne contient 2 boules rouges et 3 boules noires. On tire successivement avec
remise des boules de cette urne. A partir de combien de tirages peut-on garantir a 95% que la
proportion de boules rouges tirées est dans l'intervalle 10, 35;0,45].



4.5 Fonctions ou séries génératrices

Soit X une variable alétoire a valeurs dans N.

Définition 4.5.1 (Fonctions génératrices) (. Enoncé CCP 110) On appelle fonction ou série généra-
trice de la variable aléatoire X la fonction

—+00

Gx :tr Y t"P(X =n) = E )

Remarque 4.5.1 1. (CCP 110) La formule avec l’espérance s’obtient grdce a la formule de trans-
fert.

2. St X a un nombre fini de valeurs, alors Gx est

Proposition 4.5.1 (La série entiére Gx) 1. Gx(1) =

2. (Démo CCP 96/110) La série génératrice Gx d’une variable aléatoire entiére est une série
entiere de rayon de convergence au moins égal a 1 et Gx est au moins définie sur

3. (Enoncé et démo CCP 110) Soit on a : Yk € N, P(X = k) =

4. Deux variables aléatoires X et'Y a valeurs dans N ont la méme loi si et seulement si

Démonstration :



Proposition 4.5.2 1. La série entiére Z P(X =n)z" converge normalement sur D(0,1).

n=0
2. Gx est continue sur [—1,1].

Démonstration :

k—
Exemple 4.5.1 Soit X une variable aléatoire telle que : Vk € N*, P(X = k) = o
fonction génératrice de X ? de 3X ¢

Proposition 4.5.3 (Fonctions génératrices de lois usuelles)
1. Si X < B(p) alors Gx(t) = (1 —p) + tp.
2. 8i X — B(n,p) alors Gx(t) = ((1 —p) +tp)".

3. 81 X < G(p) alors Gx(t) = Pt

ﬁ et le rayon de convergence est
4. 8i X < P(\) alors Gx(t) = e MM = -1

et le rayon de convergence est
Démonstration :




Proposition 4.5.4 (Fonctions génératrices et espérances) X est d’espérance finie si et seulement si
G x est dérivable en 1.
Si tel est le cas, alors E(X) = G'x(1).

Démonstration : Si E(X) existe.

Réciproquement si Gx est dérivable en 1 :

Remarque 4.5.2 On retrouve ainsi aisément les espérances des variables aléatoires usuelles.

Exemple 4.5.2 Retrouver les espérances de X lorsque X suit une loi G(p) et P(A).

Proposition 4.5.5 (Fonctions génératrices et variances) X est dans L* si et seulement si Gx est deuz
fois dérivable en 1.
Si tel est le cas, alors V(X) = G% (1) + G (1) — G’y (1)%.

Démonstration : Comme précédemment, si E(X?) existe alors E(X) aussi, les séries Z n*P(X =n) et

Z nP(X = n) convergent donc et Z n(n —1)P(X = n) converge aussi et le théoreme de dérivation

des séries de fonction s’applique deux fois, prouvant que
“+o0o

G%(1) => n(n—1)P(X =n) = E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X) (par la formule de transfert) donc
n=2

E(X?) = G%(1) + G’y (1).

Et finalement V(X) = G’% (1) + G4 (1) — G’y (1)

Inversement, si Gx est deux fois dérivable en 1, alors comme précédemment on montre que :

Z n(n —1)P(X = n) converge donc Z n?P(X =n) aussi et X est donc d’espérance finie.



Remarque 4.5.3 1. On retrouve ainst aisément les variances aes variabies ateatoires usuelles.

2. La formule de la variance est plus a savoir retrouver qu’a apprendre.
En effet G’ (1) =
puis E(X?) =

Exemple 4.5.3 Retrouver les variances de X lorsque X suit une loi G(p) et P(A).

Remarque 4.5.4 Par récurrence sur n > 1, on peut démontrer que si X est une variable aléatoire
a valeurs dans N, alors Gx est r fois dérivable en 1, si et seulement si X" admet une espérance et
dans ce cas : Ggp(l) = EX(X = 1)..(X —=r+1)). Ceci nous permet de calculer E(X"), a laide de
EX),.. B X",

Proposition 4.5.6 1. Soient deux wvariables aléatoires X et Y a wvaleurs dans N indépendantes.
Alors on a : GxGy = Gx.y.

2. Plus généralement soient X1,..., X, des variables aléatoires a valeurs dans N mutuellement
indépendantes. Alors on a : Gx,+. +x, = Gx, X ... x Gx,,.

Démonstration : Donnons deux démonstrations pour le premier point :

Le deuxiéeme point se prouve par récurrence.
Remarque 4.5.5 La réciproque est fausse.

Exemple 4.5.4 1. Soient X et Y deux variables indépendantes suivant respectivement une loi
B(n,p) et B(m,p). Alors X +Y suit une loi



2. (CCP 110 et 103) Soient X et Y deuzx variables indépendantes suivant respectivement une
loi P(\) et P(u). Alors X +Y suit une loi

Remarque 4.5.6 On remarque que cette démonstration est bien plus courte que celle employée dans

[’exemple 3.2.1.

Exemple 4.5.5 1. (CCP 96) Dans une urne se trouvent 4 boules numérotées 0,1,1,2. On effectue
n tirages indépendants d’une boule avec remise, et on note X la somme des résultats obtenus.

Détermaner la fonction génératrice de X, puis sa loi.

2. SoientY et Z deux variables aléatoires indépendante et'Y suit une loi G(1/2) et X =Y + 7 est
. Déterminer

une variable aléatoire a valeurs dans N* et vérifie : Vk € N*, P(X = k) = o

la loi de Z.

3. (Formule de Wald)
Soient (Xy)ken+ une suite variables aléatoires discrétes indépendantes de méme loi sur (€2, A, P),

p
a valeurs dans N. Soit p € N* et on pose : Vw € Q, Sy(w) = ZXk(w) et So = 0. On consideére
k=1

une variable aléatoire N, a valeurs dans N, sur le méme espace probabilisé, indépendante des
variables Xy.. On définit une variable aléatoire Y par :' Y = Sy.

(a) Déterminer Gy en fonction de G et Gx avec X = Xj.

(b) Lorsque E(X) et E(N) existent, montrer que E(Y') existe et l’exprimer en fonction de E(X)

et E(N).



5 Résumé concernant les lois classiques

En notant ¢ =1 — p.

Nom Parametres X(Q) | P(X=k) |EX) |V(X) Gx RCV
Constante | ¢ {c} |1 c 0 t° (c e N) +00
, 1 a+b|(b—a+1)>—1 ta — ¢+t
fi b
Uniforme a<beN [a, 0] —— 5 15 (ETES +00
Bernoulli p €]0,1] {0,1} [p(k=1) |p Pq q+pt +00
Binomiale (n,p) € Nx]0,1[ | [0,7n] <Z> p*q"F | np npq (g + pt)" +00
1 11— 1
Géométrique | p €]0, 1] N* pg" 1 - 2p P -
p p l—qt q
: X e M\ A(t—1)
Poisson AeRY N A A e +00




6 Complement : déemonstration du theoreme d’approximation de
Weierstrass

Soit f € C([0,1],R). Soient n € N* et = € [0,1]. On pose : B,(f)(x) = Y (n)f (E> (1 — z)"*

(polynéme de Bernstein).
On considere S,, qui est une variable aléatoire suivant une loi B(n, z).
On rappelle que dans un exemple du cours, on a montré grace a l'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev

< 1
- a) ~ 4dna?’
1. Montrer que E {f (%)} = B,(f)(x).

2. Soit ¢ € RY. Justifier qu’il existe a dans R tel que :
va?be [071]7 ‘CL—b‘ Sa= |f(a) _f(b)‘ <e.

st |1 (£) 10

n

Sy
que : P ‘——x
n

, pour tout k de [0,n] vérifiant |k/n — x| < a.

Sn
— -
n

3. Montrer que | (f (%) - f(x)) P(S, = k)| < 2||fllP (

lk/n—z|>a

> a).
4. Montrer qu’il existe ng dans N tel que : Vn > ng, [|By(f) — flleo < 26.

5. En déduire que tout fonction f de C([0,1],R) est limite uniforme sur [0,1] d'une suite de
fonctions polynomiales.



