Chapitre 14 : Equations différentielles I
MP Chaptal

1 Dérivation des fonctions d’une variable réelle a valeurs vectorielles

1.1 Définition et premieres propriétés
Soit K = R ou K = C. Dans tout ce paragraphe, F' désigne un K-espace vectoriel de dimension finie

et I un intervalle de R tel que I # 0.
On rappelle que dans ce cas, toutes les normes sur F' sont équivalentes, donc la notion de convergence
est indépendante de celle-ci.

Définition 1.1.1 (Dérivée en un point) Soit f : I — F une application et soit ty € 1. On dit que f
1
est dérivable en to si : lim | ——— (f(t) — f(to0)) | eziste.
t—to \ T — T
Dans ce cas, cette limite est appellée la dérivée de f en ty (ou le vecteur dérivé de f en ty), et on la
note f'(to).

Remarque 1.1.1 Lorsque F = R? ou F = R? et que la fonction f représente le mouvement d’un point
matériel en fonction du temps, le vecteur f'(ty) représente la vitesse instantannée du point a l'instant
to.

Définition 1.1.2 (Dérivée a gauche et a droite) Soit f : [ — F et ty € I.

1
1. Sitg # sup I, on dit que f est dérivable a droite en ty lorsque : lirri (t ; (f(t) — f(to))) existe.
st — 1o

Dans ce cas, on note fi(ty) cette limite et on lappelle la dérivée de f a droite en ty.

1
2. Sity # inf I, on dit que f est dérivable a gauche en ty lorsque : lim ( (f(t) — f(to))) existe.

t—ty —to

Dans ce cas, on note f;(to) cette limite et on Uappelle la dérivée de f a gauche en t.
Remarque 1.1.2 De facon équivalente, f est dérivable a droite en ty si f|inj,+oo[ €5t dérivable en t.

Proposition 1.1.1 (Lien entre dérivabilité et dérivabilité a gauche et a droite) Soient une fonction

fil s Fettyel
Alors f est dérivable en ty si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche en tq et fi(to) = f;(to).

Démonstration : Provient du fait que d’avoir une limite en un point est équivalent a avoir des limites
identiques a gauche et a droite de ce point.

Proposition 1.1.2 (Lien entre dérivabilité et développement limité & ’ordre un) Soient f € F(I, F)
et tg € I. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) [ est dérivable en ty ;
(it) il existel € F' et e € F(I,F) tels que :

Vtel, f(t) = f(to) + (t —to)l + (t — to)e(t) avec lime(t) =0

t—to

De plus, lorsque 'une de ces conditions est vérifiée, | = f'(to).



Démonstration : e Montrons (z) = (7).
On suppose f dérivable en a. Posons | = f’(to) et pour t € I :

e(t) =< t—t, (f(t) = f(to)) = f'(to) sit#to
0 sit =1

On vérifie que pour tout ¢ € I, f(t) = f(to) + (t —to)f'(to) + (t — to)e(t). De plus, par définition de la
dérivabilité, on a : lim (t) = 0.
t—to
e Montrons (i) = (7).
On suppose qu’il existe [ € F' et une fonction ¢ € F(I, F) tels que :

Vtel, f(t)= f(to) + (t —to)l + (t — to)e(t) avec lime(t) =0

t—to

Alors, pour tout t € I\ {to}, on a: % (f(t) — f(to)) =1 +e(t).
—to

Par suite, lim (f(t) — f(to)) = I, ce qui prouve que f est dérivable en ty et f'(to) = .

t—to T — T

Corollaire 1.1.1 (Dérivable implique continue) Soient a € I et une fonction f : I — F dérivable en
tg. Alors f est continue en tg.

Démonstration : D’apres la proposition précédente, il existe [ € F' et ¢ € F(I, F) tels que :
Vitel, f(t)= f(to) + (t — to)l + (t — to)e(t). En faisant tendre ¢ vers ty, on a : thr? f(t) = f(to), ce
—to

qui prouve la continuité en tg.

Remarque 1.1.3 ATTENTION, la réciproque est fausse.
Soienty € F et f:t > |[ty||r. Montrer que f est continue en 0, puis donner une condition nécessaire
et suffisante sur y pour que f soit dérivable en 0.

Proposition 1.1.3 (Dérivation et coordonnées) Soient f € F(I,F) et ty € I et B = (eq,...,e,) une

base de F'. On a donc f = Zfiei, avec (f1,---, fn) les applications coordonnées de f. Alors les
i=1
énoncés suivants sont équivalents :

(i) f est dérivable en t.
(ii) Toutes les applications coordonnées f; de f dans la base B sont dérivables en t.

Dans ce cas,

f'(to) = Z fi(to)e;.

Démonstration : Soit t € I, avec t # tg. On a : i (*%). On a vu

t—to
que dans un espace vectoriel dimension finie, une fonction converge en t, si et seulement si toutes ses

t)— J(¢ () — it
fonctions coordonnées convergent. Ainsi lim M existe si et seulement si lim M
t—to ¢t — 1y t—to t—1o

pour tout i de [1,n]. Le passage a la limite quand ¢ tend vers 5 dans () donne la relation.

f{t) = f(to) _ iMe
= t—to

Remarque 1.1.4 L’étude de la dérivabilité d’une fonction a valeurs dans F' de dimension finie n > 1
se ramene a ’étude de la dérivabilité de n fonctions d’une variable réelle a valeurs dans R ou C.



Exemple 1.1.1 Soient uw : I — R dérivable en ty et w € F. La fonction vectorielle f : ¢t — u(t)w est
dérivable en ty car :

De plus f'(ty) =

Définition 1.1.3 (Fonction dérivée) Si f est dérivable en tout point de I, on dit qu’elle est dérivable
sur 1.
De plus, dans ce cas, Uapplication de I dans E : t — f'(t) est appelée fonction dérivée de f, et notée

' ou D(f), ou D

Exemple 1.1.2 Dériver sur R la fonction vectorielle R : t — (sin(t) cos(t)

cos(t) — sin(t)) '

Corollaire 1.1.2 Soit f : I — F. On suppose que f est continue sur I et dérivable sur I. Alors,

[ est constante sur I si et seulement si : ¥Vt € I, f'(t) = 0.

Démonstration : 11 suffit d’appliquer la propriété déja vue pour les fonctions a valeurs réelles (ou
complexes) aux applications coordonnées de f.

1.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 1.2.1 (Dérivation d’une combinaison linéaire) Soient f et g des applications de I dans
E dérivables en un point to € I (resp. dérivable sur I). Soit o et B deuz scalaires. Alors af + g est
dérivable en to (resp. dérivable sur 1) et :

(af +B9) () = af'(to) +By'(to) (resp. (af +B9)" = af +B9).
Démonstration : Posant h = af + 8¢, on passe a la limite quand ¢ tend vers ty dans I'égalité :

h(t) = h(to)  f(t)— f(to) | ,f(t)— f(to)
P L A

Les cas dérivables sur I s’en déduisent immédiatement.

Remarque 1.2.1 On en déduit que ’ensemble des applications de I dans E dérivables sur I est un
K-espace vectoriel noté D*(I, E) et que Uapplication f — f' est linéaire de D*(I, E) sur F(I,E).

Proposition 1.2.2 (Dérivation d’une composée) Soient I et J deux intervalles réels, ¢ : J — R une
fonction dérivable en ty € J (resp. sur J) telle que : o(J) C 1. Soit f : I — F une fonction dérivable
en ug = p(to) (resp. sur I). Alors f o ¢ est dérivable en ty (resp. sur J) et

(fow)(to) = ¢ (to).f'(p(ta)) (resp. (fop) =@ .(fop))

Démonstration : Ecrivons le développement limité a ’ordre un de f au voisinage de uy :
f(u) = f(uo) = (u—wg) f'(uo) + (u — up)e(u), avec € : J — F une fonction telle que lim e(u) = 0.

On adone : ¥t € 1, J(g(t)) — Flg(tn)) = (o(t) — (to)) ' ug) + (1) — plio))e((1)).
Pour ¢ dans I avec t # tg, on a : f(gO(Zf)z)f : {(Qp(to)) = (90<t3€ : f(to))f’(uo) + Mg(gp(t)).
Or ¢ est dérivable en ty, donc elle y est aussi 0con’cinue. Par compgsition de limites, on aO:

tlLI% e(p(t)) = 1}5205(“) =0, puis : thg% f(go(t)i : i;(w(to)) = ¢'(to) f'(uo)-




Remarque 1.2.2 ¢'(ty) est un scalaire (c’est un réel) et f'(o(to)) est un vecteur de F', donc @' (to).f (p(to))
est la multiplication issue de la loi externe définie sur K x F.

Proposition 1.2.3 (Dérivée et application linéaire) Soit F, G deuxr K-espaces vectoriels normés de
dimension finie, u une application linéaire de F' dans G, et f une fonction dérivable en to € I (resp.
sur 1) a valeurs dans F.

Alors uo f est dérivable en ty (resp. sur 1) et :

(wo f)(to) = u(f'(to)) (resp. (wo f)' =wo f).
Démonstration : Pour tout t € I\ {to}, on pose g =wuo f.

Onas - (9(t) = glta)) =

Exemple 1.2.1 Soit u,v,w trois fonctions définies et dérivable sur I = |a,b] a valeurs dans R (avec
w(a) u(b) u(x)

a <b). Montrer que g : x — |v(a) v(b) wv(x)| est dérivable sur I et exprimer sa dérivée.
w(a) w(b) w(z)

Proposition 1.2.4 (Dérivée et application bilinéaire) Soient F' et G deux K-espaces vectoriels normés
de dimensions finies, f : I — F, g: I — G deux fonctions dérivables en tq € I (resp. sur I) et B une
application bilinéaire de F' x G dans H (un K-espace vectoriel de dimension finie). Alors :

(i) Uapplication B(f,g) : t — B(f(t),g(t)) est dérivable en ty (resp. surl);

(ii) et on a la relation :

B(f.9)(to) = B(f'(to), g(t0)) + B(f(to), g'(t)) (resp. B(f,9)" = B(f',9) + B(f.4'))
Démonstration : Pour tout t € I\ {to}, en posant ¢ = B(f,g) :

L o) - lte) = —— (BU®).9() — B(f(to). g(to))

t—to t—to

1

= 1= m)(f3(f(t)7g(t))-— B(f(#), 9(to)) + B(f(t), 9(to)) — B(f(to), 9(t0)))

Soit encore, par bilinéarité de B :

1
t—to

1
"t —to

1
t—to

<mw—wm»::3(ﬂw @@—gw»)+3( (ﬂﬂ—f%»y%o.

Puisque f est dérivable en ty, f est aussi continue en ty et puisque g est aussi dérivable en ¢y, on a
donc :

i £(0) = ) fisn (-0 = 7(00) ) = £0) et Jim (

t—to t—to \ T — 1o t—to

@@—gw»)zyw»

t—to



Enfin, puisque [+ et & sont de dimensions finles, et 5 est bilinéaire sur £ X (G, 5 est continue sur
F x (. Par conséquent,

lim ( ! (p(t) — (p(to))) = B(f(to),d'(to)) + B(f'(to), 9(to))-

t—to \ T — o

Remarque 1.2.3 Soient A : [ — K et f: I — F deux fonctions dérivales sur I. Alors \f est dérivable
sur I et : ¥t eI, (\f)(t)=

Exemple 1.2.2 Soient M et N deux fonctions dérivables sur R, a valeurs dans M., (R). Déterminer la
dérivée de u — M (u)N(u).

Corollaire 1.2.1 (Dérivation d’un produit scalaire) Soient f et g deux fonctions dérivables enty (resp.
sur 1). Si F' est un espce euclidien, alors (f,g) :t — (f(t),g(t)) est dérivable en ty (resp. sur I) et

(f.9)" (to) =

Démonstration : L’application (z,y) ~ (z,y) est bilinéaire sur F* qui est de dimension finie, donc :

vte L, (f.9) (t) = (f'(t), 9()) + (f(t),9'(t)).

Exemple 1.2.3 Soit f une fonction dérivable de I dans F, avec F un espace euclidien.
1. Sih=|f|?, alors : ¥Vt € I, W (t) =
2. On en déduit que [ est de norme constante si et seulement si :

3. On suppose que : ¥t € I, f(t) # 0. Montrer que k : t — || f(t)|| est dérivable sur I et déterminer
K.

Proposition 1.2.5 (Dérivation d’une application multilinéaire) Soitp € N* et F, ..., F,, G des espaces
vectoriels de dimension finie. Soient M : Fy X ... X F,, = G une application multilinéaire et f; : I — F;
des applications dérivables en to (resp. sur I), pouri € [1,p]. Alors application

M(f1,..., fp) : t = M(fi(t), ..., f,(t)) est dérivable en ty (resp. I) et

M(fr, .., f5) (to) =

1
Démonstration : On a

— (MCAQ), - o) = M(filto) ., fo(to))) =

0

ZP:M ( fi(to), .oy fim1(to), (35——75() fis1(t), s fo (t)> et on conclut comme dans la preuve de la

=1
proposition 1.2.4.

Corollaire 1.2.2 (Dérivation du déterminant) Soient fi,..., f, sont des fonctions dérivables en t,
(resp. sur I) de R a valeurs dans F muni d’une base BB, alors la fonction
detB(fl, ey fn) it dgt(fl(t), oy a(1)) est dérivable en ty (resp. sur 1) et :

detzs(fl, for oo fo) (to) =
Aet (Fi(to)s olto)s - ulto)) + det (ilto), foto), . fulto)) -+ et (ilto), folto), . Folto).

Démonstration : det : FP — R est multilinéaire et F' est de dimension finie.



1.3 Derivees successives

Définition 1.3.1 (Fonctions de classe C*, C*) Soit f : [ — F une fonction. Soit k € N. Sous réserve
d’existence, la dérivée k"¢ de f est définie par

FO = £ 00 = (50

La fonction f est de classe C* si f®) existe et est continue. Elle est de classe C® si ses dérivées & tout
ordre existent, ce qui est équivalent & étre de classe C* pour tout k de N.

Remarque 1.3.1 (f)m) = fm+n),

Proposition 1.3.1 (Dérivation coordonnée par coordonnée) Soient f € F(I,F) et B = (eq,...,e,)

une base de F'. On a donc f = Z fiei, avec (f1,---, fn) les applications coordonnées de f. Alors les
i=1
énoncés suivants sont équivalents :

(i) f est de classe C* sur I.

(i) Toutes les applications coordonnées f; de f dans la base B sont de classe C* sur I

Dans ce cas, on a :

Vie [0, k],Vtel, fO)= i Y1)

i=1

Démonstration : Pour k = 1, nous avons déja fait la preuve. Ensuite le formule se généralise par
récurrence.

Exemple 1.3.1 1. Soient u : I — R de classe C* (avec k € NU {oc}) et w € F. La fonction
vectorielle f <t +— u(t)w est C* sur I et : VI < k,Vt eI, fO(t) =

2. Déterminer la dérivée n-éme de f : t — e’ cos(t).

Proposition 1.3.2 (Opérations sur les fonctions de classe C*) Soient f, g deuz fonctions de classe C*
(avec k € NU{oo}), définies sur I a valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie, A un réel,
L une application linéaire et B une application bilinéaire. Alors, \f + g, Lo f et B(f,g) sont de classe
c* etpom‘l<k :

(>\f+9) P= A0+
2. (Lo f)U = Lo(f¢ ).

I
3. (CCP 3 Enoncé+démonstration dans le cas réel) B(f,g) Z( ) ) g=)
7=0

(formule de Leibniz).

Démonstration : Les trois points se montrent par récurrence. La derniere démonstration est sur le
méme principe que la formule de Leibniz vue en sup.

Démontrons la formule de Leibniz.

Pour CCP 3, dans le Cas réel, on prend donc B : (x,y) — zy définie de R? dans R et il faut remplacer
B(f (), 4@ ) par f (P) g0 Réécrire la preuve dans ce cas est un bon exercice.

Démontrons le resultat par récurrence. Pour k € N, on pose (Py) :si f: I — F et g: 1 — G sont des
applications de classe C*, avec F et G des K-espaces vectoriels de dimension finie et B : F x G — H



est une application bilinéaire (avec H un K-espace vectoriel de dimension finie), alors B(f, g) est de
k

classe C* sur I et (B(f,g))® = Z (i)B(f(p%g(kp)).
p=0

e Pour k£ = 0, cela provient du fait qu’en dimension finie les applications bilinéaires sont continues sur
0

0
I et donc par composition B(f, g) est continue et B(f, ¢)? = B(f, g) = Z ( )B(f(p)’g([)p))-
p=0
e Soit k € N et on suppose (P;). Soient f : I — F et g : I — G sont des applications de classe [ans
et B: F x G — H est une application bilinéaire.
Grace a (P;) comme f et g sont aussi de classe C*, alors B(f, g) est de classe C* sur I et

k
k
(B(f,g))® = E ( )B(f(p),g(k_p)). Soit p € [0, k]. Les applications f® et g**P) sont de classe C,
p

donc dérivables et grace a la proposition 1.2.4, B(f (), g(k’p)) est dérivable et :
(B(f(p)7g(k—p)))/ _ B(f(p-l—l)’g(k—p))_,r_B(f(p)’ g(k—p-&-l))‘ Les fonctions f@1), gb=p) @) of k=p+D) gong
continues sur I, alors le raisonnement fait pour £ = 0 nous dit que B(f(pH), g(k_p)) + B(f(p), g(k_p+1))

est continue sur I et donc B(f®), g*P)) est de classe C* sur I. La fonction (B(f,¢))* est donc de
classe C' sur I par combinaison linéaire et donc B(f, g) est de classe C**! sur I. De plus :

(B(f, g))(k+1) _ Z (k) (B(f(p),g(k_p)))l — Z (k) (B(f(p“),g(k_p)) + B(f(p)’g(k—pﬂ))) —

p p

p=0

p=0

() B9 () B0 g0 4

k k
k - k _
B(f*,¢0) + B(f?,g*) + > (l B(fO,g* =)+ ( B(f», gty =

k L i . )
(kii)B(f(k“),g(o)) + ( gl)B(fw),g(kH)) 0y ((p i 1) i <p)) B(fW, g+1-n)) _

p=1
k+1

kE+1
Z ( * )B (f 2 g(k“_p)), grace a la formule du triangle de Pascal, ce qui donne la proposition pour
p=0
k + 1 et qui acheve la récurrence.

Remarque 1.3.2 1. L'ensemble C*(I, F) (avec k € NU{oc}) des fonctions de classe C* de I dans
I est un K-espace vectoriel.

2. Pour f: 1 —-Ketg:I =K, et B:(z,y)— zy définie de R* dans R, le troisiéme point nous
redonne la formule de Leibniz classique. En effet B(f(p),g(q)) = @4 pour p,q dans N.

Exemple 1.3.2 1. Soit u,v,w trois fonctions de classe C* de [a,b] vers R (avec a < b). On suppose
u(a) u(b) u'(a) w(a) u(b) u’(c)
v(a) wv(b) v'(a)| =0. Montrer qu’il existe ¢ €|a,b| vérifiant |v(a) wv(b) v"(c)|=0.
w(a) w(b) w'(a) w(a) w(b) w’(c)



2. (CCP 3) Soit n € N. Déterminer les dérivées n-émes sur leurs ensembles de définition res-
2z

1 e
pectifs de g : x — €** et h: x — ——, puis en déduire celle de f : x .
14+ 14+

1.4 Dérivation des suites et séries de fonctions vectorielles
1.4.1 Extension des théorémes de dérivation

Nous pouvons étendre les résultats sur la dérivation des suites et séries de fonctions a valeurs dans K
a des fonctions a valeurs dans F.

Proposition 1.4.1 (Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions) 1. 8i (fn)nen est une suite
de fonctions a valeurs dans F telles que :
e pour tout n de N, f, est de classe C* sur I ;
e la suite (f,) converge simplement vers f définie sur I a valeurs dans F'.
e la suite (f))nen converge uniformément vers une fonction h définie sur I a valeurs dans F,

alors f est de classe C' sur I et : f' = h, soit : Vo € I, hI_P fi(x) = f'(x)
n—-+0oo
et (fn) converge uniformément vers f sur tout segment de I.

2. Si (fn)nen est une suite de fonctions telle que
o pour tout n de N, f, est de classe C* sur I ;
e la suite (f,) converge simplement vers f sur I.
e la suite (f)nen converge uniformément sur tout segment [a,b] inclus I vers une fonction h
définie sur I a valeurs dans F,

alors f est de classe C* sur I et : f' =h, donc : Vo € I, lim f (z)= f'(v)

n——+o0o
et (fn) converge uniformément vers f sur tout segment de I.

Démonstration : 1. On se fixe une base B = (ey, ..., €,) de F. On décompose chaque fonction f,, dans

p p

cette base. On munit F' de la norme N, définie par N ( E xiei> = E |z;|. Le choix d’une norme
1=0 i=1

n’influence pas la notion de convergence en dimension finie, donc si on a convergence pour la norme

N, nous 'aurons aussi pour toute norme sur F'.
p p p

On note : Vn € N, f, = meei, f= Zfiei et h = Zhiei.
i=1 i=1 i=1

Comme les fonctions f, sont de classe C L sur 1, alors toutes les fonctions coordonnées fn,i le sont aussi
p

etona:VneN, f| = fowei.

i=1
Soit i € [1,p]. Soit x € I. Comme lirf fu(z) = f(x), alors la notion de convergence dans un espace
n—-+0oo

vectoriel de dimension finie nous dit que 1’on a convergence pour chaque coordonnée :

lil}rl frni(z) = fi(x). Ainsi (fy.i)nen converge simplement vers f; sur I.
n—-+0oo




Ona: Ve € I, |f;(x) = hi(@)] < Y [fnu(@) = bi(@)] = N(fo(2) = h(@)) < ||fy = bl Ainsi
k=1

on & = hillae < [1£7 =l Comme lim_[[f; = hllc = 0. alors lim_[f1 = hi = 0. Donc

(fh.i)nen converge uniformément vers h; sur I.

Grace aux résultats que 'on a vu sur les suites de fonctions a valeurs dans K, les fonctions f; sont de

classe C' sur I, donc f aussi. De plus lim £ ,(z) = f/(x) et comme la notion de convergence dans
n—+o00 ’

un espace vectoriel de dimension finie est équivalente a la convergence pour chaque coordonnée, alors :
lim f/(z) = f'(z).

i fi() = ()

Par ailleurs la suite (f, ;) converge uniformément vers f; sur chaque segment J de /. On a :

Vo € J, N(folz) = (@) =D 1 far(@) = @) D[ fak — fillioo. On a done :
k=1 k=1

o= Fllaso <> I fak = fillsoo et comme pour tout k de [1,p], ona: lm || for— fill oo = 0, alors :
P} n——+0oo
lir+n Il fn — fllsc0s ce qui donne la convergence uniforme de (f,,) vers f sur J.
n——+0o0

2. Méme démonstration que pour les suites de fonctions a valeurs dans K.

Proposition 1.4.2 (Dérivation terme a terme) Soit (f,)nen une suite de fonctions a valeurs dans F'.
e pour tout n de N, la fonction f, est de classe C* sur I.
e [a série de fonction Z fn converge simplement sur I

e la série E 11, converge uniformément ou normalement sur I (ou sur tout segment [a,b] inclus

dans I ).
“+o0o “+o0o / +oo
Alors la série de fonctions Z f,, est de classe C* sur I et (Z fn> = Z fr.
n=0 n=0 n=0

Démonstration : Méme démonstration que pour les séries de fonctions a valeurs dans K.
1.4.2 Application a I’exponentielle

On munit M,,(K) de la norme ||.||2 (on rappelle ||Alls = Z |a; ;|, avec A = [a; ;]1<ij<n) qui vérifie :
ij=1

VA, B € M, (K), ||AB|l2 < ||All2]|B||2 (voir chapitre 7).

Soit E' un espace vectoriel normé de dimension finie n. Soit B une base de E. Sur L(E), on définit la

norme ||| par : ¥f € £(E), [If] = | Mats(f)]z

Cette norme vérifie aussi : Vf,g € E, ||[fogl <|fll x|lgll (*).

Proposition 1.4.3 (Dérivation de ¢ — exp(ta)) Soit a € L(FE). L’application e, : t — exp(ta) est de
classe C* sur R et :

vVt € R, %(exp(ta)) =

Démonstration : Introduisons les fonctions u, : R — E définies par
Vn € NVt € R, u,(t) = —.a".

e Chaque u, est de classe C' sur R.
e La série Z u, converge simplement et sa somme est la fonction e,.
e Soitt € R. On a:

ul,(t) = —1'.@” sin>1etu,(t)=0sin=0.



Soit |, B8] un segment de R. Soit ¢ € |o, 5] et on pose M = max(|a|, |5]). On a :

Ml < A g = Gl
(=" 17 (n 1) (-1
grace a la propriété (x) de la norme ||.||.
(Mlal)"™
(n—1)!

Vn € N, [lu, (t)]| < || e

On a donc : Vn € N, |luy|[a,8),00 < ||a|| Or, on sait que pour tout = € R, Z — converge

(M]||al])™1
donc 5 | a||1 converge.
n —

Par comparaison de séries a termes positifs, on obtient la convergence normale de E ul, sur [a, (.
Finalement, par convergence uniforme sur tout segment de R, on peut affirmer que e, est une fonction
de classe C* sur R et

+oo tn_l tn

Vit eR, € (t) = Z m.a” = Z ol a"t =g oexp(t.a) = exp(t.a) oa,
n=1 n=0

car l'application z — z o a est un endomorphisme de L(F) qui est de dimension finie, donc continue,
ce qui implique que :

N N N X
exp(t.a)oa = | lim —.a" | oa= lim —.a"oa = lim —.a"t = g —.a".
N—+oo n! N—+o0 n! N—+00 n! ‘ n!
n= n= n= n=

Proposition 1.4.4 (Dérivation de ¢ — exp(tA)) Soit A € M,,(K). L’application e4 : t — exp(tA) est
de classe C' sur R et :

vVt € R, j (exp(tA)) = Aexp(tA) = exp(tA)A.

Démonstration : Identique a la démonstration précédente.

Remarque 1.4.1 Par récurrence, on obtient que t — exp(t.a) et t — exp(t.A) sont de classe C* sur

dP
R et que : Vp € N,Vt € R, (exp(ta)) = a? o exp(ta) = exp(ta) o a? et :

dte

il (exp(tA)) = APexp(tA) = exp(tA)AP.

Vp € N,Vt € R, T

Exemple 1.4.1 Soit A € M, (R).
1. Soit ¢ : u — (exp(uA))T exp(uA). Dériver ¢ sur R.
2. On suppose que ¥Vt € R, exp(tA) € O,(R). Montrer que : A € A,(R).

2 Généralités sur les équations différentielles linéaires d’ordre un

Ici I désigne un intervalle de R.



2.1 Rappels de sup des équations différentielles lineaires du premier ordre

Soient «, [, v trois fonctions définies sur un intervalle J C R et a valeurs dans K.
Soit I un intervalle tel que pour tout ¢ € I, a(t) # 0. On cherche a identifier les fonctions y telles que

pour tout t € I, a(t) y'(t) + B(t) y(t) = ().

Pour commencer on résout cette équation sur chaque intervalle I ou « ne s’annule pas, en cherchant
les solutions de 1’équation dite normalisée :

, B) . @)
y'(t) + %y(t) =)

Cette équation est équivalente a la premiere, car o ne s’annule pas sur I.

Ceci explique l'interét d’avoir « qui ne s’annule pas. Nous recollerons ensuite dans un deuxieme temps
les solutions trouvées sur chaque intervalle I, pour pouvoir avoir des solutions définies sur .J tout entier.
Ainsi pour toute résolution d’équation, on précisera bien sur quels intervalles on travaille.

Nous sommes donc amenés a résoudre dans un premier temps des équations du type

y'(t) + a(t)y(t) = b(t),

avec a = ff/a et b= vy/a.
A partir de maintenant, a et b sont des fonctions continues définies sur un intervalle I a valeurs dans
K.

2.1.1 L’équation homogene

On résout tout d’abord I’équation sans second membre, ou ’équation homogene associée :

y'(t) +at)y(t) =0, t € L.

On rappelle que cette équation est équivalente sur I & oy’ + Sy = 0.

Proposition 2.1.1 (Solutions homogénes d’une équation du premier ordre) Les solutions de [’équa-
tion homogene que l’on appelle solutions homogénes sont les fonctions définies sur I de la forme
ts Xe O N e K, ou A est une primitive de a.

Soit to € I. On peut aussi écrire les solutions sous la forme

tis Ae 0@ d )\ K.
Ainsi l’ensemble des solutions de [’équation homogéne associée est
Sy ={xe ™ N e K} = {uyn, p € K} = Vect(yg),
ou yy est une solution non nulle quelconque de l’équation homogene.

Exemple 2.1.1 1. A connaitre : soit ¢ € K. Résoudre Uéquation iy’ +cy =0 (Ey).

2. (CCP 42) Soit (H) : 2zy’ — 3y = 0. Résoudre (H) sur R},



2.1.2 Une solution particuliere

On cherche ensuite une solution particuliere de 1'équation différentielle y'(t) + a(t)y(t) = b(t), t € I
(ou ay’ + By = 7). Pour cela, on utilise la méthode de variation de la constante.

On cherche une solution définie sur I de la forme ¢ — A(t)yg(t), o yy est une solution non nulle de
I’équation homogene.

On injecte ensuite cette solution particuliere dans ’équation différentielle :

Nyg + My +alyg = b Nyn + ANyy +ayg) =bs Nyg =0 (%)

car yg est solution de I’équation homogene yy + ayy = 0.

Ceci donne une expression de X', puis on trouve ainsi A en intégrant. Sur I, on notera f : t — A(t)yg(t),
une solution de particuliere de I’équation (ne pas oublier de multiplier par yg apres avoir trouvé \).
Vous pouvez retenir si vous le souhaitez I'expression Nyy = b et la redonner directement, mais faites
treés attention, cette expression n’est valable que pour 1’équation normalisée : 3y + ay = b.

Pour retrouver la relation (x), pour éviter les calculs trop lourds, gardez les notations yy, ne remplacez
pas yy par la solution trouvée.

Si vous regardez attentivement votre équation, parfois une solution particuiere se voit (par exemple
une fonction constante). Dans ce cas vous pouvez toujours dire : « vérifions que cette fonction est
solution de notre équation différentielle ».

Exemple 2.1.2 1. Donner une solution particuliére de vy’ — 2ty = 4t :
2. (CCP 42) Donner une solution particuliére de (€) : 2zy’ — 3y = Vo sur R,

2.1.3 Solution complete de ’équation différentielle

Théoréme 2.1.1 (Equations différentielles du premier ordre) En notant Sy Uensemble des solutions
de I’équation homogéne et f une solution particuliére, I’ensemble des solutions S de [’équation générale
(équation de départ oy’ + By = 7) sur chaque intervalle I est

avec Yy une solution non nulle de ’équation homogene.

Exemple 2.1.3 1. (CCP 42) Résoudre (£) : 2zy’ — 3y = Vx sur RY, puis sur Ry.

2. Résoudre sur les intervalles appropriés : x(1 —x)y —y = z.
Chercher les solutions définies sur |0, 4+00].



2.2 Equations différentielles d’ordre un dans un espace vectoriel

Soit I un intervalle de R et F un espace vectoriel normé de dimension finie sur R ou C. On considere :



— : I — L(E)
e une application a continue de I dans L(F) : a { t o oalt)
. . / . . . ] % E
e une application z dérivable de [ dans F : x : toe a(t)
.. . I —- F
e une application b continue de I dans £ : b : { t e b(t)
— F

L. , L ‘ 1
On désigne par a.x 'application de I dans F : a.x : Eoe ald)(x(t)

Soient A : [ — M,,(K) continue et B : I — M, 1(K) continue également.

Définition 2.2.1 (Equation différentielle linéaire d’ordre un)
o L’équation (£): 2’ =a.x +b est appelée équation linéaire du premier ordre .
Une solution de cette équation est une application x dérivable de I dans E, telle que :

Viel 2'(t)=al(t)(x(t)) + b(t).

e L’application b est appelé second membre de (E).
e On appelle équation homogéne (ou sans second membre) associée a (E€) 'équation :

(&) : o' =aux.

L(EYxE — E
(a,x) = a(x)
est bilinéaire et L(E) x E est de dimension finie, donc B est continue. Comme x est continue, car dé-
rivable, alors par composition t — a(t)(z(t)) = B(a(t),z(t)) est continue sur I. Comme b est continue
sur I, alors par somme x’ l'est aussi.

Remarque 2.2.1 Une solution x de (€) est de classe C*. En effet l’application B : {

Définition 2.2.2 (Systéme différentiel d’ordre un) 1. On appelle systéme différentiel d’ordre un
de taille n toute équation de la forme X'(t) = A(t) X (t) + B(t).
Awvec les notations usuelles pour les coordonnées, I’'équation s’écrit
[L’ll(t) = a171(t)l'1(t) + ...+ al,n(t)xn(t) + b1 (t)
xy(t) = ag1(t)z1(t) + ... 4 agpn ()@, (t) + ba(t)

2 (t) = ap1(t)x1(t) + ...+ appn(O)xn(t) + bu(t)
2. Si B est nulle, le systeme X'(t) = A(t) X (t) est dit homogéne.
3. Le systéme linéaire homogéne associé a X'(t) = A(t) X (t) + B(t) est X'(t) = A(t) X (¢).

Remarque 2.2.2 (IMPORTANTE) En choisissant une base B de E, l’équation différentielle (£) peut
se représenter matriciellement par un systéeme différentiel : X'(t) = A(t) X (t) + B(t) , avec pour tout
t de I : A(t) = Matg(a(t)) € M,(K) et B(t) = Matg(b(t)) € M,1(K). Le systeme différentiel
homogéne associé est X'(t) = A(t) X (t) et B représente le second membre.

ro_
Exemple 2.2.1 Résoudre sur R le systéme différentiel : (S) : { ;C, B ;_—::f .



Proposition 2.2.1 (Principe de superposition) Soient deuz équations différentielles :

(&) 2’ =ax+b et (&): 2" =ax+bs.

Soient x1 et xo des solutions des équations respectives (1) et (E;). Alors pour tout A, Ay € K. La
fonction A\ix1 4+ Aoxo est solution de ’équation :

Nous avons le méme résultat pour les systémes différentiels, si X, est solution de X' = AX + By et
X, est solution de X' = AX + By, alors M X, + XX, est solution de

Démonstration : On a 2} = a.xy + by et x, = a.z5 + by donc :
(>\1I1 + )\2.7}2)/ = )\113/1 + )\21’/2 = )\1(@.131 + bl) + )\Q(CL.LL’Q + bg) = CL()\1$1 + /\QLL’Q) + ()\1()1 + )\2[)2).

o
Exemple 2.2.2 Donner une solution de (5) : { g/ ; Zjigt—i_ !

Remarque 2.2.3 Soient A € C(I, M,(R)) et B € C(I, M,,1(C)) et X une solution de X' = AX + B.

Alors Re(X) est solution de X' = AX + Re(B) et Im(X) est solution de X' = AX + Im(B).

2.3 Probleme de Cauchy et structure de ’espace des solutions
2.3.1 Probleme de Cauchy

Définition 2.3.1 (Probléme de Cauchy) Soientty € I, o € E et a,b, A, B des fonctions continues sur
I

) o
On appelle probleme de Cauchy la donnée : { viel, 2(t) =a(t)(z(t)) +b(t) .

z(to) = o ()
Viel, X'(t)=A@)X(t)+ B(t) .

Pour un systeme linéaire, cela se traduit par :
! ! { X(to) = Xo ()

Remarque 2.3.1 Les relation (x) s’appellent conditions initiales a l'instant to.

Théoréme 2.3.1 (Cauchy-Lipschitz) Soient to € I et a,b, A, B des fonctions continues sur I.
Soit xy € E Il existe une unique solution sur I de 'équation différentielle x'(t) = a(t)(x(t)) + b(t)
vérifiant la condition z(ty) = xy.

Pour un systéme, soit Xo € M, 1(K), il existe une unique solution sur I de l’équation différentielle
X'(t) = A(t) X (t) + B(t) vérifiant la condition X (to) = Xo.



Démonstration : Admis.

Remarque 2.3.2 Le théoreme précédent dit que le probleme de Cauchy de la définition 2.3.1 admet
une unique solution.

Exemple 2.3.1 1. Soient xy et xy deuz solutions distinctes de x'(t) = a(t)(x(t)) + b(t), avec a et b
continues sur 1. Montrer que : ¥t € I, x1(t) # x2(t).

2. Soient A € C(R,M,(R)), B € CR,M,1(R)), to € R et X : R - M, 1(C) une solution de
X' = AX + B. Montrer que X est a valeurs dans M,,1(R) si et seulement si X (to) est dans
M, 1(R).

3. Soit S € S,(R). Montrer qu’il existe une unique application M : R — S,(R) de classe C* telle
que M(0) =1, et : Vt e R, M'(t) = SM(t)S.

2.3.2 Structure de ’espace des solutions

On note n = dim(F).

Proposition 2.3.1 (Structure des solutions d’une équation homogeéne)
o L’ensemble Sy des solutions de l’équation différentielle homogéne ' = a.x est un sous-espace vecto-
riel de F(I,E) de dimension n.
SH — B

e alt) est un isomorphisme de Sy sur E.

Précisément pour tout ty € I, Uapplication ¢y, : {
e Pour les systemes différentiels, l’ensemble Sy des solutions du systéme différentiel homogéne
X'= AX est un sous-espace vectoriel de F(I, M, 1(R)) de dimension n et
Sy — K , .
G { YH N ;Yé;;f ) est un isomorphisme de Sy sur M., 1(K).
Démonstration : Montrons que Sy est un sous-espace vectoriel de F(I, E) :
e La fonction nulle est solution de ' = a.x, donc Sy est non vide.
e Soient z1,29 € Sy et A € K. On a: (Axy +x2)" = A2 + 25 = Na.x1 + a.x9 = a.(A\xy + 23). Ainsi
Axy + 2o est dans Sg.
La bijectivité de ¢y, découle du théoreme de Cauchy-Lipschitz (dans le cas b = 0), sa linéarité est
immédiate. C’est donc un isomorphisme et donc Sy est un espace vectoriel de dimension dim(F) = n.



Remarque 2.3.3 Si pour une solution x de x' = a.x, il exite ty € I tel que : x(ty) =0, alors :

Exemple 2.3.2 Soient xy, ..., 2, des solutions de (H) : 2’ = a.x, avec dim(F) = n et B une base de E.

1. Montrer que ['on a les équivalences entre les assertions suivantes :

(a) (x1,...,x,) est une base de Sg.
(b) Il existe to € I tel que (z1(ty), ..., xn(to)) soit une base de E.
(c) Vt € I, det g(x1(t), ..., z,(t)) # 0.

2. (a) Dans ce cas, montrer que toute application ¢ : I — E dérivable s’écrit de maniére unique :

o= Z)\kxk, avec \g : I = R, pour k € [1,n].
k=1
(b) Montrer que :Vk € [1,n],Vt € I, A\(t) = det g(z1(¢), ..., ¢(t) ,...,:En(t))/det B(x1(t), ..., xn(t)).
N

k-éme place

(c) En déduire que les N\, sont dérivables sur I.

Corollaire 2.3.1 (Ensemble des solutions de =’ = a.z + b) Soit z,, une solution particuliére de l’équa-
tion différentielle (€) : o' = a.x +b.



L’ensemble des solutions de (£) : @' = a.x +b est v, + Sg = {xp, +x, v € Sy}, avec Sy 'ensemble
des solutions de I’équation homogéne associée (Ey) : ' = a.x.
C’est un sous-espace affine de C*(I, E) de direction Sy,.

Pour les systemes différentiels, soit Y, une solution particuliére de l’équation différentielle

(&) : Y'(t) =AY (t) + B(t).

L’ensemble des solutions de (£) : Y'(t) = A(t)Y (t) + B(t) est {Y, +Y, Y € Sy}, avec Sy l'ensemble
des solutions de I’équation homogene associée (Eg) = Y'(t) = A@R)Y (t) .

Démonstration : On a les équivalences : 2’ = az+b & 2 = az 41, —a.x, & (2 —2,) = a(z — zp) &

2 —x, €Sy .

2.4 Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants

Dans ce paragraphe a est un endomorphisme de E et A est une matrice de M,,(K)
qui ne dépendent pas de .

2.4.1 Résolution des systemes différentiels linéaires homogeénes a coefficients constants

Proposition 2.4.1 (Solutions de ’équation homogéne) Soit t; € R.
Soit xg € E. L’application ¢ : t — exp((t — to)a)(xo) est Uunique solution du probleme de Cauchy :
{ x = ax

I(to) = X '
Pour les systémes différentiels, soit Xo € M, 1(K). L’application ¢ : t — exp((t —t9)A)Xo est l'unique

. . X' = AX

solution du probleme de Cauchy : { X(ty) = Xo °
Démonstration : Soit ¢ : t — exp((t — tg)a). Par composition de dérivation, nous avons :
Vi € R, ¢'(t) = aoexp((t —tg)a). Comme 'application 7 : u — u(xg) est une application linéaire de
L(FE) dans E, qui sont de dimension finie, alors :
vt € R, ¢/(t) = (Top)(t) = 7(¢'(t) = ¢'(t)(w0) = a(exp((t —to)a)(xo)) = a(yh(t)). Ainsi 1) est
solution de 2’ = a.z. De plus ¥(tg) = exp(0)zg = Idg(xg) = 0. Ainsi l'unicité est donnée par le
théoreme de Cauchy Lipschitz.

Exemple 2.4.1 1. Soit A € M, (R) dont tous les coefficients sont positifs et soit X : R — M,,1(R)
une solution de X' = AX. Montrer que si X(0) a tous ses coefficients positifs, alors X (t) aussi
pour tout t dans R, .

o )
x T—g =z
2. Résoudre . y' = —x+z , avec z(0) = y(0) = 2(0) = 1.
= z—2_,



Remarque 2.4.1 (IMPORTANTE) Pour résoudre un systeme X' = AX, il est rare de passer par

Uezponentielle, car l'expression de exp(tA) peut étre compliquée a calculer. Les paragraphes suivants
donnent des méthodes lorsque A est diagonalisable ou trigonalisable.

Corollaire 2.4.1 (Exponentielle de matrices/endomorphismes qui commutent)

e Soient A, B € M, (K) telles que AB = BA. Alors : exp(A+ B) = exp(A) exp(B).
e Soient u,v € L(E) tels que uv = vu. Alors : exp(u + v) = exp(u) exp(v).

Démonstration : Montrons le cas matriciel.

2.4.2 Résolution de X' = AX quand A est diagonalisable

Lemme 2.4.1 (X' = AX, avec A diagonale) Soit A = diag(\y,...,\,). L'ensemble des solutions de
(1) =
, L) a(t) =
X' = AX soit , est donnée par
() =

Démonstration : Vi € [1,n], o = \iz; & 3e; € R,VE € R, 24(t) = c;e* et donc :
At
c1e

Aot
Coe
VtGR, X(t) = i , C1,C2,...,Cp, € R.

cneA”t

Proposition 2.4.2 (X' = AX, avec A diagonalisable) Soit A € M,,(K) diagonalisable, de valeurs propres
Ay ooy Ay (Tépétées suivant leurs mutliplicités), et soient Uy, ..., U, des vecteurs propres associés.
Alors une base de solutions de "équation différentielle X'(t) = AX(t) est

(Xz > eAitUi)lgign.
Ces solutions sont définies sur R a valeurs dans K.

Autrement dit l’ensemble des solutions est Vect(Xy, ..., X,,) = {t — Z C;etU;, Cy, ..., C,, € K}

=1



Démonstration :

Remarque 2.4.2 (IMPORTANTE) Concrétement, si P est la matrice dont les colonnes sont Uy, ..., U,,
alors A= PDP™', avec D = diag(\y, ..., \n). L'équation X'(t) = AX(t) devient alors

P'X'(t) = DP*X(t) soit Z'(t) = DZ(t), ot Z est la fonction Z = P~'X.

Si lon note z1, ..., 2, les fonctions coordonnées de Z, on obtient n équations scalaires z,(t) = \zi(t),

qui se résolvent en z; : t — Cie*t, C; € R, comme dans le lemme 2.4.1. Enfin X est donné par
X :t— PZ(1).

1 0 2
Exemple 2.4.2 1. Soit A=10 1 0
2 01

(a) (CCP 74) Justifier sans calculs que A est diagonalisable.
(b) (CCP 74) Déterminer les valeurs propres de A et une base de vecteurs propres.

¥ = x+2z
(¢c) (CCP 74) En utilisant ce qui précéde et en justifiant, résoudre < y' = y )
7 = 204z

(d) Chercher les solutions de avec x(0) =1, y(0) = —2 et 2(0) = 1.



/

2. Résoudre{ ;, -7y

Remarque 2.4.3 IMPORTANTE, si vous partez d’une matrice réelle qui n’est pas diagonalisable sur
R, mais qui l’est sur C, vous obtenez comme dans l’exemple précédent, des solutions complexes. Si vous
voulez retrouver des solutions réelles, les solutions de la forme t — eMU;, avee \; réel sont & garder
et les solutions t — eM'U; et t — N'U;, avee \; complexe sont a remplacer par t — Re(e’\"tUi) et
t — Im(eM'Uy;).

/

Exemple 2.4.3 Donner les solutions réelles de { z, Ty

20 —y

2.4.3 Résolution de X' = AX quand A est trigonalisable

Il n’y a pas de résultats généraux exigibles au programme, travaillons donc sur un exemple.

Exemple 2.4.4 (CCP 75)

) -1 -4
1. SoztA:(l 3>.

(a) Montrer que A n’est pas diagonalisable.
(b) Soit f € L(R?) canoniquement associé a A. Trouver une base (vy,vy) dans laquelle la matrice

a b
de f est de la forme (0 C).

/

(¢c) En déduire la résolution du systéme { ; = —x—4y

= x4+ 3y



2. Soit A € M, (C). Montrer que si chaque valeur propre de A est de partie réelle strictement
négative, alors toute solution de (S): X' = AX tend vers 0 en +00.



3 Equations différentielles scalaires linéaires d’ordre n

3.1 Définition et lien avec les systemes différentiels

Dans ce paragraphe, a,_1, ..., ag et b sont des fonctions continues de I dans K.

3.1.1 Définitions

Définition 3.1.1 (Equation différentielles linéaires) 1. Une équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre n est une équation différentielle qui s’écrit sous la forme :

() y™ () + an1 Oy V() + o+ ar(B)y(8) + aoy(t) = ().

2. La fonction b est appellée second membre de l’équation différentielle. Lorsque b est nulle, on dit
que ’équation différentielle est homogéne ou sans second membre .

3. Pour une équation différentielle (€) : y™ (t) + an_1()y" "V (t) + ... + a1 (t)y' (t) + aoy(t) = b(t),
I’équation différentielle homogene associée est
(&) = Y™ (@) + ana (YT V (@) + o+ an ()Y (1) + aoy(t) = 0.

Nous avons toujours

Proposition 3.1.1 (Principe de superposition) Soient deux équations différentielles

(&) =y ™ (@) + a1 Oy ™ V() + .. 4 ar()y' (t) + agy(t) = by(t) et

(&) Y™ (@) + ana (DY V(@) + ... + a1 ()Y (1) + aoy(t) = ba(t) ayant la méme équation différentielle
homogéne associée. Soient y; et yo deux solutions des équations respectives (E1) et (). Alors pour
tout A1, Ao € K, la fonction A\y; + Aayo est solution de ’équation différentielle :

Y™ (1) + an (Y (E) + A a0y (1) + agy(t) = Miby(t) + Aaba(t).
Démonstration : Calquer la preuve de 'ordre un.

Définition 3.1.2 (Probléme de Cauchy) Soient to € I et (Yo, Y1, .-, Yn_1) € K".
On appelle probléme de Cauchy le recherche de solutions y de (£) vérifiant

{ y ™M) + an (DY) + a0y (1) + agy(t) = b(2)
(Y(t0), ¥ (t0), s ¥ (t0)) = (Yos Y1+ s Y1)

3.1.2 Lien équation différentielles scalaire linéaire d’ordre n et les systéemes différentiels

Proposition 3.1.2 (Equation différentielle scalaire d’ordre n et systéme différentielle) L’ application
)

/

pryr—Y = ) induit une bijection de l’ensemble des solutions de [’équation différentielle
y(n;l)
(&) 1 Y™ + a1y YV + .. 4 agy = b sur Uensemble des solutions de I’équation (S) : Y' = AY + B, ou

A= et B =



La bijection réciproque est' Y = : — 2.
Zn—1
Démonstration : Démonstration : Si y est solution de y™ = —a,_1y™ Y — ... — agy + b, il est clair
)
y/
que Y = i est solution de Y’ = AY + B, donc ¢ va bien dans les bons espaces.
y(gfl)
<0
Soit Y = : une solution de Y’ = AY + B. Montrons qu'’il existe une unique fonction n fois
Zn—1
dérivable y : I — K solution de (€) et vérifiant p(y) =Y. On a donc :
0 1 0 e 0 0
LA 20
: I . : 0 : T
Zn 0o ... ... 0 1 Zn—1 0
—Qy ... ... —Ap—2 —Qp_q b
n—1
Ainsi : Vi € [0,n — 2], 2z; = zi41 et 2, = —Zakzk + b. Ainsi nous obtenons par récurrence :
k=0
) n—1
Vie[0,n—2], z =2 et 2" + Zakzék) = b. Ainsi 2y est n fois dérivable, est solution de (£) et
k=0

c’est de plus la seule fonction vérifiant p(zy) =Y.
Ainsi ¢ est une bijection des solutions de (£) dans les solutions de (S) et o ' (Y) = z,.

3.1.3 Espace des solutions

Corollaire 3.1.1 (Cauchy-Lipschitz et conséquences) 1. Soient ty € I et (yo,yp, ...,y(()n_l)) e K".
Le probleme de Cauchy

{100 0O )0+ ) =0
V(o) ¥ (t0)s s ¥ (t0)) = (Yos Y1+ -er Y1)

admet une unique solution.

2. L’ensemble des solutions de ’équation différentielle
Y™ 4 a, ™Y 4 4 agy = 0 est un espace vectoriel de dimension n.

3. Si on note Sy Uensemble des solutions de y™ + a,_1y™ ™Y + ... 4+ agy = 0, alors Uapplication
y = (y(to), v (to), ..., y"""V(ty)) est un isomorphisme de Sy dans K".

Démonstration :

1. On reprend les notations de la proposition précédente. L’application ¢ nous permet de nous
ramener au probléme de Cauchy suivant : Y’ = AY + B, avec la condition initiale

Yo

Y'(to) _ n

. Grace au théoreme de Cauchy-Lipschitz (A et B sont continues), ce systéme
Yn—1
différentiel admet une unique solution, donc notre probleme initial aussi, via la bijection .
2. De la méme maniere 1'espace vectoriel des solutions de ’équation différentielle
y(") + an,ly(”’l) + ... 4+ apy = 0 est isomorphe, via ¢, a l'espace vectoriel des solutions de
X' = AX qui est de dimension n.



3. Soit 1 I'application linéaire : y — (y(to),y'(to), ...,y (o). En identifiant K" et M, ;(K),
y(to)

(to)
'application Yoy ! est YV , qui est un isomorphisme de I’ensemble des solutions

y(nfl)(t())

de Y' = AY dans M, ;(K), grace a la proposition 2.3.1. En composant par ¢ qui est un
isomorphisme, alors v est bien un isomorphisme de Sy dans K".

n—1
Exemple 3.1.1 1. Soient ag, ...,a,_1 € K. On pose P = X" + Z ap X"
k=0

On considére [’équation différentielle (£) : y™ 4 Z ayy

(a) Montrer que, pour X dans C, la fonction fy : t + e est solution de (£) si et seulement si :
P(\) =0.

(b) En déduire que si P est scindé a racines simples Ay, ..., A, alors l'ensemble des solutions S
de (&) est Vect(fr,, -, fr,)-

"

. : : . s -2
2. Quelle est la dimension des solutions du systéme différentiel { ;,, Ty ?

Proposition 3.1.3 (Ensemble des solutions de (£)) On note (Eg) ’équation homogeéne

Y () + an 1 Oy V() + o+ a () () + agy(t) = 0 associée a (£)et Sy Vensemble des solutions
homogénes. L’ensemble des solutions de (E) s’écrit sous la forme {y,+z,z € Sy}, avecy, une solution
particuliére de (£).

Démonstration : Calquer la preuve faite pour 'ordre un.



3.2 Equations différentielles scalaires linéaires d’ordre 2
3.2.1 Structure de ’espace des solutions

Partons d'une équation de la forme a(t)y"(t) + B(t)y'(¢) + v (t)y(t) = 6(¢).
Pour utiliser les théoréemes (comme le théoreme de Cauchy-Lipschitz) qui vont suivre, nous devons dans
un premier temps normaliser I’équation différentielle. Nous devons donc diviser I’équation par la fonc-

t t ot
tion « et résoudre I’équation y” (¢) —I—%y’ (t) %y(t) = % sur des intervalles ol v ne s’annule pas.

On va donc résoudre (€) : y"(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t), avec a, b, ¢ des fonctions continues sur /.

Lemme 3.2.1 (Ecriture de (£) sous la forme de systéme linéaire d’ordre un) L ’équation (£) peut s’écrire
sous la forme d’un systeme linéaire d’ordre un :

Théoréme 3.2.1 (Cauchy-Lipschitz) Soit ty € I. Le probléme de Cauchy d’ordre deux :

y'(t) +a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t)
y(to) = Yo
y'(to) = Yo

admet une et une seule solution.

Exemple 3.2.1 1. Soit ¢ € C*(R,R) paire. On consideére : y"(t) + o(t)y(t) =0 (&).
(a) Montrer que siy est une solution de () sur R, alors y est de classe C*° sur R.
(b) Montrer que siy est solution de (£), alors y : t — y(—t) est aussi solution de (£).

(¢) Montrer qu’une solution y est paire si et seulement y'(0) = 0.

2. Montrer que f : x +— sh(Arcsin(z)) est décomposable en série entiére sur un intervalle a
préciser et donner celui-ci. On cherchera une équation différentielle vérifiée par f.



3. Soient a et b deux fonctions continues sur [c,d] et (€) : 4" (t) + a(t)y' (t) + b(t)y(t) = 0. Soit u
une solution non nulle de () sur [c,d].

(a) Soit (t,) une suite a valeurs dans [c,d] qui converge vers a, avec tous les t, deuz a deux
distincts. On suppose que : Vn € N, u(t,) = 0. Montrer que u(a) = u'(a) = 0.

(b) En déduire que u n’a qu’un nombre fini de zéros sur [c,d).



Remarque 3.2.1 Pour chercher les solutions développables en série entiere d’une équation différen-

tielle, il faut procéder de la facon suivante :
“+oo

e On fize une suite (a,) et on suppose que le rayon de convergence R de S : x Zanx" est
n=0
strictement positif.

e On substitue S dans l’équation différentielle et quitte a faire des décalages d’indices, on essaye
de se ramener a une somme classée par puissances : Z (...)a". Par unicité du DSE, on identifie
les coefficients pour que S soit solution.

e Habituellement, on obtient une relation de récurrence qui permet alors de définir (a,). On
montre alors que R > 0 (avec par exemple la régle de D’Alembert) et éventuellement on explicite
Q.-

e On obtient ainsi toutes les solutions développables en série entiere. Mais attention, toutes les
solutions de l'équation différentielle ne sont pas forcément DSE (voir l’exemple 3.2.2)

Proposition 3.2.1 (Dimension de I’équation homogeéne) L’ensemble des solutions de
y"(t) + a(t)y' (t) + b(t)y(t) = 0 est un espace vectoriel de dimension 2.

Proposition 3.2.2 (Ensemble des solutions de (£)) On note (Ey) ’équation homogéne
y'(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = 0 associée a () et Sy Uensemble des solutions homogénes. L’ensemble
des solutions de (£) s’écrit sous la forme {y, + z,z € Sy}, avec y, une solution particuliére de ().

Exemple 3.2.2 (CCP 32) Soit I’équation différentielle : x(x — 1)y" +3zy' +y =0 (E).
1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiere sur un inter-
valle | —r,r[, avec r > 0.

Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de x(x — 1)y" + 3zy’ +y = 0 sur )0, 1[ sont les restrictions d’une
fonction développable en série entiére sur | — 1,1 ¢

“+oo
1. Soient g : x — Z a,x’ une telle solution et R son rayon de convergence et on suppose que
n=0
R > 0.
Comme on peut dériver terme a terme cette série entiere sur | — R, R], alors :

+o0 “+00 +o0
Vo €]—R,R[, 0 = (2* —2)g"(x) +3z¢ (z) + g(v) = (2* — 1) Z n(n—1)a,z" ?+3z Z na,z" '+ Z a,z"
n=1 n=0

n=2



+00 +o00 +o00 +oo

= E n(n —1)ap,z"™ — E n(n — 1Da,z" ' +3 E na,x" + E apx" =
n=2 n=2 n=1 n=0
A >y N A\

:Osinzzounzl :OSi\:z:l :OS;;LZO
+oo +oo +o0
Z[n(n — 1)+ 3n + 1ja,a™ — Z(l + Dlag0' = Z[(n +1)%a, — (n + )na,,)z".
n=0 =1 n=0

3.2.2 Wronskien

Soit (&) I'équation y”(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t) et (Ex) Péquation homogene
y"(t) + a(t)y (t) + b(t)y(t) = 0 associée.

Définition 3.2.1 (Wronskien) Soient y; ety deuz solutions de (Eg). On appelle wronskien de la famille
(y1,y2) Uapplication définie sur I par

Wt = 1 (t)ya(t) — 1 (t)ya(t).

() vs(t)

Remarque 3.2.2 Les solutions y; et ys étant deux fois dérivables, alors le wronskien est dérivable.

y1(t) y2(t)‘

Proposition 3.2.3 (Wronskien et base de solutions homogenes) Soient y; et yo deuz solutions de (Eg)
et w leur wronkien. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. (y1,y2) est une base de solution de Ey.
2.Vtel, w(t)#0.
3. dtel, w(t)#0.

Démonstration : C’est 'exemple 2.3.2 dans le cas n = 2.

Exemple 3.2.3 Montrer que les fonction y; : t — cos(t) et ys : t — t ne sont pas solution sur R d’une
méme équation différentielle y" + a(t)y’ + b(t)y = 0, avec a et b continues sur R.



Remarque 3.2.3 Soient y; et yo deux solutions de (Ex). Alors leur wronskien w vérifie ’équation :

En particulier pour une équation du type y" + q(t)y = 0, alors w est

Exemple 3.2.4 Soit ¢ € C(R,R).

1. Montrer qu’il existe deuz fonctions u et v solutions sur R de y" + q(t)y = 0 et telles que :
u(0) =1, «'(0) =0, v(0) =0 et v'(0) = 1.
2. Montrer que (u,v) est une base de solutions de y" + q(t)y = 0.
Todt
3. On suppose que u ne s’annule pas sur R. Montrer que : Vx € R, v(z) = u(x)/ %
0 U

4. On suppose que q est intégrable sur R.

(a) Montrer que si u est bornée sur R, alors : th+m u'(t) est réelle, puis que celle-ci est nulle.
— 400

(b) Montrer que u et v ne peuvent pas étre toutes les deux bornées.



3.2.3 Methode de la variation des constantes

Nous allons adapter dans ce paragraphe la méthode de la variation des constantes a une équation
(&) - y" +a(t)y +b(t)y = c(t). On note (Ex) : y" + a(t)y’ + b(t)y = 0 'équation homogene associée.
Soit (y1,y2) une base de solution de (Eg).

Nous allons maintenant donner une méthode pour trouver une solution particuliere de (&).

Proposition 3.2.4 (Variation des constantes) Soit (y;,y2) une base de solutions de
(Ex) :y" +at)y +b(t)y = 0. Soit y = A\y1 + Xaya, avec Ay et Ny dérivables sur I. Alors y est solution
de () :y" +at)y + b(t)y = c(t) si

{)‘ll(t)yl(t)+)‘/2(t>y2(t> =0
MOy (1) + A (tys(t) = c(t)

Démonstration :

Exemple 3.2.5 (CCP 31)
1. Donner une primitive de x + cos*(z).

2. Résoudre l’équation différentielle y" + 1y = cos®(z).



3.2.4 Revision de sup : équation du second ordre a coeflicients constants

Soient a, b, ¢ trois nombres complexes tels que a # 0 et d une fonction continue définie sur I a valeurs
dans K. On recherche les solutions de I’équation différentielle

ay”(t) + by (t) + cy(t) = d(t), t € 1.

a) L’équation homogéne

On considere dans un premier temps I’équation homogene
&) :ay’ +by +cy=0.
Proposition 3.2.5 (Le cas complexe) L’ensemble des fonctions complexes solutions homogénes est

SH = {t — )\1y1<t) + )\ng(t), )\1, )\2 € (C} = Vect(yl, yg),

o Siar’ +br+c=0 a deux solutions distinctes 1 et ro, y1(t) = , Yolt) =
o Siar®+br+c=0 aune unique solution r, y,(t) = , Yolt) =
Léquation ar® + br 4+ c = 0 est appelée équation caractéristique associée o l'équation.

Remarque 3.2.4 ATTENTION, la méthode précédente ne marche que si a,b et ¢ sont constantes !

Proposition 3.2.6 (Le cas réel) On suppose maintenant a, b et c réels. L’ensemble des fonctions réelles
solutions de ay” + by’ + cy =0 est

(Su)r = {t = My (t) + Aawa(t), A1, A2 € R} = Vect(yq, y2),

e Siar? +br +c = 0 a deuzr solutions réelles distinctes v et 1o, yi(t) = , Yolt) =
e Siar’ +br+c=0 aune unique solution réelle v, y,(t) = , Yolt) =
o Siar’+br+c=0 a deuzx solutions complexes distinctes conjuguées o+ i3 et o — if3,

n(t) = , ya(t) =

Remarque 3.2.5 Dans le cas ot A = b* — dac est strictement négatif, on peut écrire les solutions
sous la forme t +— Ae® cos(ft — ¢), avec A dans Ry et ¢ dans R (on prend ici A = /X2 + X3 et

cos(¢) = Al et sin(¢) = L)

A+ A3 VA + A
Réciproquement une fonction de la forme t — Ae® cos(Bt — ¢) est solution de I’équation différentielle,
car en développant on trouve A\; = Acos(¢) et Ay = Asin(¢).

Dans le dernier cas l’ensemble des solutions est aussi {t — Ae® cos(Bt — @), A € R, , ¢ € R}.

C’est en général la forme utilisée en physique. ¢ est le déphasage et A Uamplitude du signal. Ces deuz
grandeurs dépendent des conditions initiales. B est la pulsation et a est le coefficient d’amortissement
(s’il est négatif) ou d’amplification (s’il est positif). S’il est nul, le signal est périodique de période
27

—. Ces deuz derniére quantités ne dépendent pas des conditions initales, mais sont caractérigtiques

de Uéquation différentielle (ou du systéme physique) étudié.

Un résultat classique a connaitre par coeur : b = 0 et a, c réels

On a en divisant par a une équation du type : y” + ay = 0.
e Premier cas : a <0
Il existe donc w € R tel que 'on ait & = —w? (par exemple w = v/—a) et I'équation devient :
" 2
Yy —wy=0.




e Deuxieme cas : o > ()
Il existe donc w € R tel que I'on ait o = w? (par exemple w = v/a) et 'équation devient :
" 2
Yy +wy=0.

Exemple 3.2.6 Trouver toutes les fonction f : R — R dérivables telles que :
Ve eR, f'(z)— f(—x) =2z (E).

b) Une solution particuliére

On note (&) I'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0. Pour identifier une solution particuliere de
I'équation ay” + by’ + cy = de™, avec a et d des constantse dans C. On pourra s’aider des formes
suivantes.

co.sur (€)... ... chercher la solution particuliere sous la forme

o non racine

« racine simple

« racine double

Remarque 3.2.6 1. Lorsque le second membre est une constante, ceci correspond au cas o = 0.

2. (IMPORTANT) Si a,b,c et d sont réels et que le second membre est de la forme t — d cos(at)
ou t — dsin(at), on cherche une solution particulicre de t — de™™, puis on passe a la partie
réelle pour avoir une solution particuliére associée au second membre t — dcos(at) et a la
partie imaginaire si le second membre est t — dsin(at).

c) Les solutions générales

Théoréme 3.2.2 (Equations différentielles du second ordre) En notant Sy lensemble des solutions
de I’équation homogene et f une solution particuliere, ’ensemble des solutions S de l’'équation générale

estS=f+Su={f+9,9€Su}={f+ My + Aaya, A1, N2 € K}

Exemple 3.2.7 Résoudre : (£) :y" +y' — 2y = 8sin2x + 3e”



4 Compléments (hors-programme, mais des méthodes pratiques)

4.1 Méthodes de recherche des solutions de X' = A(t)X + B(t)

4.1.1 Recherche d’une solution particuliere : méthode de variation des constantes
Soit (Xi, ..., X,,) une base de X’ = AX. On cherche une solution particuliere sous la forme

Z = Z M Xy de X' = A(t)X + B(t). On injecte cela dans X' = A(¢)X + B(t). On a :

k=1
7 = ZA;X;C + Z/\k?Xl/c = Z/\;ka + Z/\k:AXk = Z)\;Xk + AZ. Ainsi Z est solution de
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

X' = A(t)X + B(t) si et seulement si Z A Xy = B.
k=1
Cela généralise la preuve faite dans 3.2.4.

(1+#)2 = te+y+2t2 -1

Exemple 4.1.1 On consideére le systeme différentiel (1+2)y = —z+ty+ 3t

(€)-

1. Montrer que Yy : t — (1t) et Yyt — (t

1
X' = AX. Pourquoi Vect(Y1,Ys) est-il I’ensemble des solutions sur R de ce systéme ?

sont deuz solutions du systeme homogéne associé

2. Donner l’ensemble des solutions de (£) en cherchant une solution particuliére sous la forme
MYT + \Ys, avee M\i, \g dérivables sur R.



4.1.2 Par changement de base

Dans ce cas, il faut résoudre I’équation homogeéne X’ = AX et trouver une solution particuliere de
X'(t) = AX(t) + B(t).

Remarque 4.1.1 Soit A € M,,(K) diagonalisable, de valeurs propres Ay, ..., \n, et soient Uy,..., U,
des vecteurs propres associés. Si P est la matrice donc les colonnes sont Uy, ..., U,, alors A= PDP™!,
avec D = diag(\y, ..., \,) L'équation X'(t) = AX(t) + B(t) s’écrit quant a elle

Z'(t) = DZ(t) + P'B(t), avec Z = P 'X. On peut chercher une solution particuliére Z, de cette
derniere équation puis calculer X, = PZ,.

Si la matrice A n’est que trigonalisable, alors 'équation X'(t) = AX(t) + B(t) s’écrit
Z'(t) =TZ(t)+ P 'B(t) avec T triangulaire supérieure, que ’on résout en commencant par le bas. . .

/

—x—4y—t
Exemple 4.1.2 Résoudre { z, v 4

= r+3y



4.2 Resolution pratique d’equations differentielles du second ordre
4.2.1 ..lorsque l’on dispose d’une solution homogeéne

Il s’agit ici de résoudre 1'équation y"(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = 0 ou y"(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) =
¢(t), lorsqu’on connait une solution yy de 1’équation homogene (trouvée soit par observation, soit en
cherchant une solution développable en série entiere ou une solution polynomiale, soit en étant guidé
par ’énoncé,...).

On suppose que ¥y ne s’annule pas sur /.

On effectue le changement de fonction inconnue y = ypz, qui donne 3" = y(z + Yoz’ puis

v =yoz + 252" + 102", ce qui conduit a équation différentielle

Viel, yo(t)2"(t)+ (2yp(t) + a(t)z'(t) =0  (resp. = c(t))

soit une équation du premier ordre, d’inconnue 2’ (apres avoir divisé par yo).

Exemple 4.2.1 Soit (€): (1+t%)y"(t) — 2y(t) = 0.
1. Chercher une solution polynomiale non nulle de (£). Soit yo cette solution.

2. Déterminer une solution particuliere sous la forme yyz non colinéaire a yq.

Remarque 4.2.1 (€) est équivalente sur R a : y"(t) — 1ftzy(zf) =0, qui est normalisée, homogéne et a

coefficients continus, donc son ensemble de solutions est un espace vectoriel de dimension 2. Comme
(Yo, v1) est une famille libre de cet ensemble (I'une des fonction est paire et 'autre impaire), alors
Uensemble des solutions de () est Vect(yo, y1).




4.2.2 Changement de variable
Exemple 4.2.2 Soit (E) : zy’ —y — 2%y = 0.
1. Résoudre cette équation différentielle sur R en posant le changement de variable t = z2.

2. Déterminer les solutions sur R.

4.3 Equations différentielles non linéaires

Exemple 4.3.1 On pose f = tan [|_/2x/2.
1. Montrer que f est l'unique solution de l’équation différentielle : iy = 1+ y* vérifiant y(0) = 0.
F(0)

1 n
2. On pose a,, = . Pourn > 1, montrer que : a1 = —— Zakan_k.
+1 k=0

n!

3. Montrer que : Yz € [0,7/2[,Vn € N, f®™(z) > 0. En déduire que le rayon de convergence R de
Z a,z" vaut au moins /2.

4. Montrer que : Vo €] — /2, 7/2], tan(z) = Zanx".



