Chapitre 16 : Fonctions vectorielles : intégration et vecteurs tangents I
MP Chaptal

1 Intégration des fonctions vectorielles

1.1 Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Dans ce paragraphe [a, b] désignera un segment de R, le corps K sera R ou C et £ un K-espace vectoriel
normé de dimension finie. On se fixe B = (e, ..., ¢,,) une base de FE.

Définition 1.1.1 (Fonctions continues par morceaux sur un segment) Soit f : [a,b] — E une fonc-
tion. On dit qu’elle est continue par morceauz sur [a,b] s’il existe une subdivision o = (ao, ...,a,) de
[a,b] (a=ag<a; <..<ap1 <a,=D>)telle que :
e pour tout j € [0,p — 1], la restriction f; = flja;.a;4,| 507t continue ;
e pour tout j € [0,p — 1], on puisse prolonger prolonger f; en une fonction f] conlinue sur
[a;, aj11].
Une telle subdivision est dite adaptée a f.

Lemme 1.1.1 (Fonctions continues par morceaux et fonctions coordonnées) Soit f : [a,b] — E une

n
fonction continue par morceaux que [’on décompose suivant ses fonctions coordonnées : f = Z fiei,
i=1
ot pour tout i de [1,n], les fonctions f; vont de [a,b] dans K.
f est continue par morceauz sur |a,b] si et seulement si pour tout i de [1,n], les fonctions f; le sont
aussi.

Démonstration : e On suppose f continue par morceaux sur [a, b]. Soit o = (ay, .., a,) une subdivision
adaptée a f. Soit j € [0,p — 1]. La fonction f est continue sur |a;,a;41], donc toutes ses fonctions
coordonnées f; le sont aussi. Par ailleurs ligrn J et lim [ existent, alors chaque fonction coordonnée
a; 441

admet une limite a droite en a; et a gauche en a;,,. Donc pour tout i de [1,n], les fonctions f;|;,
se prolongent par continuité sur [a;, a;j41].

e On suppose que pour tout i de [1,n], les fonctions f; sont continues par morceaux sur [a, b]. On note
o; une subdivision adaptée a f;, pour tout i de [1,n]. Soit o la réunion de toutes ces subdivisions.
Cette subdivision étant plus fine que toutes les subdivisions o;, alors ¢ est une subdivision adaptée a
toutes les fonctions f;. On pose o = (ay, ..., a,). Soit j € [0, p — 1]. Toutes ses fonctions coordonnées f;

sont continues sur |a;, a;+1[, donc f l'est aussi. De plus lir+n fi et lim f; existent, pour tout i de [1,n],
aj @541
donc f admet une limite & droite en a; et a gauche en a;y1. Ainsi f|); q,,,[ Se prolonge par continuité

sur [a;, a;1].

aj+1]

Lemme 1.1.2 (Intégration d’une fonction vectorielle sur une base) Soit f : [a,b] — E continue par
n

morceaux que [’on décompose suivant ses fonctions coordonnées : f = Z fiei, ot pour tout i de [1,n],
i=1

les fonctions f; vont de [a,b] dans K.

n b
Le vecteur Z </ fi(t)dt) e; est indépendant de la base B choisie.
i=1 \Ja

Démonstration : Soit U = (uq, ..., u,) une autre base de £ et on décompose f dans cette base : f =

n n b n b
Zgzul On note I = Z (/ fxt)dt) €; et J = Z (/ gxt)dt) ;. On note P = Pu = [aid]lgi’jgn
i=1 i=1 a i=1 @

la matrice de passage de la base B a U.



Définition 1.1.2 (Intégrale d’une fonction continue sur un segment) Soit f : [a,b] — E continue par

morceaux que l’on décompose suivant ses fonctions coordonnées : f = E fiei. On appelle intégrale de

. . i=1
f sur [a,b] le vecteur de E égal a Z </ fi(t)dt) e;.
b = b
Ce vecteur est noté f ou/ f ou/ f(t)dt.
[a,b} a a
Remarque 1.1.1 1. Cette définition a un sens car lintégrale de [ sur [a,b] ne dépend pas de la

base choisie sur E grace au lemme précédent.

b a
2. Sia>b, on pose/ ft)dt = — . ]f(t)dt = —/b f(t)dt.

Exemple 1.1.1 Soit F' un sous-espace vectoriel de E et f : [a,b] — E continue par morceauz telle que :

b
Vt € [a,b], f(t) € F. Montrer que / f est dans F.

Proposition 1.1.1 (Linéarité) Soient f,g définies sur [a,b] a valeurs dans E, et \,u € K. Alors :

/ab(Aerug):A/aberu/abg-

Démonstration : C’est une conséquence de la linéarité de I'intégrale pour les fonctions continues par
morceaux sur un segment a valeurs dans K, appliquée aux applications coordonnées.

Proposition 1.1.2 (Relation de Chasles) Soient f : [a,b] — E continue par morceauz et ¢ €|a,b].

Alors :
[r=[s]+

Démonstration : C’est une conséquence de la relation de Chasles pour les fonctions continues par
morceaux sur un segment a valeurs dans K, appliquée aux applications coordonnées.

Proposition 1.1.3 (Inégalité triangulaire) Soit f : [a,b] — E continue par morceauz. Alors :

f(t>dtH < [ Wl <6 a) swp 10 = 6~ Sl
[a,b] [a,b]

t€(a,b]



Démonstration : Une fonction ¢ : |a,b] — E est dite en escalier s’il existe une subdivision
o = (ag,...,a,) de [a,b] telle que pour tout k de [0,p — 1] la fonction ¢ soit constante sur |ax, axi1].
n

On note ¢ = Z @ie;. Si p est en escalier, alors toutes les fonctions ¢; le sont sur [a, b]. En effet soit
i=1
k € [0,p—1]. Alors la fonction ¢ est constante sur |ay, ax11[ et elle est égale a un vecteur vy de E. On dé-

compose vy, = ka,iei, alors : Vx €|ag, ap1], v = p(z), , puis : Vi € [1,n],Ve €|ag, agi1] vii = wi(x)
i=1

car (eq, ..., e,) est une base de E. Ainsi les fonctions ; sont aussi en escalier.

Par conséquent o est une subdivision adaptée a toutes les fonctions ¢; et donc en utilisant 1’expres-

n b
sion d’une intégrale pour une fonction en escalier a valeurs dans K, on a : / E ( / gpi) e; =
=1 a
n p—1 n p—1
E E (ak+1 - ak Uk = E Ag+1 — Clk E Vi€ | — E (Gk+1 - ak)vk-
i=1 \k=0 i=1 k=0

Par ailleurs, la fonction ||¢|| est en escalier : pour tout k de [0, p — 1], sur Jak, ar+1[, elle est constante

égale a ||vg|. Dans ce cas, on a :
p—1

7k SOH—HZ%H—% vku<Z|ak+1—ak|><||vku—Zmﬂ—ak <llst = [ ol en wtitsan

la valeur de l’mtegrale de la fonctlon en escalier ||¢l| & valeurs dans R. Le résultat est donc vrai pour
une fonction en escalier.

Soit e € R% . On pose f = Z fies, avec f; : [a,b] — K continue par morceaux. Soit i € [1,n]. Il existe
i=1
une fonction en escalier 1; : [a,b] — R telle que : || fi — il < €.
n

Soit ¢ : [a,b] — E définie par ¢ = Zwiei.

i=1
n

Sur E, on pose la norme N; définie par : Ny (Z Tie;) = Z |z;|. Comme en est en dimension finie, toutes
i=1 i=1
les normes sont équivalentes, donc il existe «, 8 dans R’ tels que : Vo € E, OszH < Ny(x) < ﬁH:r;H

Ainsi £ Vi € B, [£(2) = (@) £ ~Na(f(e) = v(a)) = = D 1Ale) — )] < = Z I~ il <
On a done Yo € B, [0l = 16(0) - 7(a) + S < o) — S+ 1] < 25 + o

De plus, grace a linégalité triangulaire pour les fonctions a valeurs dans K, on a pour tout ¢ de

b
[1,n] : (fi — ) /|fZ ;| < e(b—a). Comme/(f Y) = (/ fi— %)62, alors :

()= /a<fi—wi> <neto—a).pus: | [ (7= 0) s¥.

onadon: | 1] = | [-w+ [v] < | [w-w|+] [ o] « =2+ [ i <
@4‘/{1%%4‘”]6”) M /||f|| Ceci étant vrai pour tout £ de R*, alors quand &
tend vers 0, on obtient : fH / 1.

Proposition 1.1.4 (Intégrale et application linéaire) Soient f : [a,b] — E continue par morceauz, F
un espace vectoriel normé de dimension finie et L € L(E, F). Alors :

(f7)- L0

Démonstration : Soient B = (ey,...,e,) une base de £ et C = (uy,...u,,) une base de F. On pose



p
A = la; |1<i<cn = Matge(L). On a f = ijej. On a donc :

1720 pu
P P n n P P

) = ijL(ej) = Zf] Zamui = Z (am Zf]) u;. Pour ¢ € [1,n], Papplication a; ; Zf]
j=1 j=1 =1 i=1 j=1 j=1

est continue par morceaux, par combinaison linéaire et par définition de I'intégrale (qui ne dépend pas

b n b p n
de la base choisie), on a : / L(f) = Z/ (am Z f]) u; = <a” Z/ fj) u;, par linéarité de
a i=1 7 j=1 i=1

I'intégrale. D’autre part, on a :

L(f )= e | =3 wne) =3[ 3w =3 (Z/f)u—/ )

-]_1 N—— = = = 1=
SIS

Théoréme 1.1.1 (Convergence des sommes de Riemann) Soit f : [a,0] — E une fonction continue.
Pour n € N*, soient R, et R], les sommes de Riemann de [ définies par :

b—a b—a , b—a e
R, = — Zf(a—i—kT) et B, = — S f (

k=1 k=0

Alors les suites (Rp)n>1 et (R))n>1 des sommes de Riemann convergent vers / f(t)

b b b—a o b—ad b—a
/af(t)dt - n—-+4o0o (CL—F/@ ): n—-+4o0o n kzof(a+k )

b—
Démonstration : Soit n € N*. Pour k € [0,n], on pose a;, = a+ k22 On définit la fonction ©n (qui
n
est dite en escalier) par : Vk € [0,n — 1],Vz € [ak, art1], pn(x) = f(ax) et ©,(b) = f(b).
Soit € € RY. Comme f est continue sur le compact [a,b], alors grace au théoreme de Heine, elle est
uniformément continue. Il existe donc a € R, tel que : Vu,v € [a,b], |[u—v| < a = | f(u)— f(v)| <e.
b— b—
IlexisteNEN*telque:VneN,nZN:>—a<oz car hr_"I_l CL—O
n—-+0o n
Soit n € N tel que : n > N. Soit z € [a,b[. 1 eX1ste k € [0,n — 1] tel que x soit dans [ak, axy1[. Or

If(z) — fap)| < e et donc : ||f(x) — @u(z)|| < e. Or
z)|| < e.

0<$—ak<ak+1—ak:
f(b) = p(b), donc : Vx € [a,b],

st b
Ainsi on a : H/ / onl|l = H/ (f —w)ll < / lf — ¢nll < e(b—a). Or on constate que

/ ©on = R),.

b
On a donc montré que : Ve € R}, AN e N, Vn € N, n > N = ||/ f—R,| < (b—a)e. Cela prouve

b
que lim R = / I

n—-+oo

On montre de méme que lim R, _/ f.

n——+0o

Remarque 1.1.2 1. Pour conserver l'idée de limite de moyennes sur [a,b], on peut écrire :
1 b ' 1 n—1 b—a
[0 = i LS (i T0) < i TS (k)

2. Pour faire apparaitre une somme de Riemann, factorisez d’abord votre expression par 1/n, puis

essayer de trouver dans le Z une formule en k/n, ce qui vous permettra d’identifier votre

fonction f et enfin, vous trouvez l'intervalle |a, b].



Exemple 1.1.2 Soit o € R,.. Trouver un équivalent de u,, = + + ...+ .
P : ! (D= (nt2)e (2n)°

1.2 Primitives et intégrales

Dans ce paragraphe, I désignera un intervalle de R, le corps K sera R ou C et E un K-espace vectoriel
normé de dimension finie. On se fixe B = (e, ..., ¢,,) une base de FE.

1.2.1 Théoreme fondamental de I’analyse

Définition 1.2.1 (Primitive) Soit f : [ — E une fonction continue. Une application g : I — E est une
primitive de [ si g est dérivable sur I et : ¢ = f.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme fondamental de ’analyse) Soient f € C(I,E) eta € 1.

Alors Uapplication F' de I dans E définie par : Vx € I, F(x) = / f(t)dt est de classe C* sur I et sa
dériwée est f. L’application F' est l'unique primitive de [ qui s’annule en a.

n

Démonstration : Si on écrit f = E fiei, avec f; : I — K les fonctions coordonnées, alors :

i=1
T n T

Vo € 1, / f)dt = Z (/ fi(t)dt> e;. Comme f est continue sur I, alors toutes les fonctions
a i=1 a

coordonnées le sont, puis en appliquant le théoreme fondamental de I'analyse pour les fonctions a

valeurs dans K, on obtient : Vi € [1,n],Vx € I, di (/ fi(t)dt) = fi(x). Grace aux résultats sur les
X a

dérivées des fonctions vectorielles, on a donc Vz € I, di ( / f (t)dt> = E fi(z)e; = f(x).
x
@ i=1

Ainsi F' est une primitive de F'.
Soit G' une primitive de f s’annulant en a. On a sur I : (G—F) = f — f = 0. Donc G — F est
constante, mais comme (G — F)(a) =0, alors G — F = 0, puis F = G.

b
Remarque 1.2.1 1. (IMPORTANTE) Soit f : I — E de classe C*. Alors f(b) — f(a) = / f(t)de.

1 xX
2. (IMPORTANTE) Si 0 est dans I, alors lim — [ f(t)dt =

z—0 0

Exemple 1.2.1 1. Trouver les fonctions f € C°(R,R) telles que :
x+y

Vr,y € R, f(z)f(y) =1+ ; f(t)dt.



2. (Lemme de Gronwall) Soit c € R, u et v deux fonctions continues sur R, avec u a valeurs
xT

dans R et v a valeurs dans Ry. On suppose que : Vx € Ry, u(x) < c+/ u(t)v(t)dt ().
0

Montrer que : Vo € Ry, u(z) < cexp (/ U(t)dt> (on pourra dériver w : x c—l—/ u(t)v(t)dt).
0 0

1.2.2 Applications

a) Inégalité des accroissements finies

Théoréme 1.2.2 (Inégalité des accroissements finis) Soit f: I — E de classe cl.
On suppose qu’il existe M € R, tel que : Va € I, ||f'(x)]] < M.
Alors :Ya,be I, ||f(b) — f(a)|]| < M|b—al.

Démonstration : Soient a,b € I. Grace a la remarque 1.2.1, on a :

1£®) - F@ll = | / o< [ NP [ M= M- al ave Ia) = [0 sia < be
I(a,b) I(a,b)
I(a,b) = [b a] sinon.



Exemple 1.2.2 1. Montrer que : Vx,y € R, | —e"| < |z —y|.

2. Soit U un ouvert conveze de R™ et g : U — E une application de classe C*, telle qu’il existe
K € Ry tel que Vx € U, ||dg(2)|| < K (on rappelle que : dg(x) € L(R™, E)). Montrer que g est
K-lipschitzienne.

b) Intégration d’une limite uniforme

Proposition 1.2.1 (Intégration d’une limite uniforme sur un segment) 1. Soitn € N et
Uy : [a,b] = E une fonction continue. On suppose que la suite de fonctions (u,)nen converge
uniformément vers une fonction u. Alors la fonction u est continue sur [a,b] et

b b
lim Uy, = U.
n—-+o00 a a

2. Soita € I. Soitn € N et u, : I — E continue. On suppose que la suite de fonctions (un)nen
converge uniformément sur tout segment de I wvers une fonction u. Alors la fonction u est

T x
continue sur I et si on pose U, : x — / Uy et U :x— / u, alors (Uy,) converge uniformément
a a

vers U sur tout segment de 1.

Démonstration : La démonstration est identique a celle sur les suites de fonctions (chapitre 8) a valeurs
dans K, sauf que I'on remplace les valeurs absolues par des normes.

Corollaire 1.2.1 (Primitivation terme a terme sur un segment) 1. Pourn € N, soit

fn i la,b] = E une fonction continue. Si an est une série de fonctions qui converge unifor-

b
mément ou normalement sur le segment [a,b], alors la série E / fn converge et :
a

/abifn(t)dt _ i /ab £.(t)dt.

2. Pourn € N, soit f, : I — E une fonction continue, avec I un intervalle de R. Soit a € I. On
+o0

suppose que Z fn converge uniformément sur tout segment de I. Alors Z fn est continue sur

n=0
x [ +oo +oo T
Iet:VYoel, / (Z fn(t)> dt = Z/ Fa(t)dt.
a n=0 n=0"?%

c) Probléme de Cauchy pour les équations différentielles

Proposition 1.2.2 (Probléme de Cauchy sous forme intégrale) Soient (tg,z9) € I X E et deux appli-
cations continues a : I — L(E) et b : I — E. Une application ¢ est une solution du probléeme de
Cauchy :

(E): a2’ =a(t).x+0b(t) et x(ty) = xg

si et seulement si, elle satisfait [’équation intégrale :

Démonstration :



Remarque 1.2.2 Cette formulation a un intérét plutot théorique et sert par exemple a montrer le
théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire. Donnons la démonstration de ce théoréme qui n’est pas exigible.
Pour (t,z) € I x E, on pose : f(t,x) = a(t).x + b(t). On définit par récurrence la suite de fonction

t
(@n)nen en posant : gtz et :¥n € N, @1t — xg +/ f(s,0n(8))ds, définie sur I. Comme
to

a est continue et la composition (u,y) — u(y) de L(E) x E dans E lest aussi car on est en dimension

finie, alors on montre par récurrence que toutes les fonctions @, sont de classe C* sur I.

Soit K = [a,b] tel que : tg € K C I. On pose h = b—a > 0. L’ensemble K est une partie compacte, donc

les fonctions continues a et t — f(t,x0) y sont bornées. Soit k = sup ||a(t)|| et M = sup || f(¢, xo)]|. On
teK teK

0 :V(t, 21, 22) € KXEXE, ||f(t,22) = f(t, 1)l = lla(t)-(z2—20)|| < la@)[|-w2—21]] < Kllza—2a]l (+).
Soit n € N* et on pose P(n) : ¥Vt € K, ||lon(t) — @n_1(t)| < |t —to]™.

jwmwmm

n!
¢

P(1) est vérifée, car : Vt € K, |p1(t) — wo(t)]| = H/ f (s, o)ds|| <
¢

Soit n € N* et on suppose P(n). Soitt € K. On a : ’

< Mt —to|.

[n11(t) = en(®)]l = H/t [f(s,60n(5)) = f (5, on-a(t))]ds]| <

LWﬂa%@ww@%H@mw

Par (%), on a donc :

Y

lent1(t) — en(B)]] < ‘k/t: lp(s) = son—l(S)Hl <

P MEN
/ —ls —to["ds
tO n-

grace a P(n).

_ Mk [ " ME™ (t — to)" ME" it
Sion at>ty, alors ||oni1(t) —en(t)] < e, (s—tg)"ds = e T CE [t —to|"".
‘ ME" [t " ME™ (ty — )" ME" il
Sion at <ty alors ||[@ni1(t) —en(t)] < o /t (to—s)"ds = T n I CFS [t —to|™ .

On a donc P(n+ 1), ce qui achéve la récurrence.
Par conséquent, comme pour t dans K, on a |t —to] < h, alors :
kh n—1
V€ NVE€ K, [lpn(t) — pun (0] < Mn
Montrons que (@n)nen converge uniformémen}f. La suite (pn)nen converge si et seulement si la série

télescopique g (pn — ©n-1) converge pour la norme ||.||ocx. Nous venons de voir que :
n>1

(kh)™

n!

Vn € N*, |len—¢n-1llcox < Mh . Cela prouve méme la convergence normale de Z(gpn—gon,l),

n>1
(/{Jh)n_l
n!

car la série Z Mh
n>1

Soit ¢ la limite de la suite (@n)nen, qui est aussi continue par convergence uniforme et continuité de

Pn.-

Montrons maintenant que ¢ est bien solution du probleme de Cauchy initial.

Tout d’abord, on a : ¥n € N, ¢,(ty) = xo, donc en passant a la limite : p(tg) = xo.

Soitt € I. On prend K = [ty,t] ou K = [t to]. Par (x), on a :

Vs e K, || f(s,(s)) — f(s,0n(s))]] < Eklle(s) —on(s)]] < klle — @nlloor- Ainsi la suite de fonctions

(s = f(S,0n(8))nen converge uniformément vers s — f(s,@(s)) sur le segment K et donc comme

M
converge vers ?ekh si k # 0 et converge clairement si k = 0.



toutes ces fonctions sont continues, alors hr+n f(s ©n(s))ds —/ f(s, (s
n—-+0oo

¢
Or on a : pp1(t) =0 —I—/ f(s,0n(s))ds, donc en passant a la limite quand n tend vers +o00, on a :

o(t) = xg —|—/ f(s,¢(s))ds. Ceci prouve d’une part la dérivabilité de ¢ sur I, mais aussi que ¢ est

solutions de x' = a(t).x + b(t), grace a la proposition précédente.

Montrons maintenant l'unicité.

Supposons qu’il existe une fonction 1p dérivable, telle que 1(ty) = xq et que : YVt € I, '(t) = f(t,(t)).

Soitt € I. On pose K = [ty,t] ou K = [t,to]. Soit b = sup ||(s) — xo|| (la continuité de ¢ et le
seK

caractere compact de K justiﬁant Pexistence de b). Grace a la proposition précédente,

= x9 +/ f(s ))ds. En procédant comme précédemment, on montre par récurrence (ici

(K[t — to])"
|

n!
(K[t = tol)" i (Rt =to])"
Z o converge (sa somme est exp(k|t — to|)), alors : tlgnoo T

Jim g, (6) = v(t), done : (t) = (o).

on commence a n = 0) que : ¥Vt € I,Vn € N, [[¢(t) — pn(t)]] < b . Comme la série

=0, puis :

d) Intégration le long d’une courbe

Proposition 1.2.3 (Intégration le long d’une courbe) On suppose K = R. Soient U un ouvert de E,
F un R-espace vectoriel normé de dimension finie et f : U — F une fonction de classe C*. Pour toute
application v : [0,1] = U de classe C' telle que v(0) = a et v(1) = b, on a :

/0 df (4(£) (7' (1) )dt =

Démonstration : Soit ¢ : t — f(y(t)) définie sur [0, 1]. Cette application est C', par composition et
la régle de la chaine donne : Vt € [0,1], ¢'(t) = df (v(t))(7/(¥)), puis f(b) — f(a) = p(1) — ¢(0) =

/01 o' (t)dt.

1
Remarque 1.2.3 Si v est de la forme t — a + tv, avec v € E, alors f(b) — f(a) = / df (a + tv).vdt.
0

1.3 Formules de Taylor
1.3.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 1.3.1 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient f € C" (I, E) eta € I.
Alors pour tout point x € I, on a :

flx) =

Démonstration : Comme f est de classe C"!, alors ses fonctions coordonnées le sont aussi et donc
la formule s’obtient en appliquant la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral des fonctions a
valeurs dans K aux fonctions coordonnées de f.

x AL
Remarque 1.3.1 1. La quantité / Mf(”ﬂ)(t)dt est appelée reste intégrale et permet de
n!

a
mesurer exactement ’erreur commise lorsque l'on approche f(x) par son polynome de Taylor
en a.

2. Cette formule est vraie sur I tout entier, c’est donc une propriété globale.



Exemple 1.3.1 Soit a € R et f : [0;a|— R une fonction de classe C™. On suppose que toutes les
dérivées de f sont positives.

"L £ (0 L1 — )
1. Montrer que :Vx € [0;a[,Vn € N, f(x) = Z f—()mk + m”“/ %f(”“)(ux)du.
0 .

1 1— n
On pose R, (x) = x”“/ d-wr”
0

2. Montrer que pour tout entier n et pour tout x de [0;a[, on a : 0 < R,(z) < f(x).

' £ (uz)du,
n!

n+1
3. Soient x et y tels que 'on ait 0 < x < y < a. Montrer que l'on a : R,(x) < <—) R.(y).
Y

4. En déduire que pour tout x € [0;al, on a



Corollaire 1.3.1 (Formule de Taylor pour les polynémes) Soitn € N, A€ K,[X] eta K. On a :

(X —a)* = X*
A= E %A(m(@) ou AX +a) = HA(’“)(@).
k=0 k=0

Exemple 1.3.2 Soit n € N et H un hyperplan de K, [X]. Montrer qu’il ezxiste Ao, ..., \, € K non tous
nuls, tels que - H = {P € K[X], > \P"(0) = 0},
i=0

1.3.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Soient f € C""'(I, E) telle que f"V soit bornée
sur I. Alors :

<

VYa,b e I,

‘f(b) -y O o)

k=0

Démonstration : e Si a = b, c’est clair.
e Si a < b, alors en reprenant la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral :

. T N - ’ (n+1) (b—1) (n+1) (b—a)"*!
Par croissance de I'intégrale, cette derniere est majorée par | f Hoont = f HOOW

(b—t)"
n!

(1) H dt.

e Calcul analogue pour a > b en intervertissant les bornes des intégrales majorantes.

Remarque 1.3.2 Linégalité de Taylor-Lagrange est une formule globale vraie sur tout l’ensemble de
définition. Elle permet de magjorer simplement [’erreur commise lorsque l’on approche f(x) par son
polynome de Taylor en a.

2 3h1
chz) —1— T | <2sh{)

Exemple 1.3.3 1. (a) Montrer que : Yz € [0,1], 5<%

& 1
b) En déduire lim wu,, avec u, = ch —n, pour n dans N*.
(b) m (Z ( /—n+k)> P



2. Soit f € C*(R,, E) telle que || f| et ||f"|| soient majorées respectivement par My et M.

. oMy  Msh
(a) Montrer que : Yz € Ry, Yh e R, ||f'(z)|| < L

h 2
(b) En déduire que f" est bornée par 2~/ MyMs.

1.3.3 Formule de Taylor-Young

Proposition 1.3.2 (Formule de Taylor-Young) Soit f € C"(I,E). Alors f admet un développement
limité a l'ordre n en a € I, donné par :

f(a)

f'(a) (x—a)’+..+ oy (1—a)"+0,5q((w—a)").

1!

f//(a)
2!

(xr—a)+

1) = 3 T 0 ) o, (e = f(a)t



Démonstration : Démontrons cela par récurrence sur n.
e Sin = 1, alors f étant dérivable admet un développement limité a l'ordre un, ce qui donne :
f(@) = f(a) + (z —a)f'(a) + o(x — a).

e Soit n € N* et on suppose le résultat au rang n.

Soit f € C"*(I,E). On pose ¥ : & — f(z) — Y i

k=0

f®(a), qui est de classe C* sur I (on a

n+1>1).
On applique 'hypothése de récurrence a f’ qui est de classe C", donc il existe 3 : I — E tel que
limpB =0et:

" (z —a)*
Veel, fl(z) = Z %f(k“)(a) + (x —a)"B(x).

k=0
Autrement dit : Vo € I, () = (z — a)"f(z).
Soient a,z € I et on note I(a,z) = [a,z], si a < x et I(a,z) = [z, a] sinon. Appliquons 'inégalité des
accroissements finis & v sur le segment [a, x] (sur ce compact, ¢)" est continue donc bornée) :

[ () = ()l < |z —al sup [¢'()] =z —al sup ||t —a)"B)I| < |z —a|™™" sup [IB(E)].

tel(a,x) tel(a,xz) tel(a,x)
Ceci d L) -3 e )| < s s
€Cl donne : T aal xTr) — — a =~ Ssup .
‘$ - CL‘ 1 k=0 k! tel(a,x)

Montrons que lim sup ||5(t)|| = 0.
T2 e (a,x)

Soit € € R%. On a lim 3 = 0. Il existe donc a € R tel que : Vt € I, |t —a| < a = ||B(t)| < e.
Soit x € I, tel que : |z — a|] < a. Ainsi pour ¢ dans I(a,z), on a : [t —a|] < «, donc ||B(t)|| < e, ce qui
donne sup ||B(¢)|| <e.

tel(a,x)
On a donc montré que : Ve € R, Ja e R} Ve € I, [z —a| <a= sup ||B(t)| <e.
tel(a,x)
n+1
S 1 (z—a)*
Ainsi : }Eli}(llm f(iﬂ) — Z Tf (a) =0 et donc :

k=0

n+1 . k
f(x) — Z %f(k)(a) = o((z — a)™*"), d’ott le résultat pour n + 1, ce qui achéve la récurrence.
k=0 '

Remarque 1.3.3 La formule de Taylor-Young est une propriété locale, car elle donne un comportement
quand x tend vers a.

2 Vecteurs tangents a une partie d’un espace vectoriel normé de
dimension finie

2.1 Surfaces de R?

Définition 2.1.1 (Surfaces de R?) Si F' est une application de classe C* d’un ouvert U de R® dans R,
alors l'ensemble {(x,y,z) € U, F(x,y,2) = 0} est appelé surface de R®.

Exemple 2.1.1 Décrire les surfaces définies par les équations :
1. 0 =azx + by + cz — d, avec (a,b,c) # (0,0,0) :
2.0=a*4+9y*+22—22 -8 :

Voici un cas particulier de surface :



R° — R

(z,y) = flz,y)
de classe C* se représente dans l'espace a l'aide de points de coordonnées (x,y, z) tels que z = f(x,y).
Cela définit une surface qui est incluse dans R®, en considérant {(x,y,z) € R*, f(x,y) —z = 0}.

Définition 2.1.2 (Graphe d’une fonction numérique de R?) Une fonction f : {

Exemple 2.1.2

Représenter f: (x,y) — 2% + y* sur R?

2.2 Vecteurs tangents

Dans ce paragraphe, F désigne un R-espace vectoriel de dimension finie et M est une partie de E.

Définition 2.2.1 (Vecteur tangent a M) Soient x € M et v € E. On dit que v est un vecteur tangent
a M en x s’il existe un réel strictement positif € et une application vy :] — e,e[— M dérivable en 0,
telle que : v(0) = z et 7/(0) = v.

On note T, M [’ensemble des vecteurs tangents a M en x.

Exemple 2.2.1 Soit F' un sous-espace affine de E de direction A. Soit x € F. Montrer que : T, F = A.



Proposition 2.2.1 (Vecteurs tangents d’une partie définie implicitement) Soit g : (2 — R, une appli-
cation de classe C*, avec Q un ouvert de E. Soit M = {x € Q, g(z) = 0}. Soit x € M. Si dg(z) # 0,
alors T, M = Ker (dg(x)).

En particulier si E est muni d’une structure euclidienne, si Vg(z) # 0, alors T,M = (Vg(z))™*.

Démonstration : Nous admettons le premier point.
Le deuxieme point vient du fait que : Vh € E, dg(z).h = (Vg(x), h).

Remarque 2.2.1 On retrouve le fait que le gradient soit orthogonal aux lignes de niveau. En effet soit
f:Q — R une application de classe C*, avec Q un ouvert de E. Soit A € R. On considére la ligne de
nweau Xy = {zx € Q, f(x) = A}. Soient x € X et v € T, X). Alors v et V f(x) sont orthogonauz. En
reprenant la proposition précédente, on considére g = f — X et donc X\ = {z € Q, g(x) = 0}. Ainsi
T.Xx = (Vg(x))" = (Vf(x))*, car Vg =V f, car \ est constante.

Exemple 2.2.2 1. Nous rappelons que nous avons vu dans le chapitre 15, que si f = det : M,,(R) —
R, alors : VH € M,(R), df(1,)(H) = tr(H). Soit SL,(R) = {M € M,(R), det(M) = 1}.
Déterminer Ty, (SL,(R)).

2. On considere la sphére S d’équation 2° + y* + 2> = R?, avec R > 0. Soit u = (uy,us,uz) € S.
Déterminer T,S.

Corollaire 2.2.1 (Vecteurs tangents & un graphe d’une fonction de deux variables) Soient U un ou-
vert de R? et f : U — R une fonction différentiable. Soit S la surface (de R*) définie par I’équation :
z = f(z,y) qui est le graphe de f.

Soit a = (xg, Yo, 20) € S. Alors

0 0
T,S = {(u,v,w) cR? w= ua—i(mo,yg) + Ua—£($oay0>} :

Démonstration :

Définition 2.2.2 (Plan tangent & une surface de R*) Soient U un ouvert de R® et g : U — R une
fonction de classe C*. On pose S la surface définie par léquation : f(x,y,z) = 0 et on considére
acS.

Le plan tangent ¢ S en a est le sous-espace affine a +T,S de R3. Ce plan passe donc par a et T,S est
sa direction.

Corollaire 2.2.2 (Equation des plans tangents au graphe d’une fonction de deux variables) Soient U
un ouvert de R* et f : U — R une fonction différentiable. On pose S la surface définie par l’équation :



z= f(z,y).

Soit a = (xg, Yo, 20) € S. Alors l’équation du tangent a S en a est :

Démonstration : On a: m(z,y,z) € S & cm(x — T,y — Yo, 2 — 20) € T, S, car a est dans S.

Exemple 2.2.3 1. Le plan tangent de la spére S d’équation 2* + y* + 2* = R? (avec R > 0) en
u = (uy,us,u3) € S est

2. Soit S la surface d’équation z = 2* +y*. Soit a = (1,—1,2) € S. Quelle est I’équation du plan
tangent a S en a ?

2.3 Optimisation sous contrainte d’égalité

Proposition 2.3.1 (Extremum sur une partie M) Soit Q un ouvert de E. Soit M une partie de §) et
f:Q — R une application différentiable en un point x de M. Si f|y admet un extremum local en x,
alors : Yv € T, M, df(x)(v) = 0.

Démonstration : Soit v € T,,M. Soit v :] — e, e[— M une application dérivable en 0 telle que v(0) = z
et 7/(0) = v. Comme 7 est & valeur dans M et que f|y; admet un extremum en z, alors g : t — f(y(t))
admet un extremum en 0. La fonction g étant définie sur un ouvert, alors on a : ¢’(0) = 0, soit :

0 = df (+(0)) 7' (0) = df () 0.

Théoréme 2.3.1 (Optimisation sous contrainte) Soient 2 un ouvert et f et g deux fonctions de §)
dans R de classe C'. On pose M = {x € Q, g(z) = 0}. Soit x € M tel que : dg(x) # 0.

Si flar admet un extremum local en x, alors il existe A € R tel que df (z) = Adg(x).

En particulier, si E est un espace euclidien, dans ces conditions il existe A € R tel que V f(x) = AVg(z).

Démonstration : df (x) et dg(z) sont deux formes linéaires. Or nous avons 7, M = Ker (dg(x)), donc
grace a la proposition précédente, Ker (dg(x)) C Ker (df (z)).

Si Ker (df (z)) = E, alors df (z) = 0, puis df (x) = 0.dg(z).

Si Ker (df (x)) # E, alors dim(Ker (dg(z))) = dim(Ker (df (x))) = dim(E) — 1, puis

Ker (dg(z)) = Ker (df (x)). Ainsi il existe A € R* tel que : df () = Adg(x), car nous avons un hyperplan
défini par les formes linéaires non nulles df (x) et dg(x).

Dauns le cas euclidien, cela signifie que : Vh € E, (V f(z), h) = df (z).h = Mdg(z).h = XA (Vg(x), h), puis :
Vh € E, (Vf(z) — A\Vg(z), h). Ainsi V f(2)—AVg(z) est dans B+ = {0} et donc : Vf(x)—AVg(x) = 0.

Exemple 2.3.1 1. (CCP 41) Soit f lapplication de R* dans R définie par
[ (z,y) — 42 + 120y — 9%
Soit C' = {(x,y) ER: 2+ 9% = 13} qui est la sphére de R? de centre (0,0) et de rayon V13
pour la norme || - ||2 usuelle.
C' est donc une partie fermée et bornée de R?. Comme R? est de dimension finie, C' est un
compact de R?. On a aussi C # (). f est une application polynomiale donc f est continue sur
le compact C'. Donc f atteint un maximum et un minimum sur C.
Soit (u,v) € C un point ou f atteint un de ses extremums.

(a) Justifier qu’il existe un réel A tel que le systéme (S) suivant soit vérifié :
4du+ 6v = Au
)4

6u —v = M\v



(b) Montrer que (A —4)(A+1) — 36 = 0. En déduire les valeurs possibles de .

(c) Déterminer les valeurs possibles de (u,v), puis donner le mazimum et le minimum de f sur

C.

2. Soit E un espace euclidien et uw € S(E). On pose f : x — (u(x),z). On a vu dans le chapitre
précédent que f est différentiable et : Vo € E, Vf(x) = 2u(z). Montrer que f admet un
minimum sur S(0,1) et que celui-ci est une valeur propre de f.

3. Soient o, ..., 0, € R tels que Zai =1let f:(R)"— R telle que f(x1,...,x,) = 2T ...x0m.
i=1

On définit I' = {z = (21, ...,x,) € (Ry)", Zaixi =1}.
i=1



Il existe a € T tel que f(a) =sup f(x) (*), avec les a; dans R7,. En effet, la fonction
zel

g: (R)" =R,z ayay + -+ + apr, — 1 étant polynomiale, est continue. Donc T' = g~ '({0})
est un fermé de R™. D’autre part, on a : Vi € [1,n],0 < oyz; < 1. D'odl :

1
Vie [1,n],0 <z; < — (caray > 0). Il s’ensuit que I' est aussi borné, donc c¢’est un compact de
a

R™ (on est en dimension finie). Sur ', la fonction f est continue par théoréme sur les opérations
sur les fonctions continues; d’ot lexistence de a € I' tel que f(a) = sup f(x) = max f(z).
zel z€

Si un des a; est nul, alors f(a) = 0. Or f(1,...,1) = 1 et f atteint son mazimum en a.
Contradiction. Donc ¥i € [1,n],a; > 0.

(a) Déterminer tous les points a vérifiant (x) et en déduire que : Vx € T, | x{*..x0m < 1.

(b) Montrer que : Vo € (Ry)", af*. a0 < Zaixi.
i=1



