MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

3-Séries numériques

Ex1: (z € R, a,b € R}) Déterminer les limites (quand elles existent) quand n tend vers 400 de

1 — 5n2 4+ si
k=1

Ex 2 : Montrer que toute suite convergente a termes dans Z est stationnaire.

Ex 3 : Soit (u,) et (v,) deux suites définies par leurs premiers termes ug > 0, v9 > 0 et par les

Uy, + Uy,
Unp+1 = 9
relations de récurrence Vn € N, 2y,
Un+1 = .
Uy + Un

a. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont bien définies et que v,, < u, pour n > 1.

t (
b. Montrer que les suites (u,,) et (v,) convergent. Que dire de leurs limites ?

Ex4: 1. Soit up =1et pourn>1:u, = Hcos oR ou a €] — m;w[. Simplifier u,, et en déduire

la limite de (uy,).
2. Soit zg = re'* € C*, avec r > 0 et a €] — 7, 7.
Zn + |2

On définit la suite complexe (z,) par la relation de récurrence : ¥n € N, z,,; = 5

Calculer z, en fonction de n et en déduire la limite de (z,).

Ex 5: Soit z =z + iy € C.

1. Montrer que lim |1 + —‘
n—-+00
2. Montrer que pour tout entier n assez grand 1 + z # 0 et arg (1 + %) = Arctan ﬁ [27].

3. En déduire que lim (1 + %)n =e”.

n——+oo

. . rp=1
Ex 6 : Soit (x,) définie par
(%) P {xn:\/n—l—xnl sin>2
Montrer successivement que vn < z n, vn <z, < V2n—1, z, ~ /n et pour finir un

développement asymptotique a deux termes de (x,).

. 1 /2
Ex 7 : Etudier la suite (z,),eny définie par zp € Ry et : Vn € N, 2,41 = 5/ e~ d¢ On
0

pourra montrer que f : x + e * est 1-lipschitzienne.

Ex 8 : Montrer que I'équation 2® + nz = 1 admet une unique solution pour n € N. On la note z,,.
Déterminer la limite de la suite (z,) puis un développement asymtpotique a deux termes.




Ex 9 : Etude de la converge de la suite (u,)nen telle que : Vn € N w,qq =

B

7z =l

Ex 10 :

pour k dans N.

(*) Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (sin(y/n))nen est [—1
pourra remarquer que pour tout z de [—1,1], on a : x = sin

,1]. On

tr, avec t, = (2km + Arcsm( )2,

Ex 11 :

(*) Soit n € N*. On pose z,, = Z

k+n

1
nera, tel que x,, =1+ O (—)
n

. Montrer I'existence de [ € R, que 'on détermi-

Ex 12 : Déterminer la nature de la série de terme général :

1
30. Zcos(n min(1 ——)
an® n
15. n"" ja,b € R; ]
1. nexp(—v/n); 16. 1n n'+3n°+n \ 31. (=1)" ( ( _) )
12 " 17. sin (sngl(n)); 2. n3/4+sm( )
3. x"" oux >0, vn V3 (—1)
. [Inn| 1 n L 1" v % .
, pulsxl 18. ﬁzk%m(%)’ 33. Arccos (—— o >_E’QGR+’
. k=1
vn(cos?(n)) a € R; "2 cos *(2)
5. - 19. 2. e, n2+8m2(~‘6
5n + 2nt Copn’
6. ch(n) 20. ln(l +a2¥),reRy; 35 In ( ) a e R
ch(2n) . 21 (1 + ) puis la valeur de
7. Ja €R; ' n3/2 2] i —1)"
n® + Arctan (n) “ In(n) [n*2] Zln 1+ % ;
. 1 _ 22. — =2
"2 4’ n(n + 2m))5° non a? .
(2 07 (m)) (et + 2n) 23, (1 . ot a R
9. nyn L\/EJ 6cos('n) k=1
2 4/’ 24 nd—n ' 37. G,
(1 1 A" an
10. sin | — In{1+— > . . 1
(n> < 25 e e R 38. —— a € R’
11. nsin(1/n); 1 . . ke
1 26. n+pa,p€N,o¢€R+, ,;1
A o7 UV eN o ery 39 o
N S p ) A
13. (b + ﬁ) b =>0; cos(n?m) (3n)! )
28. ———; 40. ———,a>0;
N n N n2 nin(n) ’ a®(nl)?
1 . n(n—1 . a
4. Arcsin (n2~|—1> resin (n2+2) (1) (n-1) 41, 1/ 2-4.(2n) |
29. (%) 5 nf \3-..(2n+3)
n(n + o, B ER;

42. Vnt+2n+1—+vVni+an, a €R.

Ex 13 : Soit (u,) une suite a termes positifs tels que la série Z u, converge. Montrer que la série

2
E u, converge.




Ex 14 : Déterminer la nature puis la somme de la série de terme général :

TL2 7. (3+( 1) ) n’
1. —; 1 sin( L )
! 8., —; n(n+1)
" 1 (27’L+1)27 14‘ 1 1 )
. 1 con () con (21
1)(2 1)’ . n
n(n+ )(1n+ ) 9. m, 15. (n—|—1)3 ;
3. In (1__) (n > 2); ch (n 16. In (1 2 )
" (2n+1)n 10 47(1); T )
n 1
4. ) In ( ); R -
Z 2n —1)(n+1) 11 (n+ 1)V 7 4n? —1
x" on n—1
5. cl—1.1[:12. In(1+2* ),z € Ry; 1
D N ki T o 182 %m —np2
6. Vn+avn+1+bv/n+ 2 13. WWGN’ k=1

[VE+1] - | VE]
- |

Ex 15 : (*) Convergence et somme de la série
k>2

Ex 16 : Soit (u,),>0 une suite réelle telle que : Vn € N, w,11 = up + u2.
1. Etudier la convergence de (u,) selon la valeur de uq.
2. (*) On suppose que ug > 0.
a. On pose : Vn € N, v, = 27" In(u,). Montrer que (v,) converge vers un réel a € R7.

b. Montrer que u, ~ exp(2"a).

1
——u,,. En déduire que u,, = exp(2"a) — = + o(1).

c. Montrer que v,41 — v, ~ 2

gn+1

Ex 17 : Soit f € C(Ry,R,) dérivable, telle que f(0) =1et:Vzx € R}, 0 < f(z) <1
Soit (uy)nen la suite définie par ug € Ry et : Vn € N, upyq = up f(uy).
1. Etudier la suite (u,).

2. On suppose que f'(0) # 0. Quelle est la nature de Z u? ?

3. On suppose toujours que f'(0) # 0. On pose x, = In(f(u,)), pour n € N. Quelle est la
nature de (x,)? Nature de an et en déduire la nature de Zun

4. Soient ug, vy € Ry. Pour tout n de N, on pose u,+1 = sin(u,) et v, = In(1 + v,). Etudier
les suites (u,) et (vy,).

Ex 18 : Etude de la convergence des suites définies par :

1. Vn e N, u, = H(2 —el/ky; 2. ¥n e N*, v, = ala+1)...(a+n— 1).
k=1 n!

Ex 19 : Soit (u,), une suite décroissante telle que Z u, converge.

1. Montrer que lim nu, = 0.
n—oo

o0 [e.9]

2. Montrer que la série E n(u, — u,11) converge puis que : E Uy = E n(Up — Upat)-
n=0 n=0




+oo

Ex 20 : Déterminer un équivalent simple de E i quand n tend vers +oo .
n
k=1

k+1)

n
Ex 21 : (*) Soient (a,)nen+ une suite de réels strictement positifs. Pour n € N*| soit S, = Zaz.
k=1

On suppose que lim a,S, = 1.
n——+0o0

1. Montrer que Z a; diverge.

2. Donner un équivalent de a,. On pourra étudier Sy, — S;' pour un « bien choisi.

Ex 22 : Soit Z u,, séries a termes positifs. On suppose que Yu, — £ € RT.

a. Montrer que si £ > 1 alors Z u, est divergente.

b. Montrer que si ¢ < 1 alors Z u, est convergente.

c. Observer que, lorsque ¢ = 1, on ne peut rien conclure.

—1\"
d. En déduire la nature de la série de terme général " .
2n+1

Ex 23 : Soit (ay,),>2 une suite de réels strictement positifs. On suppose que la série de terme général
an In(ay,)

In(n)
1. Par une étude de x — —zIn(z), montrer qu’il existe ky € N tel que tout entier k tel que

a, est convergente. On pose, pour n > 2, b, = —

k > ko, on a 'implication : a; < 3 = b < 75
2. Montrer que la série de terme général b,, converge.
Uy,

In(u,)

3. Soit (uy),>2 une suite a valeurs dans |0, 1] et telle que la série Z converge. Montrer

que la série Z lzz—n) converge.
n(n

1

neu,,

Ex 24 : Soit o € R’. On définit une suite (u,)nen- par ug > 0 et : Vn € N, upqq = u, +

Pour quelles valeurs de « la suite (u,) est-elle convergente ?

' n
Ex 25 : Soit # € R’,.. Pour tout n € N*, on pose u,, = n Hln (1 + f).
o k

1. Etudier la suite <ln ( H)) puis la suite (uy,)nen-
Unp, neN*

n 1
2. Trouver a € R tel que la série de terme général In (u +1) —aln (1 + —) converge.
U, n

3. En déduire un équivalent de u,,.

Ex 26 : 1. Montrer que pour tout n de N, le réel (2 + v/3)" + (2 — v/3)" est un entier.
2. En déduire la nature de la série Z sin ((2 + \/§)">




Ex 27 : Soit k €|1,+00]| et (up)n>1 une suite définie par u; > 0 et pour n dans N* :

1 1
Upt] = — — | u,.
1 kn

. La suite (u,) est-elle convergente ?

. Etudier la convergence de Z<U”+1 — v, avec v, = In(n**u,,).

1

2

3. Etudier la convergence de la suite (v,).
4. En déduire un équivalent simple de (uy,).
5

- . sos ‘oz Unp
. Etudier la convergence des séries de termes généraux u,, — et (—1)"u,.
n

+o0 d
6. Montrer que la suite (w,) avec w, = / m vérifie les conditions de l'introduction.
0

+00

In(k+1) —In(k
Ex28:(*)SoitneN*.OnposeRn:Zn( +1) —In(k)

k
k=n
donner un équivalent simple et enfin un développement asymptotique a deux termes.

. Montrer I'existence de R,, puis en

= 1
Ex 29 : 1. Trouver un équivalent de : Z < )
—~\k+Vk

- 1 1 1
2. Montrer qu’il existe une constante C' telle que : Z (—) =C—-——+4o (—) .
S\eeve) T e

. . (D" & -

Ex 30 : Soient o« > 0,u; > 0, puis : Vn € N*, w11 = ———— uy et on note S,, = Uy,
LEX o 1 p +1 (n+ 1) kz:; k kz:; k
1. Jusitifier existence de In(S,41) pour tout n de N, et 'exprimer a I’aide de In(S,,).

_171
2. Donner un développement asymptotique a deux termes de In (1 + u)
nOt

3. En déduire que la série Z u,, converge si a > 1/2.

4. Pour a < 1/2, déterminer la limite de (In(S,41))nen, puis la nature de la série Z U,

+oo
—1)"8"
Ex 31 : Montrer que Z ( ( ) est un réel négatif.
n=0

— (2n)!

(="
n!
2. Proposer un encadrement de S avec ses sommes partielles.

3. Montrer que e est irrationnel.

Ex 32 : 1.Montrer que la série de terme général

converge et calculer sa somme S.

400
—1)"
Ex 33 : 1. Calculer S = g 2( —l-)l (on exprimera les sommes partielles sous forme d’intégrale).
n
n=0

+00 k
—1
2. On pose pour n € N, R, = g 2( ’ +)1. Montrer que la série de terme général R,, converge
k=n+1

et déterminer sa somme.



—1)"cos(In(n
5~ (21" cosfln(o)

Ex 34 : En étudiant des paquets de deux termes consécutifs, déterminer la nature de
n

n _1)k-1
Ex 35 : On pose, pour tout n € N*, u,, = H (1 + L) Donner un équivalent de u,, lorsque

v vk

n tend vers +o00. Quelle est la nature de la série Z Up !

n

Ex 36 : On pose a,, = Z(—l)“l\/%.

k=1

1. Montrer que la suite (an + (—1)"\/75) admet une limite réelle ¢.

2. Montrer que £ est dans R’
3. Quelle est la nature de Z 1/a,?

in(1
Ex 37 : Soit, pour z € R, fla) = sin( n(x))

x
n+1 n+1
1. Montrer que pour tout n de N*; on a : / f(x)dx — f(x) = / (n+1—2x)f'(x)dz.
in(1 o0 gin(l
2. Montrer que la série Z M et 'intégrale / de sont de méme nature.
n 1 x

Ex 38 : Soit (u,) € C" telle que u,1 = o(u,). Montrer que Z u, est absolument convergente et

+o0
que E U ~ Up.
k=n

1 (1)
En déduire la nature de la série de terme général n! [(Z E) ( ( k‘) ) — 1] .
k=0 k ’

=0

Ex 39 : Soit z = = + iy, avec x et y réels. On suppose que z n’est pas dans Z* . Pour n dans N*,
n!

(z+1)(z+2)...(z+n)

o1l pose : Uy =

1. Montrer que la série Z u,, est absolument convergente si et seulement si x > 1 (on pourra

n
, . Ug
étudier g In
k=2

et en déduire un équivalent simple de |u,]).

Uk—1

n
2. On pose S,, = Zuk Montrer que : Vn > 2, (n+ z)u, + (2 — 1)S,—1 = 1.
k=1
En déduire que la convergence de la série Z u, équivaut a son absolue convergence. Lorsque
la série converge, quelle est sa somme ?

n

>
Ex 40 : Pour a > 0, étudier la convergence de Z ak=1

n=1

1
k



Ex 41 : On définit la suite (u,)nen par uy = g et Vn € N, u, 11 = sin(uy,).

1. Montrer que la suite (u,) converge vers 0.

u
2. Montrer que Z In < "+1) et Z u? sont de méme nature.

un
En déduire la nature de la série E u?.

3. Montrer que Z(unﬂ — Uy) et Z u? sont de méme nature.

En déduire la nature de la série E ul.

4. En déduire la nature de la série Zufjf pour tout k € N*.

+oo (_1)k
Ex42:Soitn€NetonposeRn:Z .
k=n+1

a. Montrer I'existence de R,, pour tout n de N.

+oo
(-DF
b. Montrer que : Vn € N, R, + R,11 = k;l m
c. En déduire un équivalent de R,,.

d. Quelle est la nature de Z R,.

, 1
Ex 43 : 1. Etudier la convergence de la série Z U, avec U, =

= VEk+ kVk

+oo
2. Onpose R,, = Z ug. Montrer que : Vn € N*, 2 Arctan <
k=n-+1

1 1
< R, <2Arct — ).
LY e < (L)

1 1 1
3. Montrer que R,, — Arctan <%) — Arctan (\/n——H> =0 (W)

10°
1
Ex 44 : (*) Déterminer { E %J .
n

n=1

1 n
Ex 45 : Donner un équivalent des suites et L\/EJ
kln(k) . p
neN*

k=2 =1 neN*
2" In(k) 1
Ex 46 : (*) 1. Montrer que Z — = (In(2))(In(n)) + 5(111 2)? + o(1).
k=n+1
) Inn 2 In %k
2. En déduire la somme de la série Z(—l)"T (On pourra transformer kzl(—l)kT et on

1
rappelle qu’il existe une constante ~ telle que : Z i In(n) =~ +o(1)).

k=1
—+00

3. Donner un équivalent du reste Z (—1)
k=n+1

Ik
3



VI+V2+-4+vn

Ex 47 : (*) Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

n
(avec o € R). Méme question avec la série de terme général (—1)"u,,.
+o0o ; 1
Ex 48 : (*) Montrer que : / Sm(x)dx =0 <—)
o x n
+00 13 o3
t t
Ex 49 : 1. Montrer 'existence de / sin >dt.
o L1+t
L (7 43 in (t)
2. Donner un équivalent de T dt quand n tend vers +o0.
+o0o tS in(t
3. Donner un équivalent de / 1871;1; 4)dt quand n tend vers +oo.
Ex 50 : Nature et somme de :
—+o00 on
z n| in
1. Zl——ZQ”“’ |z| < 1; 3. Yl i), .z, avec (r,6) daniR+ x R;
n=0 00 o]
1
(=1 4o (Cn) = 1), avee ((n) = Y .
2. Z ’ n=2 k=1 k

D
P,q>2 q

Ex 51 : (*) Soit o une bijection de N* dans N*. Déterminer la nature de Z

1 1
2 o L ot

Ex 52 : (*) Soient Zan et an deux séries absoluments convergentes. Pour n € N*, on pose :
n>1 n>1

Cp = Z agbz (somme étendue sur tous les diviseurs de n) et N(n) le nombre de diviseurs de n.
d

din
+oo
On pose ((a) = Z 5 pour &> 1 et on note ¢ l'indicatrice d’Euler.
n=1
+00 +o0o +oo
1. Montrer que Z ¢, converge absolument et Z Cp = (Z an> (Z bn> .
n>1 n=1 n=1 n=1
2. Montrer que la série de terme général N (n)/n® converge pour @ > 1 et déterminer sa somme.
n
3. Montrer que pour o > 2, la série Z ﬂa) converge et déterminer sa somme.
n

n>1

Ex 53 : Etudier la finitude des sommes suivantes :

1 1 1
1. Z 7:04_|_ja; 2. Z ﬁ’ 3. Z m, CL>]_, b>]_
(4,5)€(N*)2 z€QN[1,+00[ (p,q)EN?
Ex 54 : Soient n € N* et Sn:Z ey
=1 g=1 p+q

2
En examinant S,, — S,,_1, montrer que S,, ~ 5(1 —1In(2))n®.




