MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

7-Topologie

Ex 1 : Une suite (x,),eny de R est dite de Cauchy si pour tout € > 0 il existe N € N tel que :
Vp > N;Vqg> N : |z, — x4 <e.
1. Montrer qu'une suite de Cauchy est bornée.

2. Soit n € N. On pose a,, = sup{z,, p > n} et b, = inf{z,, p > n}.
Montrer que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.

3. En déduire que (x,) converge vers un réel z.

Ex 2 : Soient A et B deux parties non vides de R. On pose A+ B = {a+b|(a,b) € Ax B}. Montrer
que si A et B sont majorées, il en est de méme de de A + B et sup(A + B) = sup A + sup B.

Ex 3 : Est-ce que les applications IV définissent des normes sur les espaces suivants :

1. N y) = (VI + VI pour (5,1) € B2 2. N((,9,2)) = 222 T 42 + 222, pour (2,4, 2) € R®;
3. () N((z,y)) = sup_|z+ty|, pour (z,y) € R? (montrer que N((,y)) = max{|z|, [z +yl[});
t€[0,1]
+o0o
4. N(P)= / |P(z)|e”*dz, pour P € K[X]| (montrer 'existence de N);
0
i1 (42008

5. () =sup |70+ 0 ). pour £ < €1,

[0,1]

6. N(fy= swp | / fgl, pour f € C°([0,1], R).

9€E,|lglloo=1

Ex 4 : Soit n € N*. Montrer qu'il existe A, B € R, tels que :
P
VP € R,[X], A sup |[P®(0)| < sup |+(x)| < B sup |P™(0)].

0<k<n weR 1+ |27 0<k<n

Ex 5: 1. Soit ||.|| une norme sur M,,(C). Démontrer qu’il existe un réel k£ > 0 tel que :
V(A B) € Mu(C)*, ||AB|| < KlIA[|IBII
2. Démontrer que, pour n > 2, il n’existe pas de norme sur M,,(C) telle que ||AB|| = || BA|| pour

toutes matrices A, B de M,,(C). Pour n = 2, constater que (0 L

01
0 O) et 0 O) sont semblables.

Ex 6 : Soit E l'espace des fonction de classe C' de [0, 1] dans R et ¢ une forme linéaire positive non
1 1
alle (20 6() 2 0)- Soit ps s £ [6(P)] + [ IF1. Onnote pys £ 1+ 17O+ [ 17
0 0
1. Montrer que pour tout f € E, on a: |o(f)] < o(1) - || f]loo-

2. Montrer que pg et p, sont des normes et qu’elles sont équivalentes.
3. Montrer que ¢ est continue pour ces deux normes.

4. Déterminer |||¢[| pour la norme ||. ||

Ex 7 : (*) On note E 'ensemble des fonctions continues et bornées de R dans R.
Pour p € N* et f € E, on pose N,(f) = sup [tPe I f(1)].
teR

1. Montrer que NN, est une norme.



2. Soit ¢ € R et p € N*. Etudier la continuité de ®, : f — f (¢) définie sur £ muni de la norme
N,

-
3. Soient p,q € N* distincts. Les normes NN, et N, sont-elles équivalentes ?

Ex 8 : Soit £ ’ensemble des fonctions lipschitziennes de [0, 1] dans R s’annulant en 0. Pour f dans
B, on pose N(f) = inf L(f), avec L(f) = {k € Ry; ¥(z,y) € [0, 1%, |f(x) — f(y)| < klz — y|}.

M, x,y € [0,1] etx;«éy}.

r—y
2. Montrer que N existe bien et que c¢’est une norme sur E.
3. Soit F' = {f € C'([0,1],R), f(0) =0}. Montrer que : Vf € F, ||f'llcc = N(f).

1. Pour f € E, montrer que N(f) = sup{

Ex 9 : (*) Soit A € M3(R) telle que A% =0 et A # 0. Existe-t-il une norme N telle que pour toute
matrice B semblable a A, alors N(A) = N(B).

Ex 10 : 1. Soient (Ay) et (By) deux suites de matrices de M,,(K) qui convergent respectivement
vers A et B. Montrer que (AgBy) converge vers AB.

2. Montrer que 'ensemble des matrices de projection est un fermé de M,,(K).

3. Soit A € M,,(C). Jusqu'a la fin de I'exercice, on suppose la suite (AP),ey convergente, et
I’'on note L sa limite.
a. Montrer que L est une matrice de projection, qui commute avec A.

b. Si de plus A est antisymétrique, que dire de L ?

Ex 11 : Soit M € M,,(K) vérifiant M? = 3M — 2Iy et M n’est pas une matrice d’homothétie.
1. Montrer que : Vp € N, 3oy, B, € KM? = o, M + B,1,,.
2. Montrer que : Vp € N, apio = 3011 — 201,
3. Exprimer M? comme combinaison linéaire de M et [,, pour tout entier p.
4. En déduire exp(M).

Ex 12 : Soit A € M,,(C). Montrer qu’il existe P € C[X] tel que exp(A) = P(A). Montrer que si
le degré du polynéme minimal de A vaut d, alors on peut choisir P dans C4_1[X].

Ex 13 : Si A = [aij]1<ij<n est dans M,,(C), on pose ||A]| = max {Z la;|, i€ [[1,n]]} et
j=1
p(A) = max{[A|, A € Sp(A)}.
1. Montrer que ||.|| est une norme.
2. Soient A € M,,(C), A € C une valeur propre de A et X = (1, ...,7,)" un vecteur propre
associé. Montrer que |A||z;| < Z la;j||z;| pour tout i. En déduire que p(A) < [|A]|.
j=1
3. a. Soit X € M, 1(C) non nul. Montrer que || X X*|| est non nul.
b. Montrer que : p(A) < [|A].
4. Soient A € M,,(C) et k € N*. Montrer que p(A*) = (p(A))*.
Soient A, B € M,,(C). Montrer que ||[AB]| < ||A]| x || B]].
6. Soit A € M,,(C) diagonalisable. Montrer que lim AF = 0 si et seulement si p(A4) < 1.

k——+o0

N



Ex 14 : (*) Soit A € M,,(C). Montrer que A est diagonalisable si et seulement si e Iest. Que se
passe-t-il sur R ?

2 0
Ex 15 : Considérons la matrice A= | 0 0
0 —1
Résoudre 1'équation exp(M) = A, d’inconnue M € M3(R) (on pourra réduire A au préalable).

1 w W W oWt
w W W ot 1
Ex16: Onnotew =e* et A= [ w? w® w! 1 w . Calculer exp(A).
W owt 1w WP
w1l w W WP

Ex 17 : 1. Montrer que SL,(R) = {M € GL,(R), det(M) = 1} est un sous-groupe fermé de
GL,(R).
2. Soit ||| une norme sur M,,(R) vérifiant : VA, B € M,,(R), ||[AB]| < ||A|| x ||B]|. Montrer
que : VM € SL,(R), ||M] > 1.

3. Soit A € C. Déterminer exp (01 /\) A eR.

1

Ex 18 : Soit A = (ay, ..., a,) dans N"™! avec ag < a; < --- < a,,. On définit pour P dans R, [X],
IPla =" |P(a)l.
k=0

1. Montrer que || - || 4 est une norme.
2. Pour P dans R, _;[X], montrer qu'il existe une unique famille (b, ...,b,) dans R"*" telle
que X" + P = Zbk H(X — ay).
k=0 j#k

3. Calculer Zbk.
k=0

4. Montrer que H lay — aj| > -

itk (k)
5. En déduire d(X",R,_1[X]) > n
6. Calculer d(X", R, _1[X]) dans le cas ou A = (0,1,...,n).

Ex 19 : Préciser la nature des sous-ensembles de R? suivants (ouvert, fermé, ou aucun des deux).
Dessiner ces sous—ensembles dans le plan. Déterminer leur frontiere et adhérence.

. x> .
1. Ry xR; 4- {(z,y) € R?, 2® <7 —2¢%}; Z {(fiy)f]f ’é*_.y+7>x i
2. {(z,y) ERY xR, 2 +y* =1}; 5. [0,1[xR; . {(t, /),Rf 2} s
3. {(z,y) eR? 2 <y® +7}; 6. {(z,y) R’ z>y+1>2"}; 7 i)(”;’yg}e , (2 +y? —4)(a® +

Ex 20 : Montrer que ’ensemble P des polynomes de Ry[X] ayant deux racines réelles distinctes est
un ouvert de Ry[X].




Ex 21: Soit £ =C([0,1,R),U={fcE/f1)>0 et F={fecE/ /1f(t)dt<0}.

1. Montrer que U est ouvert pour ||.||co-
2. Montrer que F est fermé pour ||-||_, puis pour ||.|;.

3. U est-il ouvert pour || - |17

Ex 22 : (*) Soit E le R-espace vectoriel des suites réelles bornées. On pose la norme N (u) =

SUP [tp|.
neN

1. Soit Z ={u € E/3ng € N,Vn > ng, u, = 0}. Montrer que Z = 0. Que vaut Z ?

2. Déterminer I'intérieur et ’adhérence de 1’ensemble des suites a valeurs strictement positives.

Ex 23 : On note A, l’ensemble des matrices M de M, (R), dont le polynéme caractéristique est

scindé a racines simples. On note B,, 'ensemble des matrices M = [my;]1<i j<n de M,,(R), dont
n

le polynome caractéristique est H (X —my,).
i=1

1. a. Soit P = aH(X —a;), avec a € R* et a; < .. < a, des réels. Soit by, ..., b, des réels tels
i=1
que by < a1 < by < as... < b,_1 < a, < b,. Montrer que I’application
Q= (Qby),...,Q(b,)) de R,[X] dans R" est continue.

b. Pour @) proche de P, montrer que Q(by), ..., Q(b,) et P(by), ..., P(b,) on respectivement
le méme signe.

c. En déduire que I'ensemble des polynomes scindés a racines simples sur R est un ouvert
de R, [X].

d. Montrer que A, est un ouvert de M,,(R).
2. Montrer que B,, est un fermé de M, (R).

[}
Ex 24 : Soit E est un espace vectoriel normé et C' une partie convexe de E. Montrer que C' est
aussi convexe.

Ex 25 : Soient A et B deux parties d'un espace vectoriel normé et A+ B = {a+b, a € A,b € B}.
1. On suppose A ouverte. Montrer que A + B est ouverte.

2. Si A et B sont fermées, a-t-on forcément A + B fermée ?

Ex 26 : (*) Soit E ={A € M(C), In e N*, A" = L} et FF ={A € My(C), Sp(A) c U}.
1. Soit M € F. Soit A € C tel que : || # 1. Montrer que |xa(A)] > [|A] — 1]

En déduire que F' est fermé.

Montrer que £ C F.

Soit a € R. Montrer que lim M = o. En déduire que : F C E.

n—-+o0o n

Montrer que E est dense dans F'.

NI

Ex 27 : Soit F un K-espace vectoriel normé de dimension finie. En précisant une norme sur £(E),
montrer que ’ensemble des projecteurs de L(E) est un fermé de L(E).




Ex 28 : (CCP 44) Soient E un espace vectoriel normé, et A, B des parties non vides de E.

1. Montrer que : AC B= A C B.
2. Montrer que AUB =AUB
3. Montrer que AN B C AN B et que I'on a pas forcément AN B = AN B.

Ex 29 : 1. Soit P € R[X] unitaire (coefficient dominant qui vaut un) et de degré n. Montrer que
P est scindé sur R si et seulement si : Vz € C, |P(2)| > [Im(z)|".

2. Montrer que 'ensemble des matrices trigonalisables sur R est fermé dans M, (R).

Ex 30 : On suppose que les espaces vectoriels normés E et F' sont de dimension finie, et on donne
f: E — F continue. On considere le graphe de f, I' = {(z, f(z)),x € E}. Montrer que I est
fermé dans F x F'.

Ex 31 : Soit (u,)nen une suite a valeurs dans un espace vectoriel normé E. Pour p € N, on note
A, = {u,, n>p}.

1. Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy,)nen est ﬂ A_p.
peN

2. En déduire que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy,)nen est fermé dans E.

Ex 32 : Soit (E,|| - ||) espace vectoriel normé. Soit u € L(FE) vérifiant : Vo € E, ||u(z)|| < ||z et

n

1
V., € L(E) défini par : Vn €N, V, = —— Y uF.
n+1 —

1
1. a. Soit a € E, montrer que : ——|[u"™(a) —al| — 0.
n+1 n—-+oo

b. Exprimer V, o (u — Idg) en fonction de u""'.

c. Montrer que Im(u — Idg) N Ker(u — Idg) = {0g}.
2. Si E est de dimension finie, montrer que : Im(u — Idg) & Ker(u — Idg) = E.

3. Dans le cas général, on suppose Im(u — Idg) et Ker(u — Idg) supplémentaires; soit p le
projecteur sur Ker(u — Idg) parallelement & Im(u — Idg).

Pour tout x € F, exprimer p(x) a I'aide des vecteurs V,,(z).

Ex 33 : Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie, et soient u, v deux vecteurs de F.

Soient (uy,)n, et (v,), deux suites de E vérifiant lim w, =u, lim v, = v et telles que u,, est
n—-+00 n—-+00

colinéaire a v, pour tout n € N. Montrer que u et v sont colinéaires.

Ex 34 : Les fonctions suivantes ont-elles une limite lorsque (z,y) tend vers (0,0) 7

T4y 3+ 98 sin(z) sin(y)(sin(zy) , 1
filz,y) = m7 folz,y) = ma fs(z,y) = 22 + ¢? , fa(z,y) = zsin m 3

h h 3,3 4 2 —
o) = S ) = S o) =l =

sin(z) — sin(y)
sh (z) — sh(y)

7f9(x7y) =




Ex 35 : Dans chacun des cas sulvants, la fonction j, est-elle continue sur son ensemble de défini-

tion 7
1+ 22 + o2 Sy 0
——— iy —
1. f(z,y) = y 5. f(z,y) =y
1+ 22 siy=0 ysm— siy#0
2% 4 o 6. f@y) = 0 0
NG} Sl (ZE,y) 7& (070) si y=
2. f(%y){ﬁﬂLyz ' x silz] >y
1 si (z,y) = (0,0) v osilz] <y
2 + ¢ 2 | 2 ch (zy) —
_ . Y) Cos(xy) i
3. f($,y)= 5 1 siz4+y">1 sizy #£ 0
—1/2 Sl$2+y2§1 SliCy:O
2y siz>°
2 . si (z,y) # (0,0)
4o fen) = skl < ety £0) 9 S(ey) = {
Yy sinon
—2y sixz < —y?
x

Ex 36 : Soit (F, N) un K-espace vectoriel normé. Pour tout z de E, on pose g(x) = TN
x

1. Montrer que g définit une bijection de F dans la boule ouverte B(0, 1).
2. Montrer que g et ¢~ sont continues.

3. Montrer que g est lipshitzienne.

1
Ex 37 : Soit F = C([0,1],R), muni de ||.||o. Pour f € E, on pose L(f) : t f—)/ (t + u) f(u)du.

Montrer que L est un endomorphisme continu de E, puis montrer que ||L|| = 3/2.

. — k —
Ex 38 : Pour P = kz_% ap X" dans C[X], on pose la norme || P|| = Lnax lag| sur C[X].
On pose u : P+ X P et la forme linéaire ¢ : P — P(z), définies sur C[X] avec z € C.

Etudier la continuité de u et ¢, puis déterminer ||ul| et |||¢]|| dans les cas continus.

Ex 39 : Soit £ = R[X], muni de la norme || ZaiXiH = Z la;|. Est-ce que lapplication 1 :

(EL ) — (EV]|.]]), P+~ AP, ou A est un élément fixé de E, est continue sur E 7

EF — R
Ex 40 : (*) Soient E = {f € C([0,1],R), f(0)=0 i de |||l et ¢ =<1 . /1
X (*) Soien { ([0,1,R), f(0) = 0} muni de ||| et ¢ Foe Zﬁf(—)

Montrer que ¢ est bien définie, continue et calculer sa norme.

Ex 41 : Soient a < 29 < 71 < ... < 7, < bet E = C%([a,b],R) muni de la norme |.||s et on note
E,, 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal a n.
1. Soit f € E. Montrer qu'il existe un unique Py € E,, tel que : Vi € [0,n], f(z;) = Ps(z;).

EF — E,
;o= P

3. a. Soit f € E. Montrer que : Vp € N*,3Q, € E,,, d(f,E,) < ||f — Qpllc < d(f,E,)+1/p.
b. En déduire qu'il existe Q € E,, tel que d(f, E,,) = ||f — Q|-

2. Montrer que ¢ : { est application linéaire continue (choisir une norme sur F,).



Ex 42 : (*) Soient A, B,C,D € M,(C) telles que CD = DC. Montrer que det (él g) -
det(AD — B(C).

Ex 43 : Montrer que la fonction inverse n’est pas lipschitzienne sur R , mais qu’elle I'est sur tout
intervalle [a, +00[C RY.

Ex 44 : Soit F un espace vectoriel normé. Pour tout compact K, on note §(K) le diametre de K :
0(K) = —yl.
(K) = max lz — ]|

Soit (K )nen une suite de compacts non vides telle que : Vn € N, K,,,1 C K, et lim §(K,) = 0.

n——+oo

1. Montrer que 0(K) est bien défini.

2. Montrer qu’il existe x € F tel que : ﬂ K, ={z}.
neN

Ex 45 : Soient F et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie.

Soient K un compact de E et f: K — F une application continue injective.

On pose L = f(K). Montrer que f~': L — K est continue.

Ex 46 : (*) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés réels de dimension finie et f : £ — F
continue. On dit que f est propre si pour tout compact K de F', f~*(F) est un compact de E.
1. Montrer que si f est propre et A est un fermé de E, alors f(A) est un fermé de F.

2. Montrer que f est propre si et seulement si  lim = ||f(z)] = +oo.
l[z]|=-+o00

Ex 47 : Soit K un compact de C, avec K C Q = {z € C, |z| < 1}. Montrer qu'il existe r dans
0,1[tel que : K C {z € C, |2| <r}.

Ex 48 : (*) 1. Montrer que P — ||P|| est une norme sur C[X], avec || P|| = sup{|P(z)|/z € U}.
27

2. Soit P € C[X]. Montrer que |P(0)| < ||P]| ( considérer 'intégrale / P(e™)dz).

. Soit P € C[X] non constant. ’

. Montrer qu'il existe (g, ¢) € N* x C* tel que P(z + re'?) — P(z) ~ cr?e™’ quand r — 0.
. En déduire que si |P(z)| > 0, alors il existe z € C tel que |P(z)| < |P(z0)]-

Montrer qu’il existe R > 0 tel que si |z| > R, alors |P(z)| > |P(0)] + 1.

Montrer qu’il existe zg € D(0, R) tel que : |P(z)| = iné |P(2)].
zE

&0 o8

e. En déduire le théoreme de D’Alembert-Gauss.

Ex 49 : (*) On considere (E, N) un espace vectoriel normé de dimension finie et K un compact de

E.Onnote Lx = {f € LIE)|f(K) C K}. Si K est d’intérieur non vide, montrer que Lx est
compact.

Ex 50 : On munit M, (R) d’'une norme ||.||. Montrer qu’il existe a,b dans R tels que :
VX € M, 1(R), a|| X|I* < XTAX < b|| X||* et qu’il existe X; et X, dans M, ;(R) tels que
a=X{AX, et b= XIAX, (on pourra commencer par travailler sur

S={X e M,,,(R), || X]|=1}).




Ex 51 : Soient U=1{2¢€C, |z|=1}et f:U — R continue sur U et non constante.
1. Montrer que f est bornée sur U et atteint sa borne supérieure M et inférieure m.

2. Montrer que f prend au moins deux fois toute valeur y de |m, M|.

Ex 52 : (*) Soit G un sous-groupe de (C*, x) tel que pour tout g € G, il existe un voisinage V' de
g dans C* tel que : VNG = {g}.

1. Montrer que pour tout compact K de C*, 'ensemble G N K est fini.
2. Montrer que G N U est un groupe cyclique.

Ex 53 : (*) Soit NV une norme sur M, (R) et S la sphere unité. Soir A € M,,(R) et on pose
N*(A) = sup{tr(AB), B € S}.

1. Montrer que N* est une norme sur M, (R).
2. Montrer qu’il existe Ay € S tel que : det(A4y) = max det(X) et que det(Ag) > 0.
S
3. a. Soit B € M,(R). Montrer que : V¢ € R’, det(Ay +tB) < (1 +tN(B))" det(Ap).

b. Soit B € M,(R). Montrer que : det(Ag + tB) = det(Ag)(1 +t x tr(Ay'B)) + 0s0+(1).
c. En déduire que N*(4;") = n.

Ex 54 : Soit K une partie compacte de E et f: K — K une application telle que :

Ve,y e K, v #y = |f(z) = fW)l < llz =yl

1. Soit g : x — ||f(x) — z||. Montrer que g admet un minimum atteint en «.

2. Montrer que si : g(«) # 0, alors : g(f(a)) < g(a).

3. En déduire que f admet un unique point fixe

4. Soit zy € K. On considere la suite (x,,),en définie par : Vn € N, z,.1 = f(x,).
a. Montrer que la suite (||z,, — a|)nen converge vers un réel ¢.
b. Montrer que « est la seule valeur d’adhérence de la suite (z,),en-

c. Que peut-on conclure ?

Ex 55 : (*) Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie.
1. Montrer que : Vo € E,Jy € F, d(z, F) = ||y — z||.
2. On suppose F' # E. Montrer qu'il existe u € E tel que d(u, F') = |Ju|| = 1.

3. En déduire que B(0,1) est compact si et seulement si E est de dimension finie.

Ex 56 : Soient C' une partie convexe d’un espace vectoriel normé réel et D une partie de F telle
que : C' C D C C. Montrer que D est connexe par arcs.

Ex 57 : Soient A; et Ay deux sous-ensembles connexes par arcs d'un espace vectoriel normé FE. Si
A; N Ay est non vide, montrer que A; U Ay est connexe par arcs.

Ex 58 : 1. Montrer que les composantes connexes par arcs d’un ouverts sont ouvertes.

2. Montrer que tout ouvert de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints
deux a deux.

Ex 59 : Montrer qu’il n’existe pas de bijection continue de U dans [0, 1].

Ex 60 : 1. Soit a € C. Montrer que C\ {a} est connexe par arcs.
2. Soit T une matrice complexe triangulaire et inversible. Montrer que T' peut étre reliée a I,
par un chemin continu a valeurs dans GL,,(C).
3. En déduire que GL,(C) est connexe par arcs.




