Résumé du chapitre 1 : Intégration I
MP Chaptal

1 Analyse asymptotique

Définition 1.0.1 (0, O, ~ 1. f=04.(g) si f/g est bornée au voisinage de a.

2. f=o04(9) sz’iig(llmzo.
e f(x)
3.f~a(g)szi1£lm—1.

Proposition 1.0.1 (Formule de Taylor-Young) Soient n € N, f : [ — C et a € I. On suppose f de
classe C". Alors f posséde un développement limité a [’ordre n au voisinage de a :
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2 Integrales genéralisees

Définition 2.0.1 (Intégrales impropres) On a : —oco < a < b < 400

b b b
1. f:]a,b[— K cpm, alors/ f= lim / [, puis lilil / /=0
a a -0

X—b—

b b
2. f:la,b] = K cpm, alors/ f= lim f, puis hm f = 0.

X—at [x y—at

Proposition 2.0.1 (Intégrale impropre d’une fonction prolongeable par continuité) Soit

f i ]a,b]—= K cpm, avec a < b dansR. Si liril f(z) = est un réel, alors l’mtégmle/ f(t)dt converge.
z—b~ a

Proposition 2.0.2 (Intégrales de référence) Soit o € R.

oo dt
1. Intégrales de Riemann sur [1,+o0| : / 7o COTIVETgE st et seulement st > 1.
1

NS

. Intégrales de Riemann sur |0,1] : / 7o COnverge si et seulement si o < 1.
0

o

b
. dt ‘ ‘
. Intégrales de Riemann sur |a,b], b€ R : / ( converge si et seulement si o < 1.

t—a)™

bodt
. Intégrales de Riemann sur [a,b[,b e R : / =

converge si et seulement si o < 1.

BN

S

+oo
/ e~ dt converge si et seulement si : o > 0.
0

Proposition 2.0.3 (Primitive d’une fonction continue) Soit f € C(I,R) et a € I. Pour tout x € I, on

pose F(x /f t)dt. Alors F, est C* sur I et :Vx €1, F/(r) = %(/xf(t)dt>:f(x)

a+1
. siav#—1 etIn|f| si a=—1.

Exemple 2.0.1 1. Une primitive de f'f est /
o

2

Arcsin Vt dt + / Arccos V't dt.
0

Sln x

2. Derzverazr—>/

3 Intégrale d’une fonction positive

Proposition 3.0.1 (Intégrale nulle d’une fonction positive et continue) Soit f une fonction continue

b b
et positive sur I. Si / f(t)dt converge et/ f(t)dt =0, alors f est la fonction nulle sur I.

Exemple 3.0.1 Sert a montrer la séparation du produit scalaire (f,g) — /fg sur C(I,R).
I

Proposition 3.0.2 (Intégrabilité d’une fonction positive) 1. Soit f continue par morceaux sur |a, b|,
ot —oo0 < a<b< +oo et a valeurs réelles positives.
[a,b] — R b
La fonction F : N / F(t)dt est croissante et | mtegmle/a f(t)dt est alors conver-

gente si et seulement si F' est majoré.

b
Si cela n’est pas vérifié, alors lim F(x) = 400 et on note / f = +o0.

z—b—



2. Soit [ continue par morceaux sur |a,b], ot —o0o < a < b < 400 et a valeurs réelles positives.
la,b) — R

b
La fonction F : b est décroissante et l'intégrale t)dt est alors
J e o [ o g /qu

xT
convergente si et seulement si F' est majorée.

b
Si cela n’est pas vérifié, alors 1im+ F(x) = 400 et on note / f = +o0.

T—ra

4 Absolue convergence

Définition 4.0.1 (Absolue convergence) Soit f continue par morceaux sur I (un intervalle de R de la
forme la, b, ou [a,b], ou ]a,b], avec —oo < a < b < 400) a valeur dans K.

L’intégrale /f(t)dt est dite absolument convergente lorsque l'intégrale /]f(t)\dt est convergente.
I

T
Dans ce cas, on dit que [ est intégrable sur I.
On note L' (I,K) ensemble des fonctions continues par morceaus et intégrables sur I.

Proposition 4.0.1 (L’absolue convergence implique la convergence et inégalité triangulaire) Soit f conti-
nue par morceauz sur I (un intervalle de R de la forme |a,b|, ou [a,b[, ou ]a,b], avec

—00 < a<b<+00) a valeur dans K.
b b
[ o] < [

Proposition 4.0.2 (Critéres de comparaison pour 1’absolue convergence) 1. Soient f et g conti-
nues par morceauz sur [a,b[, ot —oo < a < b < 400 a valeurs dans K.
(a) si|f| <lg| ou f(z) = Orp(9(x)) ou f(x) = 0,u(g(x)), alors lintégrabilité de g sur [a,b]
implique celle de f sur [a,b].
(b) si|f] <lg| ou f(x) = Orp(g(x)) ou f(x) = 0,p(g(x)), alors la non intégrabilité de f sur
[a, b] implique celle de g sur [a,b].

b
St / f(t)dt est absolument convergente, alors elle est convergente, et l'on a :
a

(c) si f(x) ~up g(x), alors Uintégrabilité de f sur [a,b] est équivalente a celle de g sur [a,b].

2. Pour f et g continue par morceaux sur |a,b|, ot —oco < a < b < +00 a valeurs dans K, on a le
meéme type de résultats par des comparaisons au voisinage de a.

Proposition 4.0.3 (Intégration des relations de comparaison) Soient a,b € R, avec
—oo<a<b< +oo.
1. Soient f € Cpn(la,b,K) et g € Cpm([a,b[,R) positive.
(a) On suppose g intégrable sur |a,b]. Si f(x) = O,_p(g(x)) (resp. f(x) = 0,p-(g(x))), alors :

/:f = Opp- (/:g> (resp. /:f = 0250 </:g>)~

(b) On suppose g non intégrable sur [a,b]. Si f(x) = O,_p(g(x)) (resp. f(x) = 0psp-(9(2))),

dors [ =0, (/g) . [ F =0 (/g))

2. Soient f € Cpn([a,b],K) et g € Cpm([a,b],R) positive.
b b
(a) On suppose g intégrable sur [a,b]. Si f(x) ~pp- g(z), alors / [ rap- / g.

(b) On suppose g non intégrable sur |a,bl. Si f(x) ~pp- g(x), alors : / frap- / g.

3. Pour f et g continue par morceauz sur |a,b], ot —oo < a < b < +00, on a les mémes types de
résultats par des comparaisons au voisinage de a.

et

1
E le 4.0.1 —_—
Xempe /x Arcsin (t)

"1
dt ~, o+ / ;dt = —In(z).



o Methodes pour montrer la convergence d’une imtegrale

Dans lordre :

1. Vérifier que f est continue par morceaux sur I d’extrémité a et b.

Ensuite identifier les bornes qui posent un probleme (bornes infinies ou bornes ou f n’est pas
définie).

2. Regarder si f peut se prolonger par continuité aux bornes finies ou elle n’est pas définie.
D%ns ce cas il n’y a plus de probleme d’intégrabilité et il n’y a plus rien a vérifier. Exemple :
/ sin(5x) — Sln(&r)dx'

1 e —1

3. Pour les vrais problemes de convergence d’intégrales, vérifier l'intégrablité ou 1’absolue conver-
gence : considérer |f| (ou f si f est de signe constant).

Utiliser les théoremes de comparaison avec <, O, o, ~, avec des fonctions intégrables de référence
(intégrales de Riemann en 0 ou +00)
e Commencer par voir s’il est possible de trouver un équivalent pour simplifier la fonction.

400 t 1)e — o
Exemple : / %dt.
0 t

+o00 1
e Utilisation est 0 ou O. Exemples : / t"e'dt ou / |In(t)|*dt (o > 0) convergent.
0 0

~! sin(5x) — sin(3z)
e ?—1

dx

e Des inégalités. Exemple : /

o0

6 Techniques de calcul

Proposition 6.0.1 (Changement de variable) Soit f continue par morceaux sur la,b|, avec
—o0 < a < b < oo, a valeur dans K et ¢ :|a, B]—]a,b] une bijection strictement croissante et de
b

classe C*. Alors les intégrales /

«

(f o) (u)y' (u)du et / f(t)dt sont de méme nature, et en cas de

B8 b
/ F(p(w))! (u)du = / F(t)dt

B a
Pour strictement décroissante, / fle(u)y' (u)du = / f(t)dt
e b

convergence :

dx

E le 6.0.1 —_—
Xempie /0 2 + cos(z)

, avec le changement de variable t = tan(x/2).

Proposition 6.0.2 (Intégration par parties) Soient f et g de classe C* sur I (un intervalle de R de
la forme la,b[, ou [a,b], ou |a,b], avec —o0 < a < b < +oo) a valeur dans K. Si la fonction f X g a

une limite finie en a et b, alors les intégrales / f'(t)g(t)dt et / f()g'(t)dt sont de méme nature.

Si ces quantités sont convergentes, alors en notant [f(t)g(t)] hm )g(a:)) — lim+(f(x)g(x)), on
r—a

obtient :

b b
/f(t)g’(t)dtZ[f(t)g(t)]z—/ f'(t)g(t)dt

+o0
Exemple 6.0.2 Calcul de I,, = / t"e~tdt. Par IPP, on a I, = (n+ 1)1, puis I,, = n!.
0



