MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

12-Régularité des intégrales dépendant d’un parametre

Ex 1 : On pose f(z) = f;”” Slanrt dt.
1. Donner ’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f y est de classe C! et préciser un équivalent en 0.
Ex 2 : Montrer que f: z+— | oo sin t) e~ "dt. est continue sur R
+o0 1
Ex3:0 : Vx €10, , = ———dt
x3 5 On pose Vo € 0. +00l (0= [ 1
1. Montrer que f est définie, continue et décroissante sur R7 .
tee In 2
2. On pose : Yz € ]0, 400, g(z) = ————— dt. Montrer que g(z) = —.
1 (1 +t)
3. Calculer f(1).
4. Montrer que g(r) — 5" 2 < f(x) < g(a)
. Montrer que g(x) — < < g(x).
PSR Ty SIS
5. En déduire lim f(z) et un équivalent de f(z) quand z — 0%,
Tr—+400
Ex 4 : Pour t € R* et z € C, on pose t* = exp(z1In(t)). Soit f: z+— 01 f;tdt
1. Montrer que f est continue sur D = {z € C, Re(z) > —1}.
2. Lier f(z) et f(2+41) et en déduire un développement asymptotique a deux termes de f(z) quand
z tend vers —1.
3. Donner un équivalent de f(z) quand Re(z) tend vers +o0.
Ex 5 : Soit f:2z— — /\(;)fi
1. Montrer que f est définie sur R ; calculer f(0).
2 /2
2. Montrer que Vz € R, f(z) = —/ cos(z sint)dt. Montrer que f est de classe C? sur R.
T Jo

3. Montrer que f est solution de xzy” + ' + zy = 0.

4. Montrer que : Vo € R, f(z) =3 (2;”)(2!)2;.
Ex 6 :
1. Montrer que t — et est intégrable sur R, .
272 L —a2(241)
2. Soient f(z) = {/ e’ dt} et g(z) :/ ——dt.
0 0

?2+1
a. Montrer que f, g € C}(R,) et calculer leurs dérivées.
b. Simplifier f' + ¢'.
c. Calculer g(0) et ligol g.

d. En déduire la valeur de / e dt.

Ry



Ex 7 : On admet que f+oo e dt = 2”. Soit x € R. On pose z(z) = f0+°° d Hm dt quand l'inté-
grale existe.

1. Justifier l'existence de z(0) et montrer que z(0) = /7.
2. Montrer que z est de classe C! sur R.

3. Montrer que : Vo € R, 2/(z) = —Q(%H)z(x)

4. Soit x € R. Déterminer la partie réelle et imaginaire de — En déduire z(z).

2(+)

Ex 8 : Montrer qu’il existe un unique x € R tel que f oo e T +tz @ g — 0,

Ex 9 : Soit @ € R. On considere f(« /
vV1-— t2

1. Montrer que l'intégrale converge si et seulement si o > 0.

2. Montrer que f est strictement décroissante sur R .

3. Montrer que f € C'(R%).

4. Grace a une intégration par parties, montrer que pour a > 0, f(a + 2) = aLﬂf(oz).
5. Pour n € N*, calculer f(n) et exprimer le résultat a 'aide de factoriels.

6

. Donner un équivalent de f(«) lorsque « tend vers 0.

+o0 te~t®
Ex 10 : Soit f:x +— / 1dt.
1. Montrer que f est définie et de classe C! sur | — 1, +o00.

2. Déterminer la limite de f(x) quand = — +o0.
3. Calculer f(z+ 1) — f(x) pour x > —1.

4. En déduire une expression de f(x) sous forme de somme.

Ex 11 : (*) Soit F:a— [*

— \/(1+a2)(a?—a?)
1. Montrer que F' est bien définie sur R7.
2. Déterminer lim ., F' et £ = limgy+ F.

3. Donner un équivalent en 0" de F' — /.

Ex 12 : Calculer les limites suivantes :

lim f —2___dzr (s’aider
22 . . 400 dt ) ) a0+ 0 \/l—l—aa:—l—e“;r
(lg%fﬂ \/de’ 2. xggloof—oo (1+2) (1 +ixt) 3. ,115% fO sin asm(m))dm, du changement de variable
x = sh(t).

Ex 13 : Soient (a,b) € R? avec 0 < a < b.

cos(ax)—cos(bx)

1. Montrer que = est intégrable sur ]0, 1].

Cosu

+o00
2. Montrer que / du converge.
1

+oo _ b
3. Existence et calcul de / cos(az) — cos(bz) dx.
0 x




Ex 14 : Soit 2 € R et on pose g(z) = [;*™ In@+t%) 74

1.

0 1+t2
Déterminer le domaine de deﬁnltlon D de g et montrer que g est continue sur D.

2. Montrer que g est de classe C! sur D et déterminer ¢'.
3. Que vaur g(0)? En déduire g.

+oo
Ex 15 : Soit F' la fonction définie par F(x) = / cos(wt?)e”" dt.
0

1.

Montrer que F' est de classe C* sur R.

2. Donner pour tout & € N, F®)(0) puis donner, si possible, le développement en série entiere de F.

Ex 16 : Etudier l'existence des intégrales suivantes, puis les calculer a 'aide d’une dérivation par
rapport au parametre que l'on justifiera.

+00 t +oo  —uxt ht 1 o
1. (*) / COS<$ dt; 2. fﬂ/2 In (COS ) + 22 gin2 (t)) dt: 3. / e 's dt 4 /
0 1 0 0 hl(t)

+ 12 t

Ex 17 : On pose F(z) = [ :2“(“15::; dt et G(z) = [F sin;(ta:) it

1.

o

S~

Montrer que G est définie sur R. On admet que F' ’est aussi.
Montrer que : Vo € R, G(z) = 2G(1).

Montrer que : Vo € R, 0 < G(z) — F(z) < 5. En déduire que F'(x) est équivalente a zG/(1)
quand z tend vers +oo.

. Montrer que F est de classe C? sur R et que sa dérivée seconde est donnée par :

+00 cos(2tx)
Ve eR, F'(z) =2, e dt.

Montrer que F est solution de I'équation différentielle 3" (z) — 4y(x) = 7 — 42G(1) sur R7.

En déduire une expression de F' sur R* puis sur R.

Ex 18 : Soit f(x) = [T < cosleit)

1.
2.

=00 /It

Existence et continuité de f sur R.

Montrer que f est intégrable sur R.

Ex 19 : Soit a € R et on pose I(a) = [ dz

1.
2.

0 (1+z2)(1+ze) "
Quel est la domaine de définition de I et déterminer 1(0).

Déterminer lim I(«).
a—+00

3. Etudier la parité de I.

4.

Calculer /() en fonction de a.

Ex 20 : Soient n € N* et € R%.. On pose [,,(z) = f+oo di
1. Calculer [;(z).

2. Montrer que I,, est de classe C' sur R*, puis que : Vn € N, I} = —nl,;.
3. Montrer que lim [,(x) = 0.

0 (z+t2)n "

T—>+00

4. En déduire l'expression de I,(x).



Ex 21 : Pour z € R, on pose g(z) = fow/2 %ﬂgtg&mt))dt

1. Pour z > 0, calculer g(z).
2. Résoudre 'équation g(z) = m/2.
3. En déduire l'intégrale I = f02 tcos(t) dt.

SlIl

4. Pour a > 0 et b > 0, calculer H(a, b) IN oo Arctan (au) Arctan (bu) 7,

u

Ex 22 : (*) Soit P € C[X] de degré n > 2. On suppose par l'absurde que P ne possede pas de

2T inf
racines dans C. Soit F: 7 € Ry — | ;(feu‘) do.
1. Montrer que F est de classe C! sur R™.
2. Montrer que F' est constante.

3. Conclure en regardant le comportement de F' en 0 et +ooc.

Ex 23 : Soit f une fonction continue de R’ dans C telle que pour tout x > 0, la fonction ¢ f ( ) soit
+oo f(t)

intégrable sur R* . On pose f(z) = 0 its

dt pour x > 0.

1. Montrer que f est continue sur RY.
2. Déterminer lim f(x).

—+00

3. On suppose f € L}(R%). Trouver un équivalent de f en 400 (en précisant une condition sur f ).

Ex 24 : Soit f € C(R,R) telle que pour tout k de N, ¢ — t¥ f(¢) soit intégrable sur R.
1. Montrer que g : x — fR —iz f(t)dt est C* sur R. On appelle g la transformée de Fourier de f.

2. On note o, = fR [t* f(t)|dt et on suppose que : Vk € N, a; < k. Montrer que g est développable
en série entiere sur un intervalle | — A, A[ & préciser.

8. Calculer g lorsque f =t + L;s0e™*, puis en déduire [, f,(t)e™"dt quand f, : ¢t — t"1>0e™* .

Ex 25 : (*) Soit f: R — R continue par morceaux, strictement positive et intégrable. Pour z € R*
on pose g(x) = L [t f(t)dt. Déterminer la limite de g en 0 et +oo.

Ex 26 : (*) Soit f : [a,b] — R de classe C* et F(z f f(t)e " dt, avec a < 0 < b.
1. Montrer que llIJP F(x)=0.
T—>+00

2. Montrer que F(z) = fla)e™™ - f(b)e™ + o (l)

r r—+00 \ T

3. Montrer la convergence de l'intégrale I = [~ +;o —it?/2 ¢

int2 1.£(0) 1
iwt?/2 . _
4. Soit g(x f f(t) dt. Montrer que : g(x) = NG + 4 (\/§>

Ex 27 : (*) (Fubini) Soit f : [a,b] X [c,d] — C une fonction continue. Pour z € [a, b], on pose
H(z)= [’ fcdf(x, y)dy) dr et G(x) = fcd (/7 f(z,y)dz) dy. En dérivant H et G, montrer que :

Jy (fcdf(x,y)dy> dr = [* <fabf(x, y)dx) dy.

/N

Ex 28 : (*) Soit f € El( ,R) et g € Cp (R, R) T-périodique. Montrer que :
. +o00 T
i st (1) ()



